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SLR  L'ÉQIATIOK  DE  DEfiRÉ  m  QUI  DOXKE  tang 
LORSOUON  COXNAIT  tang  a; 
Par  m.  Gh.  BIEHLER. 


L'équation  de  degré  m,  qui  donne  tang  —  lorsqu'on 
connaît  tanga,  est,  comme  on  sait, 


a 


en  posant  tang  —  =  x  et  tang  a  =  a. 

Cette  équation,  mise  sous  forme  entière,  devient 

(i-f-  ix)"*(i  —  i%)  —  (i  —  ïa7)''*(i  -h  ta)  =  o. 
Les  deux  expressions 

(i-Hi>)'«(i  — la)    et    (i  — i2:)'«(i-i- e«) 

étant  imaginaires  conjuguées,  leur  dillérencc  renferme  i 
en  facteur,  et,  par  suite,  en  posant 

(I)  i  V/„  =  (i  -h  ixy»  (I  -  il)  —  (i  -  ixyn  (I  H-  la), 

le  polynôme  Vm  sera  à  coefBcients  réels  et  de  degré  m. 
Cela  posé,  nous  allons  former  Téqua lion  différentielle 
du  second  ordre  à  laquelle  satisfait  le  polynôme  V^,  et 
nous  allons  appliquer  les  théorèmes  de  Sturm  et  de 
Rolle  aux  polynômes  qui  figurent  dans  cette  équation. 


{  6  ) 
en  vue  de  démontrer  que  \ni=  «  a   toutes  ses  racines 
réelles. 

1 .  A  cet  efi'et,  prenons  les  dérivées  des  deux  membres 
derégalîlé  (i),  il  viendra 

iV',„=  mi[{\'+-  ir)'"-»(i  —  ioL)  -4-(i  —  ia:)'«-»  (i-h  la)] 

ou 

(a)     V;„  =  m[(n-  i>)'«-»(i  — «a)-H(i  —  i;r)"»-»(i -i-  «a)î 

en  dérivant  une  seconde  fois, 

.^.  1  V;,=  m(m-i)i[(i-f-i>y«-ni-  la) 

^^  I  _- (i _£>)/«-»(!  ^  ta)]. 

D'autre  part,   en  multipliant  les  deux  membres  de 
Tégalité  (a),  le  premier  par  2i.r,  le  second  par 

(i  -h  ix)  —  (i  —  i^). 

qui  lui  est  égal,  il  viendra 

oJxY„^=  m[{i  -+-  ix)»'{\  —  ia)  —  (i  —  i.r)'«(i  -+-  ta)] 
-4-  m[— (i -h  lar )'«-*( I  —  n'a:) (i  — ta) 

-4-  (i  —  ta: )'«-»(!  4-  ix)(i  -+-  la)], 

et,  en  remplaçant  le  produit  (i  -f-  ix)(i  — ia:)pari-hx*, 
on  aura 

2ix\'fn=  mi\nt^  /n(i-l-jr») 

X  [(i-h  ij:)'«-»(f  —  ra)  — (I  —  t> )'«-*( i -+-  ta)] 
ou 

y 

^ixY„,  =  mt V,;i- (r  H- x^)  ^^^_^^^. 
ou  enfin 

2a:V;„(/7i  —  i)  =  m(/n  —  i)V,„  +  (i  H-  a:«)V';„ 
que  Ton  peut  écrire 
(4)      mim  —  i)V;,t—  2(  w  —  i)a:V;,,  -H  (i  -h  a:*)^;,,  =  o. 

Cette  équation  va  nous  permettre  de  démontrer  la 
réalité  de  toutes  les  racines  de  V,«=  o. 


(  7) 
2.  A  cet  eflet,  prenons  les  dérivées  d'ordre  [x  des 
deux  membres  de  Téquatioii  (4)9  il  viendra 

ou  bien 

(/n-îi)(/ii-K-i)Vr 

-  2(/n  _  fx  — i)arVîiJ^»>-f-  (  I  -+-  :f')V',JJ-«>  =  o. 

En  donnant  à  [jl  les  valeurs  o,  1,  2,  .  .  . ,  m  —  2,  il 
viendra 

(m  -  I)  ( m  —  2)  V;„  -  2( m  -  2)^7  V:„-+-  (i  -4-  rc»)  V^î,  =  o, 

2 v(;«-ï)  —  2  —  2 JT v<;«-*'  -+-  (i  +  ^*) VI,?'  =  o. 

Ces  relations  nous  montrent  que  les  fonctions  V^)  V'^, 
V^,  .  . .,  V^^^  jouissent  des  propriétés  requises  pour  que 
le  théorème  de  Sturm  puisse  leur  être  appliqué.  En 
eflet,  la  dernière  VJJ*'  ne  change  pas  de  signe,  c'est  une 
constante;  deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas 
s'annuler  pour  une  même  valeur  de  x;  si  une  fonc- 
tion V*,{J' s'annule  pour  une  valeur  de  or,  les  fonctions  V^^*"*' 
et  V^"^*^  prennent  pour  cette  valeur  de  x  des  signes  con- 
traires 5  enfin  V'„,  est  la  dérivée  de  V^.  H  s'ensuit  que, 
la  suite  V^,  V^,  . .  • ,  V|JJ*^  ne  présentant  que  des  varia- 
tions pour  x=z  —  00  et  des  permanences  pour  j:  ==  -h  00, 
la  suite  perd  m  variations  quand  x  passe  de  —  oo  à  -f-00; 
par  suite,  toutes  les  racines  de  l'équation  ¥^=0  sont 
réelles  et  inégales. 

3.  Appliquons  maintenant  le  théorème  de  Rolle  pour 
établir  la  réalité  de  toutes  les  racines  de  Ym=  o. 

Remarquons,  à  cet  etfet,  que  l'égalité  (3)  nous  donne 
la  relation 


{  8) 
Vm-  2  étant  ce  que  devient  V„i  quand  on  y  remplace  nt 
par  m —  a,  a  restant  le  même,  et  supposons  que  les 
racines  de  V;;,_2=o  soient  réelles  et  inégales.  Nous 
allons  démontrer  qu'il  en  est  de  même  des  racines  de 
V„=o. 

Pour  cela,  considérons  la  seconde  des  équations  diilë- 
rentielles  du  tableau  précédent,  à  savoir  : 

(5)     (m~i)(m-2)V;„-2(m-sà):rV;„+(i4-a7«)V';,  =  o, 

déduite  de  Téquation  (4). 

Les  racines  de  V;„_2  étant  réelles  et  inégales  et  dé- 
signées par  a^,  ao,  . . . ,  "^m-^  dans  l'ordre  croissant,  sub- 
stituons-les dans  la  relation  (5)  ;  on  aura  le  tableau  sui- 
vant : 

(/n-i)(/n-2)V;„(a,)  +  (i-Haî)V:;,(a,)  =  o, 
• • I 

{m  —  i){m  —  2)  V',„(a;„_,)  -f-  (i  -haj„_,)  V;;,(a„,_,)  =  o, 

car  «4,  a^,  .  . . ,  cl^-^  sont  racines  de  Téquation  V]J^=:  o. 
Or,  d'après  le  théorème  de  Rolle,  les  quantités 

ne  présentent  que  des  variations;   il  en  est  donc  de 
même  des  quantités 

V',rt  (  «1  ),      y  m{^t)i      •  •  •  »      y  m  (  «w-î  )• 

Mais  on  sait  que,  si  toutes  les  racines  de  Féquation 
dérivée  d'une  équation  proposée  sont  réelles  et  inégales, 
et  si,  substituées  dans  le  premier  membre  de  la  pro^ 
posée  par  ordre  de  grandeur,  elles  donnent  des  résultats 
de  substitutions  de  signes  contraires,  toutes  les  racines 
de  la  proposée  sont  réelles. 

Il  s'ensuit  que  toutes  les  racines  de  l'équation  V'„^  =  o 
sont  réelles  et  inégales. 

Soient  b^,  i.,^  •  •  •?  ^m-\  les  (m —  i)  racines  réelles  de 
V^  ^  =  o;   en  les  substituant  dans  l'équation  (4),  on 


(9) 

aura 

m(m  —  I)  V,„(>, )  +  (I -^- ^î  )  V;,(  6,  )  =  o, 

• •• i 

m(m-i)V;„(6;„-.,)  +  (i-h6«,_,)V',„(6«_,)  =  o; 

maïs,  d'après  le  théorème  de  RoIIc, 

sont  allernativement  de  signes  contraires^  donc  les 
quantités 

ne  présentent  elles-mêmes  que  des  variations.  Il  s'en- 
suit que  toutes  les  racines  de  Téquation  \m=o  sont 
réelles  et  inégales. 

Nous  avons  supposé  que  Téquation  V^_j  =  o  a  toutes 
ses  racines  réelles  et  inégales.  Cette  propriété  se  recon- 
naît immédiatement  sur  les  équations 

Vi  =  o        et        Vj  =  o, 
qui  sont 

Vi=a(a:  — a),        Vï=  2[a(a?»— i) -H  aar]. 

On  en  conclut  que,  d'une  part^  V,«^i  =  o  a  toutes  ses 
racines  réelles,  et,  d'autre  part,  que  \2n  =  o  a  aussi 
toutes  ses  racines  réelles  ;  par  suite,  on  peut  dire  d'une 
manière  générale  que  l'équation  V„i  =  o  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  inégales. 


SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 
DONT  TOUTES  LES  RACINES  SONT  RÉELLES; 

Par  m.  Gh.  BIEIILER. 


1.  Si  l'on  pose 


v/i  —  '2a.r  H-  a- 


(   'o) 
la  dérivée  d'ordre  71  de  j^  par  rapport  à  a  est  une  expres- 
sion de  la  forme 

Qn(>r,a) 

^' 

(i  —  2aJ7-»-a«)       * 

où  Qn{j^^oL)  est  un  polynôme  *de  degré  n  en  x  et  de 
degré  n  en  a. 

Je  vais  mettre  en  évidence  quelques  propriétés  du 
polynôme  Q/i(a:,  a),  et  je  supposerai,  dans  ce  qui  va 
suivre,  que  x  ait  reçu  des  valeurs  telles  que  le  trinôme 
I  —  2  ax  -h  a^  ait  ses  zéros  imaginaires,  c'est-à-dire  que 
X  soit  compris  entre  —  i  et  4-  i . 

De  r égalité 


on  tire 


I 


I 

y  =  -7= — =--T  X 


OU  bien 

y(i  —  'àOLX  -\-  a*)-}-j^(a  —  5?)=  o. 

En  dérivant  n  fois  les  deux  membres  par  rapport  à  a^ 
il  viendra 

En  remplaçant  JK^"■^'^JK^"^J^^''~*^  parleurs  valeurs  ex- 
primées en  fonction  des  polynômes  de  la  forme  Qw(a:,  a), 
on  aura 

l  Q/,H-i(j~,a)-+-(a/H-i)(a— a^)Q»(^,  a) 
^    -^  (  -+- n«(i  — 2aa:-4-a*)Q„_i(j:,  a)=  o. 

En  diûerentiant  l'équation 

(i  — 2aj^H-a*)      * 


(  "  ) 

par  rapport  à  a,  on  obtiendra  la  relation  suivante 

Qin-i(^,  a)H-(2/i-f-i)(a-j')Q„(3',a) 


^^^  I  -(i-aax-+-a«)Q;(:r,  a)=o; 

d'où  l'on  tire,  en  comparant  les  égalités  (a)  et  (&), 

(c)  Q;(j^,a)  =  -/i«Q„_,(T,a). 

Enfin,  au  moyen  des  égalités  (  b)  et  (c),  on  peut  ob- 
tenir l'équation  diderentielle  du  second  ordre  à  laquelle 
satisfait  le  polynôme  Q^ (jr,  a).  Il  suflSt  pour  cela  de  dif- 
fërentier  par  rapport  à  a  l'équation  (  i)  et  de  remplacer 
dans  le  résultat 

Q«+i(-r,  a)     par     _(,i -m)îQ„(x,  a), 

qui  sont  identiques  d'après  la  relation  (c). 
On  obtient  ainsi  l'équation 

(d^       \  Q;(j',a)(i-"2a;r-*-a«) 

^     >       \      _-(a,i^,)(a--x)Q;,(x,a)-h/i«Q«(j7,a)=o. 

2.  Les  relations  (a),  (c),  (rf)  vont  nous  permettre  de 
démontrer  que  l'équatiou 

de  degré  /z  en  a  a  toutes  ses  racines  réelles,  pourvu  que 
a:  soit  compris  entre  —  i  et  +  i . 

La  relation  (a)  ost  en  ellet  le  type  de  la  série  des 
égalités 

Q«(x,a)-+-(2/i  — i)(a  — x)Q«_i(j:-,a)^-(/i  — i)«Q„_,(a:,a)=o, 
î 

Qj(j7,a)-f-3(a  — a?)Qi(j7,  a)-hQo=o, 

qui  montrent  que  le  théorème  de  Sturm  est  applicable  à 
l'équation 

Q/l(^»3t)=  O. 

La  relation  (a)  montre  en  oulre  que  les  coefficients 


(  '») 

des  plus  hautes  puissances  de  a  dans  les  fonctions 

Q„(ar,  a),     Q„_,(;r,a),     ...,     Qo 

ont  des  signes  alternés.  Il  s'ensuit  que.  pour  a  = —  oo. 
la  suite 

Q«(^,  a),     Q/i-i(^,a),  ...,         Qo 

ne  présente  que  des  permanences  et  que,  pour  a  =  H-  oc, 
elle  ne  présente  que  des  variations;  la  suite  gagne  n  va- 
riations quand  a  croit  de  —  oo  à  -h  oo;  par  suite,  toutes 
les  racines  de  l'équation 

Q/.(^,  a)=o, 

considérée  comme  une  équation  en  a,  sont  réelles. 

Le  théorème  de  Sturm  peut  être  appliqué  aussi  à  la 
série  des  fonctions 

Q«(^,a),     Q;,(^,a),     ...,     Qii'»(:r,a); 

il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  considérer  l'équation  diffé- 
rentielle (rf)  et  de  former  le  tableau 

Q;(j?,  a)(ï  — aaar-f-a»)  — (2/1  — i)(a  — ar)Q;,(j;,  a)-+-/i«Q;,(3:,  a)=  o, 
Q;:(;r,  a)(i  -  2a:r-f-a«)— (-2/1  _3)(a -~  ^)QÎ,(:r,  a)-h(n  -  i)«Q;,(^,a)=  o, 

Q(«)(jr,  a)(i  —  lOLX  -h  a*)—  3(a  —  x)q},'*-^Hx,  a)-+-  2»Q}?-*'(ar,  a)  =  o, 

qui  nous  montre  que  les  dérivées  de  Q//(j:,  a)  jouissent 
des  propriétés  des  fonctions  de  Sturm. 

On  pourrait  aussi  appliquer  le  théorème  de  Rolle  pour 
arriver  au  même  résultat;  il  suffirait  de  considérer  la 
relation  (a),  en  faisant  aussi  usage  de  {c)\  la  relation  (c) 
nous  montre  en  effet  que 

Q«-f-i(^r  a)=— (/i  -f-  i)=Q«(^,  a), 

et,  si  Ton  admet  que  Q,/(x,  a)=  o  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  séparées  par  celles  de  Q„.  i=  o,  on  montre 


(  'i  ) 

aisément  que  Q«+i(j:*,  a)  =  o  a  aussi  loules  ses  racines 
réelles  et  séparées  par  celles  de  Q//(:r,  a)  =  o. 

On  arrive  encore  au  même  résultat  en  appliquant  le 
théorème  de  RoUe,  au  moyen  de  Téquation  difTéren- 
tielle  {d).  On  voit  clairement,  dans  tout  ce  qui  précède, 
la  nécessité  de  supposer  que  le  polynôme 

(i  —  aaar-t-  a*) 

ne  change  pas  de  signe  quand  a  varie  de  — oo  à  +  oo  et 
par  suite  la  nécessité  d'astreindre  x  à  être  compris 
entre  —  i  et  -f-  i . 

3.  Si  Ton  développe  la  fonction  --  suivant 

/l  —  10LX  -f-  «• 

les  puissances  ascendantes  de  a,  sous  la  forme 

Xo-+-  aX,-ha«Xî-i-.  ..-ha^Xi,-!-. .., 


V^i  —  2aa?H-  a* 


les  coefficients  Xo,  X|,  .  .  . ,  X/i  sont,  comme  Ton  sait, 
les  polynômes  de  Legendre.  Leur  degré  en  x  est  égal  à 
l'indice  de  X.  Ces  polynômes  sont  liés  aux  polynômes 
Qn(x^  a)  parla  relation 


or 

(i  —  aaa:-l-a')      * 

En  faisant  a  =  o  dans  cette  égalité,  on  obtient 

i.a.3.../iX„=  Qn(a7,o). 

Cette  relation  nous  fournit  immédiatement  celle  qui 
lie  entre  eux  trois  polynômes  X  d'indices  consécutifs. 
En  faisant  a  =  o  dans  la  relation  (a),  on  obtient 


(    I  î 

ou 

(  n  —l)\  X/,+.i — (2/1  —  I)X./lî  Xn-i-  /l-</l  —  l)î  X„_|  =o. 

en  désignant  le  produit  i .  3 . 3  .  • .  n  par  n  !. 

En  supprimant  le  faeleur  numérique  ni,  il  viendra 

(e)  (n  -f-  nX/i^-i  — (a/i  -i-i)jr\n-^  n\„^i  =  o. 

Cette   relation  permet  d'appliquer  le  théorème  de 

Slurm  à  l'équation 

Xh=o, 

et  de  montrer  qu'elle  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Pour  savoir  si  la  suite  Xy,,  X„_4,  . .  .,X|,  Xo  gagne  ou 
perd  ses  variations,  il  suffit  de  considérer  l'équation  (e), 
qui  nous  fait  voir  que  les  coefficients  de  la  plus  haute 
puissance  de  x  ont  le  même  signe  dans  toutes  les  fonc- 
tions X/i,  X„_|,  ...,  X.  La  suite  perd  donc  ses  variations 
quand  x  passe  de  —  00  à  4-  00. 

Le  polynôme  Qrt(x,  a)  peut  s'exprimer  d'une  manière 
simple  en  foncliou  des  quantités  X,,. 

On  a,  en  effet, 

Q„(.r,  a)=  Q«(a:,  o)-r-aQ';,(a:,  o) 

+  ^  QU^.  0)-+-. . .+  J^  Qi«'(^.  o), 

les  dérivées  étant  prises  par  rapport  à  a. 
D'après  la  relation  (c), 

par  suite, 


(   .5) 
En  faisant  a  =  o  dans  toutes  ces  égalités,  on  aura 

Q;(jr.  o)=  nHn-  i^Qn-ti^,  o), 


q^^'ix,  o)=  (-  i){*/i«(n  — 1)«  . . .  (n  -  jx  -^  !)2Q„_j,(ar,  o), 

ta, on  remplaçant  Q«_,  (x,  o).  .  .  . ,  Q,i_pl(j",  o)  par  leur 
expression  en  X„_i,  .  .  .,X«_fi,,  il  viendra 

Q»(^,0)=/l(/l--|)/l!X;,-.,, 


Qr(^,o)  =  ^— Ot^wC'* -«)...  (n-fx  +  i) /i!X;,_^: 
on  peut  donc  écrire 

j^ =X„--/ia\„_iH — j — -'  a«X„_j-h... 

.  n(//  — i). .  .(/i— 'XH- i) 

-^{-t)V-  '—^^ '- ^  aV-Xn..^^,.. 

L'équation  différentielle  (d)  nous  fournit  la  valeur  de 
Q„(x,aL)  pour  x  =  o'^  cette  expression  peut  aussi  se 
lirer  de  la  précédente  en  remarquant  qu'on  a,  d'une  ma- 
nière générale, 

(«H-  l)[X„-^i]^^0-^-  n[Xn-i]a'^.o=--0. 

Les  polynômes  X^  ne  renferment,  d'après  la  rela- 
tion (e),  que  des  puissances  de  même  parité;  l'expres- 
sion de  Q«(o,  a)  ne  renfermera  donc  que  des  puis- 
sances de  a  de  même  parité.  L'équation  différentielle  (d) 
nous  donne 

^  '*  Tîî  "  I.-22 

n(/?— i)(/i— 2)(/J-— 3  )    ^^    ,^ 

/  ,„«(«  —  !)   ...(/?  —2/7  ^-  1) 


{ »«  ) 

La  valeur  JC  =  o  transforme  (i  —  2aLX  -h  ol^)  en  i  -+-  a*; 

par  suite,  IVqualion 

Q„(o,  a)=o 

a  aussi  toutes  ses  racines  réelles. 

4.  Nous  allons  maintenant  chercher  d'autres  expres- 
sions du  polynôme  X». 

A  cet  effet,  remarquons  que 


peut  s'écrire 


—  1 

v/i  —  aaa?  -h  a* 


I 
y=    I X 


Si  Ton  pose 


X  —  a 

=  -«, 


V^i  — arî 


on  aura 


par  suite 


I  1 

X 


/l  —  J7«  /H-  <S* 


«>a        <).?        à% 


-ày(     —     \ 


^JlZ  —  ^      (—0 


Or 


à^  _      Qn(o,^)      I 


^^'^   .^..f-;v/7=^'' 


pa 


r  suite 


(  '7  ) 
el,  faisant  a  =  o, 

en  désignant  par  3o  ce  que  devient  ^  pour  a  =  o.  Maïs 

T  —  et  ,  X 

donc         Zq = 


v/i — ar»  /i  —  ar« 

x^  I 

"  1  —  J7«  I X* 

par  suite 

(m=<->"''-(-7T=5)<''^'"' 
ou  enfin 

Cette  égalité  nous  fait  voir  que  les  racines  de  l'équa- 
tion X«  =  o  sont  toutes  comprises  entre  —  i  et  -f-  i . 
En  effet,  l'équation 

Q„(o,a)==o 

a  toutes  ses  racines  réelles;  soient  cL^jOL^y  ...^a;,  ces 
racines. 

Les  racines  de  Téquation  X„  =  o  étant  désignées  par 

«1  =      .  y  •  •  •  »  «n  = 


\/i-x\  )/\  —  orl 

d  où 

iTi  =  — =r^  »  •  •  •  »  ar„  = 


au  signe  près^  on  voit  par  suite  que  j:,,a:2,  ...,.r;,  sont 
Ann.  de  Malhémat.,  3"  prric,  l.  VI.  (Janvier  1887.)  tî 


{  .8) 
toutes  réelles  et  plus  petites  que  Tunite  en  valeur  ab- 
solue. 

Nous  avons  trouvé  l'expression  de  Q/i(o,  a),  à  savoir 

(_ .)-  3i(2l1)  =  «» _  ^(^-'>  ,«-. 

n(n  — i)(n  — a)(/i  — 3)    ^_^_       . 

(I.2)»'2* 

on  en  déduit 

n(n  —  i) 
=  3?» i^ r— ^  a?»-«(i  —  a?«) 

/i(n  —  i)(7i  — a)(/i  — 3)     ^   .,  ,., 

,        .      7l(/l  — l)...(n  — 21)  -Hi)      ^    ,„,  ,. 

-h(— i)P  — ^ /   ,,, r— -^- ^  a?»--«P(i  — a?«)P-^-.... 
On  sait  que,  si  Ton  prend  la  dérivée  d'ordre  n  de 
(x- —  i)"  en  employant  la  formule  connue  pour  la  dé- 
rivée d'ordre  n  d'une  fonction  de  fonction  de  la  forme 
ç(j:2),  à  savoir 

n(n  — i)(n  — 2)(n  — 3)  ,      v«  .    .  ,/  ,v 
il  viendra 
«te»  L  »* 

En  comparant  cette  expression  avec  celle  de  X,,  pré- 
cédemment trouvée,  il  viendra 

'*       2'*/i!  rfa:«  ' 

qui  est  l'expression  bien  connue  du  polynôme  X„. 


SDR  LES  CONDITIONS  D1NTÉGRABILITÉ  D  UNE  EXPRESSION 

DIFFÉRENTIELLE; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


On  dit  ordinairement  que,  pour  que  Texpression 

(i)  Pi  €lxt-hpida:i-h...-^pndxn 

soit  une  différentielle  exacte,  /7n  ^2  9  -"iPu  désignant  des 
fonctions  de  Xi,  x*,  . . . ,  x^^  il  faut  et  il  suffit  que  les 

^ — ^^—^  relations  comprises  dans  le  type 

(a)  p.-p=o 

soient  identiquement  satisfaites;  mais  ce  que  Ton  ne  dit 
pas  toujours,  c'est  que  ces  conditions  peuvent  être  rem- 
placées par  d'autres  moins  générales. 
Si  l'on  pose 

^"       dxj       dxi 

Jacobi  a  remarqué  que  l'on  avait 

(3)  ^.Pil^^£Ji^^JPM^o. 

dxic         àxi         dxj 

Ce  résultat  est  facile  à  vérifier  en  effectuant  les  différen- 
tiations  indiquées.  Il  en  a  conclu  qu'une  partie  des  re- 
lations (2)  rentraient  les  unes  dans  les  autres,  lorsque  n 
était  plus  grand  que  3.  Mais  Tillustre  géomètre  aurait  pu 
déduire  d'autres  conséquences  de  la  formule  (3).  Sup- 
posons, en  effet,  pij^=  o,  pik^=  —  pki'=  05  on  aura 

Oxj 


(  -o) 
et,  par  suite,  pik  est  indépendant  de  jry  ;  il  résulte  de  là 
que,  si  l'on  a 

les  quantités  pij^  où  i  et  j  sont  différents  de  i,  sont 
indépendantes  de  x^ .  Si  donc  elles  sont  nulles  pour  une 
valeur  particulière  x^  de  Xi,  elles  seront  nulles,  quel 
que  soit  x^  ;  on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  l'expression  (i)  soit   une  différentielle 
exacte,  il  faut  et  il  suffit  : 
1**  Que  l'on  ait  identiquement 

(M   —  =  —  j£l  —  ^  ...  ^EL  zzztPjL' 

dx^       dx\  '  dxi        dxi  '  *  '  dx^  ""  dxx  ' 

a**  Que  l'expression 

p^dx^-^..,-\-pndxn 

soit  une  différentielle  exacte  relativ^ement  àx2^Xi,  ..., 
Xnpour  Xi  =a:J. 

En  d'autres  termes,  les  relations  (2),  dans  lesquelles  i 
et  jf  sont  différents  de  i,  n'ont  besoin  d'être  satisfaites 
que  pour  Xi  =  a:J. 

Cette  remarque  m'a  permis  de  simplifier  un  certain 
nombre  de  théories  relatives  aux  dérivées  partielles;  je 
vais  montrer  comment  elle  conduit  de  la  façon  la  plus 
simple  à  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

<5)  ^  =/(^i,  a:j,  ...,ar,i,  t,  pi,  p^,  ...,/?«>, 

qui  est  le  type  auquel  on  peut  ramener  toutes  les  équa- 
tions du  premier  ordre.  Dans  cette  équation,  u  désigne 
une  fonction  inconnue  des  variables  X|,  x^y  . . .,  X;,,  t 

et  de  /;i  =  -y—  '  *  •  *'  P»  =  ^  ne  contenant  pas  u  expli- 
citement. 


(  "  ) 

Intégrer  Téquaiion  (i),  c'est  trouver  des  fonctions/;!, 
Pit  "-j  Pn  rendant  Texpression 

égale  à  une  diûérentielle  exacte  du  dont  F  intégrale  sera 
alors  la  fonction  inconnue  u.  D'après  notre  remarque,  il 
faudrait  que  Ton  eût 

{^\    ^  -  EL      ^  -  iL  <v?n  _  df 

^    '         de    "  €lXi'  dt     "  dXt'       ■***  dt     '^  dXn 

identiquement,  et  que,  pour  £  =:  £®,  on  eût 

T9 désignant  une  fonction  arbitraire  de  X|,  ...,Xa,  à 
laquelle  se  réduira  u  pour  t  =  t^. 
Les  équations  (6)  doivent  s'écrire 


(8)        I 


fàp^^àfà/df  df 

àpt        àf         df  df  àf 


Pil  désignant,  pour  abréger,  ^  •  Je  remplace  ces  équa- 
tions par  les  suivantes  : 


1  dp, 
dt 

_  àf 

àf 

àf 

àf 

(86w) 

àp\ 
dt 

.... 

dXi 

àf 
-^àp.P^^'^ 

àf 
àpi 

àf 
'"'àp.P^- 

n  faut  intégrer  le  système  (8),  de  telle  sorte  que,  pour 
t  =  «0^  on  ait 


et  alors  p, ,  p^,  . , .  seront  les  dérivées  de  la  fonction  u 


(  ^'^  ) 

satisfaisant  k  Téquation  (5).  Mais,  en  ÎJitégrant  le  sys- 
tème (8  4/5),  de  telle  sorte  que,  pour  i  =  i®,  on  ait 

dm 

les  fonctions  p  seront  aussi  les  dérivées  d'une  certaine 
fonction,  et  Ton  aura 

et,  par  suite,  les  équations  (8)  auront,  dans  ^hypothèse 
où  l'on  s'est  placé,  les  mêmes  solutions  que  (8  bis).  Ce 
sont  alors  les  équations  (8)  que  nous   allons  essayer 
d'intégrer. 
On  a 

dpi  =  ptidxi-hpiidart-h..  .-hpi„dxa-h  -^  d(y 
dpi  =  pfi  dxi  -f-  />si  dx-i  -+-...  +  /?2rt  dx,i  -+-  —  dty 


Tirons  -^'-^»  •••   des  équations  (8)  pour  les  porter 
dans  celles-ci,  elles  deviendront 

• • • 1 

et  si  Ton  établit  entre  les  x  et  les  p  les  relations  sui- 
vantes : 

^^^  dt    "       ùpC  '"'  dt  dp,,' 

il  faudra,  en  vertu  des  équations  précédentes,  que  Ton 
ail  aussi 


(a3) 
Intégrons  alors  les  équations  (9)  «t  (lo)  qui  sont  des 
équations  différentielles  ordinaires,  de  telle  sorte  que, 
pour  t  =  t*,  on  ait 

a^/  =  ^?,     />/  =  />?; 

n  des  intégrales  de  ces  équations  devront  être  des  con- 
séquences des  n  autres,  et  les  intégrales  pi,  p^^  . . .  des 
équations  (8)  s'obtiendront  en  écrivant  n  relations  ar- 
bitraires entre  pj,  pj,  . . . ,  xj,  xj,  .... 
Prenons,  pour  ces  relations  arbitraires, 

o(xJ,  ...,x")  désignant  une   fonction    arbitraire   de 
Xp  . . . ,  x^  ;  les  quantités  p  ainsi  déterminées  rendront 
Ipdx-hfdt  différentielle  exacte  d'une  fonction  u  qui, 
pour  t  =  «®,  se  réduira  à  ïïj(xi,  Xa,  . .  • ,  x^). 
En  effet,  soient 

p\=:^i(xu  ar,,  a:j,  ...,  ar„,  0»         />î  =  ^t»        Pn=^H, 

les  intégrales  de  (9),  (lo),  les  intégrales  de  (8)  seront 
les  résultantes  provenant  de  Téliniination  de  x^,  x^,  . . . 
entre 

SI  Ton  fait  t  =  i®,  ces  formules  devront  être  identique- 
ment satisfaites  pour  Xi  =  xj,  X2=  xj,  ...  5  ainsi  Ton  a 
les  identités 

Mais  les  x^  étant  arbitraires,  on  peut  les  remplacer  par 


les  a:,  et  l'on  a 


(  ^4  ) 


=  Oi(ari,...,  x«,  fo), 


Maïs  8|(xi,  . .  .,Xfl,  to)  cs^  J^  valeur  de;?i  pour  t  =  t^'^ 
donc,  pour  t  =  t^^p^yp2^  ...  se  réduisent  aux  dérivées 
de  ct(x«,  0:2}  . .  • ,  OTii),  et  u  à  la  fonction  gt,  si  Ton  veut. 

c.    Q.    F.    D. 


NOTE  SUR  LA  COURBURE  DES  SECTIONS  NORMALES 
DUNE  SURFACE; 

Pab    m.    GENTY. 


1.  Soient  Nia  normale  en  un  point  o  d'une  surface; 
Yi  et  Ya  les  centres  de  courbure  principaux  pour  ce 


point  :  on  demande  le  centre  de  courbure  de  la  section 
normale  qui  fait  un  angle  tf  avec  le  plan  de  la  section 
principale  dont  le  centre  de  courbure  est  yi  • 


{  »5) 

Soit  C  le  cercle  décrit  dans  le  plan  de  la  Ggure  sur 
YiYs  comme  diamètre.  Menons  par  le  point  y«  une  ligne 
faisant  avec  N  l'angle  ff  et  soit  m  le  point  où  elle  ren- 
contre de  nouveau  C  ;  soit  /x  le  second  point  de  rencontre 
avec  ce  cercle  de  la  ligne  om\  la  perpendiculaire  élevée 
sur  om  au  point  n  coupe  N  au  centre  de  courbure 
cherché. 

En  effet,  abaissons  du  point  m  une  perpendiculaire 
fnp  sur  N;  on  aura 

op.ol  =  om.on  =  Ri  Rs, 

Ri  etRa  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Donc 

JL  —    ^P 
ol  "  Ri  Ri  * 
Or  on  a 

op  =  OY«"+"T«/^  =  ^«"*"(^i —  Ri)5in*ç  =  Ri  sin*<p  -H  Rscos'cp. 
Donc,  enfin, 

Ô7^  "TÏT  "^     Ri    ' 
c'est  la  relation  d'Euler. 

2.  Désignons  par  f'  Tangle  0^1/2-  On  a 
tang<ptengcp  =  -i-  =  g- . 

Or  la  relation  qui  lie  les  angles  o  et  ^ '  correspondant 
à  deux  sections  normales  conjuguées  est 

Ri 
lang<ptang<p=—  g-. 

Si  donc  ni  est  le  point  du  cercle  C  symétrique  du  point  m 
par  rapport  à  N^  la  perpendiculaire  élevée  en  in!  sur  la 
droite  om!  coupe  M  au  centre  de  courbure  l  de  la  section 


(   a6  ) 
normale  conjuguée  de  celle  que  nous  avons  considérée  en 
premier  lieu.  On  obtient  plus  simplement  le  point  l  en 
élevant  au  point  m  une  perpendiculaire  sur  om.  Donc  : 

Les  perpendiculaires  élevées  aux  extrémités  d'une 
corde  du  cercle  C  passant  par  le  point  o  déterminent 
sur  N  les  centres  de  courbure  de  deux  sections  not^nales 
conjuguées. 

On  reconnaît  sans  difficulté  que  l'angle  con  est  com- 
plémentaire de  celui  des  deux  sections  normales  conju- 
guées qui  ont  leurs  centres  de  courbure  aux  points  /  et  /' 
respectivement. 

3.  Le  point  n  est  celui  que  M.  Mannheim  appelle  le 
point  représentatif  et  M.  Dewulf  le  centre  perspectif 
de  la  normalie  dont  la  directrice  est  une  courbe  tracée 
sur  la  surface  à  partir  du  point  o  et  qui  est  tangente  à 
la  section  normale  dont  le  centre  de  courbure  est  en  /. 
Le  point  central  de  cette  normalie  est  le  pied  c  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  n  sur  N  et  le  plan 
central  de  cette  normalie  fait  avec  le  plan  de  la  section 
principale  dont  le  centre  de  courbure  est  yi  un  angle 

égal  à  Tiyi  Y2,  c'est-à-dire  à  <p'.  En  tenant  compte  du  sens 
dans  lequel  doit  être  mesuré  cet  angle,  on  retrouve  im- 
médiatement ce  théorème  de  M.  Mannheim  : 

La  tangente  en  un  point  o  de  la  directrice  d' une 
normalie  à  une  surface  et  la  trace  du  plan  central  de 
cette  normalie  sur  le  plan  tangent  en  o  à  la  sujface 
sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  de  la 
surface  au  point  o. 

4.  La  construction  du  n°  1  conduit  à  une  démonstra- 
tion très  simple  d'un  théorème  donné  comme  composition 


(  27) 
en  novembre  i885  aux  examens  de  licence  de  la  Faculté 
de  Grenoble  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Soit  S  le  lieu  des  centres  de  courbure  des  sections 
faites  dans  une  surface  par  des  plans  passant  par  Vun 
de  ses  points  o  ;  la  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  la  surface  S,  o  étant  le  pôle  de  la  trans- 
formation et  R|  R2  son  module,  est  un  cylindroïde  lieu 
des  perpendiculaires  communes  à  la  normale  en  o  et 
aux  normales  infiniment  voisines. 

G>nsidérons,  en  eflet,  les  sections  passant  par  une 
tangente  ot  de  la  surface  donnée  qui  fait  l'angle  <p  avec 
la  trace  de  la  section  principale  dont  le  centre  de  cour- 
bure est  Yi .  Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  sec- 
tions est  un  cercle  L,  ayant  ol  pour  diamètre  et  situé 
dans  le  plan  normal  perpendiculaire  à  ot. 

Si  nous  rabattons  ce  cercle  sur  le  plan  de  la  figure  en 

le  faisant  tourner  autour  deJN,  il  se  confondra  avec  le 

cercle  construit  sur  ol  comme  diamètre  et  passera  par  le 

point  n. 

Mais  on  a 

cm. on  =  Hi  Rj  y 

donc  la  droite  L«  transformée  de  ce  cercle  dans  l'inver- 
sion définie  par  l'énoncé  est  rabattue  sur  la  droite  np. 

Or  le  point  p  est  précisément  le  point  central  de  la 
normalie  dont  le  plan  central  est  le  plan  du  cercle  L^ 
donc  la  droite  L|  est  perpendiculaire  à  la  normale  K  au 
point  central  de  cette  normalie  ;  elle  est  par  suite  une 
perpendiculaire  commune  à  la  normale  N  et  à  une  nor- 
male infiniment  voisine  de  la  surface  donnée. 

D'ailleurs  les  droites  K  sont  les  génératrices  d'un 
cylindroïde  P;  donc  le  lieu  des  droites  L|  est  aussi  un 
cylindroïde,  qu'on  obtient  en  faisant  tourner  P  de  90** 
autour  de  sou  axe  ^i . 


(^8) 

S.  Nous  remarquerons  enfin  que  le  théorème  du  n^  S 
conduit  à  des  constructions  très  simples,  toutes  les  fois 
qu'il  y  a  lieu  d'appliquer  en  Géométrie  descriptive  le 
théorème  des  tangentes  conjuguées,  par  exemple  lors- 
qu'on cherche  la  tangente  à  la  courbe  d'ombre  d'une 
surface. 

On  en  déduit  aussi  sans  difficulté  la  construction  sui- 
vante pour  la  détermination  des  axes  d'une  ellipse  dont 
on  donne  deux  diamètres  conjugués  OA  et  OB. 

Par  les  points  O  et  A  faisons  passer  un  cercle  (S)  de 
rayon  quelconque;  du  point  O  comme  centre  avecOB 
pour  rayon,  décrivons  un  cercle  qui  rencontre  (S)  aux 
points  B|  et  B',  ;  menons  la  droite  B|B'^  qui  coupe  OA 


au  point  D.  Élevons  en  O  une  perpendiculaire  sur  OB 
et  du  point  D  abaissons  sur  cette  droite  une  perpendi- 
culaire DE.  Enfin,  du  point  milieu  C  de  la  droite  DA, 
avec  un  rayon  égal  à  CE,  décrivons  une  circonférence 
qui  rencontre  OA  aux  points  yi  et  yj.  Les  axes  cherchés 
sont  parallèles  aux  droites  Eyi  et  Eya  respectivement, 
et,  si  a  et  6  sont  les  demi-axes,  on  a 

a  =  v^OA.Oyi  ,         b  =  /OA.O-ri. 


(  »9) 
Pour  obtenir  sur  la  figure  ics  longueurs  a  et  b,  me- 
nons par  les  points  y^  et  ys  des  parallèles  à  B|  6^,  qui 
rencontrent  le  cercle  (S)  aux  points  F  et  G  respective- 
ment \  on  a 

a  =  OF,        6  =  OG. 


SIR  OUELQIES  FRACTIONS  CONTMIIKS; 
Par  m.  E.  CESARO. 


Parmi  les  Unsolved  Questions  de  M.  Sylvester,  pu- 
bliées en  appendice  par  YEducational  Times,  nous 
allons  considérer  celle  qui  porte  le  n®  2906.  Il  s'agit  de 
cbercher  la  valeur  de  la  fraction  continue 

Les  termes  an  et  bn  de  la  n}''^^  réduite  satisfont  à 
l'équation 

avec  la  condition  initiale  C|  =  i ,  et  l'on  aura 

Cn  =  «/»     ou      bn, 

suivant  que  Co==  i  ou  o. 

Cela  étant,  considérons  la  fonction 

(a)  j^  =  C|a:-+--Jcia-*-+-lcaa?»-h  J  c^ar*-»- 

Elle  obéit,  en  vertu  de  (i),  à  l'équation  différentielle 

(i  — x*)y  =^ -h  c, -h  Coar ; 

d'où  l'on  déduit  aisément,  par  les  méthodes  habituelles, 

(3)    y  =  (c,-Co)  (yj^^  -  I  j  4-  co  y\^  arc  sinor. 


(3o) 
Or,  si  Ton  pose 

(^>  •^<''>=  i.3.5...{sà/i-.)' 

on  sait  que 


/i  -H  a;  a;»-Ha:*       x*-4-iP*       jr«  +  a:'' 

t/  =  I  +  XH 7-— 1 ..     .       -t 77ÔT-  -+--.., 

V/t?^  arc  sinx  =  :r  +  (|  +  Ç)  /(,)  +  (f  "^  Ç)  /(*) 

-(Ï-?)/(3)— ■ 

Par  subslitution  dans  (3)  et  comparaison  avec  (a),  on 
trouve 


En  conséquence,  si   l'on   fait  successivement   Cq  =  i  ^ 
Co^  0,  0*1  obtient 


4ÏÏ 


d'où  Ton  déduit  que  la  /i*^"**  réduite  de  la  fraction  con- 
sidérée est 


i^J 


"•=>[?] 


D'autre  part,  on  sait  que  l'expression  (4)  se  réduit, 
pour  n  très  grand,  à  yfizny  abstraction  faîte  d'un  facteur 
variable,  qui  tend  vers  l'unité.  On  a  donc,  sensible- 
ment, 

X/i  =  -     -    7         don         X  =  - . 

Si  Ton  fait  usage  de  la  formule  de  Stirling,  on  trouve 


(3.  ) 
puis  la  formule  (5)  devient 

,,,    .,=  |.(-„.JL[,.<=^-,-L^...]. 

On  peut  en  déduire  un  développement  analogue  pour  lo 
„ièiiic  quotient  complet  Q».  On  a,  en  effet, 

et,  par  suite,  en  vertu  de  (  6), 

On  voit  que,  pour  n  indéfiniment  croissant,  la  frac- 
lion  continue 


^«=(^'  ir^i'  Tri 


tend  vers  l'unité.  On  résout  ainsi  la  Question  2997  de 
XEducational  Times, 
En  partant  de  Tidentité 

X  =  X,+  (X,-X,)-f-(X,-X,)^(X,-X,)-+-..., 

on  trouve  la  formule 

Si  Ton  observe  que  la  somme  des  n  premiers  termes  du 
second  membre  est  Xj,,.!,  on  reconnaît  que  l'erreur 
commise  en  s' arrêtant  au  /i**"®  terme  est  sensiblement 

—-)  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n.  On  peut  donc 

affirmer  que  la  série  obtenue  est  fort  peu  convergente. 

Il  est  possible  d'évaluer,  plus  généralement,  la  frac- 
tion 


{3a) 
sans  passer  par  ie  calcul  des  réduites  successives.  Re- 
marquons d'abord  que  les  termes  de  la  n**"*  réduite 
satisfont  h  l'équation 

(l  —  X^)y  =  JJIJ  -4-  C,  -f-  CoXf 

la  fonction  jr  étant  toujours  déGnie  par  l'égalité  (2),  où 
Cn  représente  indifféremment  an  ou  i^.  Si  Ton  pose 

on  trouve  sans  peine 


dx 

—  > 

X 


et  Ton  en  déduit 


(7)  { 


n  =  «D 


2:¥=j[(iiî)'-] 


Ces  fonctions  deviennent  infinies  pour  j:  =  i .  La  limite 
de  leur  rapport,  pour  x  =  i ,  ne  diffère  donc  pas  de  la 

limite  de  -A^  pour  n  infini.  Conséquemment 


dx 


Sous  d'autres  formes, 

2F 
X(fjL)  =  a|x  /     (tang 37)^*^*^0: 

/Il  I  \ 

^\\X.  |J.-i-2  JX-i-4  / 

Quant  aux  réduites,  on  calcule  d'abord  hn  au  moyen 


(  33) 
(le  (7);  puis,  sî  Ton  pose 

on  a 

J  (a?,  (x)  =  eiiF  -i-  i  e,a?*-4- 1  eja:»-»-  \  64a?* -H  . . ., 

et,  par  suite, 

^     \i/i — I         a/i— a        3    /i— 3  n  —  i    1/ 

Prenons,  comme  exemple,  le  cas  de  }jlJ=  a.  On  a 

iog4=(i,f, M, !,...). 

Les  termes  de  la  /i*^"**  réduite  sont 

En  conséquence, 

"— JHW-»[ï]i-^"- 

pourvu  que  Ton  représente  par  Ii(n)  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  série  harmonique.  On  en  déduit, 
en  vertu  de  formules  connues, 

X„=  log4 -H  (- 1)« /-^  -  7^  + -i-T  — . . .  V 
puis,  pour  exprimer  le  /z*^"®  quotient  complet, 
Q«=,+  i.4.-L- J^+.,.. 

On  voit  que  la  fraction  dont  il  s'agit  est  plus  conver- 
gente que  celle  de  M.  Sylvesler. 

Plus  généralement   encore,  considérons  la   fraction 
Ann.  de  Mathémat.,  5"  série,  t.  VI.  (Janvier  1887.)  3 


(34) 
continue 

\         1  -r-  V        2-h  V       i-4-V       4-1-V  / 

En  opérant  comme  plus  haut,  on  trouve 

_  V-  PL 

^    /H-v    ~~\i~a7/    J^     \i-+-jr/     I  —  ar«* 


La  valeur  de  X  (  [x,  v)  est  donc  égale  au  rapport  des  inté- 
grales 


1^ 
I  —  x\^  x^ dx 


Par  exemple,  si  Ton  pose 


Sv^        • 


I  -  -  V        2  -^-  V        3  -7-  V        4  -t-  V    ■  *  ■  "  ' 

on  a 

^  ,  Sv  I         I  3 

X(2,  V)  -   -.--   ---   =2 h  -r 7  -f-.... 

En  particulier,  lorsque  v  est  un  nombre  entier  n  —  i,  la 
dernière  formule  donne  l'expression  du  /i^""*^  quotient 
complet  de  la  fraction  (i,  f ,  |,  |,  . .  .)^  considérée  plus 
haut.  Soit  encore  v  =  ^  :  on  trouve 

^^         /     4     4     4     4         \. 

11-^-2        \      I      3     .')     7  / 

etc.,  etc. 

C'est  par  des  procédés  semblables  que  Ton  parvient 


(  35  ) 
à  calculer  la  fraclîon 


Y(|x,v)=i 


•Jt  -4- V 


IH-.. 

On  obtient  d'abord 


et  l'on  en  déduit 

/    x'^     (i  —  x)\i'-i e\^  dx 
Y(ix,v)=  :i-- _. 

/    x^-*-i  (i  —  x)[»--^  eV'^  dx 
Exemples  : 


e  —  I  =  I  -h 


IH- 


1 


I  -+-. 


d'où 


1  I 

=  I  H 


e  —  'i 

9. 


3H-_1. 


5-1-. 


(36) 


t 

IH-  5_ 


d'où 


4  ^ 


..-5 

2  H Z. 


3+— « 


4-        ' 


5-h. 


Des  fractions    analogues  ont  été  étudiées  par  Amo- 
relti,  Wronskî,  Legendre,  etc. 


SUR  UNE  DISTRIBUTION  DE  ZÉROS; 

Par  m.  E.  CESARO. 


Soient  c,,  C2,  C3,  . .  .,  €„  les  zéros  de  la  fonction  u, 
arbitrairement  distribués  dans  le  plan.  Nous  voulons 
étudier  la  distribution  des  zéros  de  u!^ —  mu".  Si  les  zéros 
de  u  sont  simples,  il  est  clair  qu'il  n'y  en  a  pas  qui  ap- 
partiennent à  ïi'2  —  uu'\  et,  par  suite,  l'équation  à  ré- 
soudre prend  la  forme 


(0 


Cela  étant,  posons 
X  vX  y  sont  les  coordonnées  d'un  zéro  quelconque    Q 


(37) 
de  vl^ — «m".  L'équation  (i)  se  dédouble  eu 


2^^^' =2- 


r  =  l 


(3)  .(x-a.K^-M^„^ 


Sr  étant  la  distance  Qcr.  Si  Ton  charge  les  zéros  de  u  en 
raison  inverse  de  la  quatrième  puissance  de  leurs  dis- 
tances à  Q,  Téquation  (3)  montre  que  les  parallèles  aux 
axes,  menées  par  Q,  forment  un  couple  d'axes  d'inertie, 
prmcipaux  pour  ce  point.  Mais,  d'autre  part,  d'après 
Téquation  (2),  les  moments  d'inertie,  relatifs  à  ces  axes, 
sont  égaux  entre  eux.  Il  en  résulte  que  toute  droite 
passant  par  Q  est  un  axe  principal  pour  ce  point.  Autre- 
ment dit  :  le  moment  d'inertie  d'un  système  de  musses, 
appliquées  aux  zéros  de  u  av^ec  une  intensité  inverse- 
ment proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  de  leurs 
distances  à  un  zéro  de  u^  —  ixa",  a  une  valeur  constante 
relatii^ement  à  tout  axe  passant  par  ce  point.  Il  est 
évident,  d'ailleurs,  que  cette  valeur  constante  n'est 
autre  que  la  demi-somme  des  inverses  des  carrés  des 
distances  de  Q  aux  zéros  de  u.  Si  Ton  représente  par  p 
le  rayon  de  giration,  on  a  donc 


(4)  2p«='^ 


III  1 


Si  les  zéros  de  u  sont  alignés  sur  une  droite  D,  celle- 
ci  contient  nécessairement  le  barycentre  G  du  système 
de  masses  :  elle  est,  en  outre,  pour  ce  point,  un  axe 
principal,  par  rapport  auquel  le  moment  d'inertie  est 
nul.  On  sait  que  l'autre  axe,  perpendiculaire  à  D,  doit 
passer  par  Q,  et  le  rayon  de  giration  correspondant, 


(38) 
représente  par  la  distance  QG,  est,  d'autre  part,  égal 
à  p,  comme  pour  tout  axe  issu  de  Q.  Conséquemment, 
si  y  aux  zéros  de  a,  alignés  sur  une  droite  D,  on  ap- 
plique des  niasses  inversement  proportionnelles  aux 
quatrièmes  puissances  de  leurs  distances  à  un  zéro  Q, 
de  m'* —  uu'\  le  barjcentre  du  système  nest  autre  que 
la  projection  de  Q  sur  D.  Eu  outre,  la  distance  de  Q 
à  D  représente  le  rajon  de  giration  du  système,  rela- 
tivement à  tout  axe  passant  par  Q.  La  théorie  des 
moments  d'inertie  permet  enGn  d'ajouter  que,  plus  gé- 
néralement, le  rayon  de  giration  du  système  de  masses^ 
relativement  à  une  droite  quelconque  du  plan,  est  la 
distance  de  G  à  la  projection  de  Q  sur  la  droite  consi- 
dérée. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  les  zéros  de 
u'* —  Mz/  sont  toujours  situés  en  dehors  de  la  droite  D  \ 
car  le  rayon  de  giration  p  ne  saurait  être  nui.  En  outre, 
il  est  clair  que  le  symétrique  Q'  de  Q,  par  rapport  à  D, 
satisfait  aux  mêmes  conditions  que  Q,  puisque  le 
système  de  masses,  relatif  à  Q',  est  identique  avec  celui 
qui  se  rapporte  à  Q.  Les  in  —  a  zéros  de  U^  —  mu"  sont 
donc  symétriquement  distribués  de  part  et  d^ autre  de 
la  droite  D.  Remarquons  enfin  que  le  maximum  de 
l'expression  (4)  ^  Xigm  lorsque  les  quantités  8  sont  toutes 
égales  à  leur  maximum  d  ;  d'où  il  suit  que  Ton  a 
a  p^  <^  rf*.  On  déduit  de  là  que  la  distance  p  est  certaine- 
ment inférieure  à  l'intervalle  qui  sépare  les  zéros 
extrêmes.  Lorsque  /i  =  a,  on  a 

et  les  zéros  des  deux  fonctions  sont  les  sommets  d'un 
carré.  En  particulier,  si  l'on  applique  ce  qui  précède  au 
cas  où  l'équation  u=  o  n'a  que  des  racines  réelles,  on 
voit  que  les  racines  de  u'^  —  u\i^  •=•  o  sont  imaginaires. 
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et  que,  dans  chacune  d'elles,  le  coefficient  de  i  est,  en 
valear  absolue,  inférieur  à  l'excès  de  la  plus  grande  sur 
la  plus  petite  des  racines  de  u. 
Considérons,  plus  généralement,  l'équation 

K  étant  Taffixe  d'un  point  quelconque  du  plan.  Soit 
K  =  Re'*'.  Si  l'on  pose 


^-2*    Si.    ' 


r=zt 


^  =  2- §* ' 

r  =  l 

l'équation  proposée  se  dédouble  en 

d'où 

Cette  relation  montre  que  la  parallèle  à  OK,  passant 
par  Q,  ej^,  pour  ce  point,  un  axe  principal  d 'inertie. 
Supposons,  maintenant,  que  les  zéros  de  u  soient  sur 
une  droite  D,  parallèle  ou  perpendiculaire  à  OK.  D'après 
ce  que  l'on  vient  de  dire,  les  axes  principaux,  de  centre  Q, 
sont  parallèles  à  D  et  à  ses  perpendiculaires,  c'est- 
à-dire  aux  axes  principaux  de  centre  G.  Or  on  sait  que 
cela  ne  peut  arriver,  à  moins  que  Q  ne  se  trouve  sur  un 
de  ces  derniers  axes.  Donc,  comme  précédemment,  le 
barycentre  du  système  de  niasses  est  la  projection 
de  Q  sur  D,  pourvu,  nous  le  répétons,  que  le  point  K 
se  trouve  sur  la  parallèle  ou  sur  la  perpendiculaire  à  D, 
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issues  de  rorigine.  Mais  le  zéro  Q  ne  coïncide  plus, 
comme  dans  le  cas  précédent,  avec  un  des  points  P,  P, 
pour  lesquels  Tellipse  d'inertie  se  réduit  à  un  cercle.  H 
y  a,  cependant,  une  liaison  remarquable  entre  tous  ces 
points.  Observons  d'abord  que,  si  Ton  décrit  la  circon- 
férence sur  le  diamètre  QP,  les  axes  principaux,  de 
centre  Q,  passent  par  les  extrémités  du  diamètre  qui 
contient  G.  D'après  cette  construction,  si  l'on  observe 
que  G  est  le  milieu  de  PP',  on  démontre  sans  peine  que 
les  axes  principaux  d'inertie,  relatifs  au  point  Q,  sont 
les  tangentes  communes  à  deux  paraboles  ayant  pour 
foyers  P,  P,  et  pour  directrices  QP',  QP,  respectii^e- 
ment. 

Voici  comment  nous  avons  été  conduit  à  nous  occuper 
de  ces  questions.  On  sait  que  M.  d'Ocagne  a  étudié  l'é- 
quation symbolique 

(5)  mV  —  (  M —1^)^=0, 

où 

i  d^W 
^'^^  r  "5^  ' 

en  démontrant  que,  si  v  est  pair,  l'équation  dont  il 
s'agit  n'a  que  des  racines  imaginaires,  lorsque  l'équation 
u  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et  simples.  Il  est  pos- 
sible de  ramener  cette  proposition  à  un  degré  extrême 
d'évidence,  grâce  à  une  remarquable  formule,  qui  permet 
d'exprimer  la  v**^'"®  dérivée  de  logu,  moyennant  les  v^'™**' 
dérivées  des  puissances  successives  de  m.  Cette  formule  est 

r  =  v 

dz^      ""  ^         rW  dz-*  ' 

u  représente  une  fonction  quelconque  de  z.  L'équa- 
tion (5)  devient  donc 

tt*  loff  u 


(4.  ) 
OU  bien,  dans  le  cas  actuel, 

(6)        r    î  I  1     1  __ 

Lorsque  les  nombres  c  sont  réels,  il  est  évidemment 
impossible  de  satisfaire  k  cette  équation  avec  des  valeurs 
réelles  de  z,  si  v  est  pair. 

Supposons,  plus  généralement,  que  les  zéros  c  soient 
situés  sur  une  droite  D  et,  pour  abréger,  désignons 
par  Uv  le  premier  membre  de  (  6  ) .  Soient  0;.  Tangle  de  Q  Cr 
avec  D,  et  S^  la  distance  Qc^.  On  ramène  aisément  Té- 
quation  (6)  au  couple  d'égalités 

Y^  cosv6r  v^  sinv6r 

Remarquons  que  le  symétrique  de  Q,  par  rapport  à  D, 
remplit  les  dernières  conditions  aussi  bien  que  Q.  Le 
système  des  zéros  de  Uy  admet  donc  la  droite  D  pour 
axe  de  symétrie,  La  seconde  égalité  ne  s'oppose  pas  à 
ce  que  tous  les  angles  Q  soient  nuls  -,  mais  la  première 
devient 

'  î  I  1         __ 

^"^    (X-Xo^"^(X--X,)v-^(X_X3)v'"-^(X-X„)v-''' 

ÀrCt  X  étant  les  abscisses,  sur  D,  des  points  Cr  et  Q,  par 
rapport  à  une  origine  arbitraire.  Si  v  est  pair,  il  est  im- 
possible de  satisfaire  à  (7),  et,  par  suite,  les  zéros  de  Uy 
ne  sont  pas  situés  sur  D.  On  peut  ajouter  qu'il  y   a 

[n  —  i)-de  ces  zéros  situés  du  même  côté  de  D,  et  que 

les  autres  sont  les  symétriques  des  premiers,  par  rapport 
à  cette  droite.  Le  cas  de  v  =  2  est  celui  que  nous  avons 
étudié  au  commencement  de  cette  Note.  Supposons , 
maintenant,  que  v  soit  impair.  On  sait  démontrer  qu'il 
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y  a  /i —  I  valeurs  réelles  de  \  vérifianl  (7),  et  que  cha- 
cune d'elles  est  isolée  entre  deux  termes  consécutifs  de 
la  série  X|,  ^2?  •  •  •  ?  ^/i«  Donc,  si  la  Jonction  u  a  ses  n 
zéros  sur  une  droite  D,  /i  —  1  zéros  de  Uv  se  succèdent 
sur  la  même  droite,  suivant  la  loi  de  Rolle^  si  v  est 

impair.  Les  autres  zéros  constituent  {n  —  i) cou- 
ples de  points  symétriques  par  rapport  à  D.  Le  cas  de 
V  =  1  est  fort  connu;  car  D|=  m'.  Pourv  =  3,  etD  coïn- 
cidant avec  O^,  on  voit  que,  si  l'équation  u  :=  o  a  ses  n 
racines  réelles,  l'équation  21/'  —  3  mi/ î/  -hu^u^^=  o  a 
n  —  I  racines  réelles  et  /i  —  i  couples  de  racines  imagi- 
naires, etc. 

Reprenons  Téquation  (7)  en  y  supposant  toujours  v 
impair,  et  tâchons  de  limiter  la  racine  réelle  de  Uv, 
comprise  entre  V  et  'kr+i .  On  trouve  aisément,  par  un 
moyen  connu, 

d'où,  après  avoir  remplacé  r  par  sa  plus  grande  valeur 
n —  I, 

(8)       x,+ An^<x<x^,--ir±i^^- 


J 

{n  —  iy  .     n-(n  — i)^ 


A  plus  forte  raison 

<X<X,H-i  — 


XrH-l  —  '^f    ^  ^    ^  ^  ^r  M  —  ^r 


Donc,  si  l'on  partage  en  n  segments  égaux  l'inter- 
valle compris  entre  deux  racines  consécuti\^es  deu^  on 
peut  affirmer  que  Uv  ne  s'annule  pas  dans  les  segments 
extrêmes.  Du  reste,  si  v  >  i ,  on  peut  déduire  des  iné- 
galités (8)  des  limitations  plus  approchées.  Par  exemple, 
51  Von  partage  en  n  segments  égaux  l'intervalle  com- 
pris entre  deux  racines  consécutives  de  u,  la  fonction  Uy 
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ne  peut  s' annuler  que  dans  les  n  —  us  segments  moyens, 

dès  que  n  cesse  d'être  inférieur  à  -  (3  4-  ^4^"— T). 

Ainsi,  1  équation  w  =  o,  de  degré  /i>  45,  n'ayant  que 
des  racines  réelles  et  simples,  si  l'on  partage  en  n  seg- 
ments égaux  Tintervalle  compris  entre  deux  racines  con- 
séculi?es  quelconques,  la  racine  réelle  de  Uy  (v  im^ 
pair),  qui  se  trouve  dans  l'intervalle  considéré,  est 
nécessairement  contenue  par  les  n  —  20  segments  du 
milieu.  Cette  limitation  peut  être  précisée  davantage  à 
mesure  que  v  croît.  C'est  ainsi  que,  dans  le  dernier 
énoncé,  on  peut  remplacer  n  —  20  par  n  —  44  dès  que  v 
surpasse  43.  Remarquons,  pour  finir,  que,  lorsque  v 
croit  indéfiniment,  les  zéros  de  Uy,  situés  dans  les  in- 
tervalles compris  entre  les  zéros  successifs  de  u,  ten- 
dent vers  les  points  milieux  de  ces  inter\f ailes , 


KXEIPLES  DE  FOXCTIOXS  A  ESPACES  LACUNAIRES; 

Par  m.  F.  GOMES  TEIXEIRA, 
Professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Porto. 


Le  but  de  cette  Note  est  de  donner  quelques  exemples 
très  simples  de  fonctions  à  espaces  lacunaires. 

Considérons  premièrement  la  fonction  y*(z)  définie 
par  la  série 

?[z) î 1_  (^  __  a—  I  )     ; ^- — -  -h î — -  H » 

où  F(«)  représente  une  fonction  continue  sur  tout  le 
plan.  Si  le  module  de  z —  a  est  plus  grand  que  Tunité, 
nous  avons 
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si  le  module  de  z  —  a  est  plus  petit  que  l'unité,  nous 
avons 

/(^)=oo. 

Donc  la  série  précédente  représente  une  fonction  con- 
tinue sur  tout  le  plan,  admettant  comme  espace  lacu> 
naire  le  cercle  dont  le  centre  est  le  point  d'afBxe  a  et 
dont  le  rayon  est  égal  à  Tunité. 
De  la  même  manière,  la  somme 

/(;:)=  Ui+U,4-...-+-U«, 
où 


U«=F;,(;^) 


z  —  an 


(z-anY 


et  F|  (z),  Fa  (z),  ...  représentent  des  fonctions  con- 
tinues, est  égale  à 

FiU)-HF,(z)-f-...-hF„(^) 

si  les  modules  de  z —  a<,  z  —  a^,  . . .,  z — an  sont  plus 
grands  que  l'unité  ;  et  est  égale  à  rinfini  si  quelqu'un 
de  ces  modules  est  plus  petit  que  Tunité.  Donc 
f{z)  est  une  fonction  continue  sur  tout  le  plan,  admet- 
tant comme  espaces  lacunaires  les  cercles  dont  les  cen- 
tres sont  les  points  d'afûxes  ai ,  aa,  ...  «  a/,,  et  dont  les 
rayons  sont  égaux  à  l'unité.  En  disposant  convenable- 
ment les  centres  des  cercles,  on  peut  former  les  espaces 
lacunaires  les  plus  variés. 
Si  n=  00  et  si  la  série 

Ui-+-U,-i-...-hU„-f-... 

est  convergente,  on  obtient  une  fonction  avec  un  nombre 
infini  d'espaces  lacunaires. 
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SUR  niïTÉGRALE  f^^ 


dz 


-  4!»)«  ' 


Par  m.  BALITRAND, 

Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Ntmes. 


M.  Victor  de  Strékalof  a  donné  (3«  série,  t.  V,  p.  533) 
une  méthode  qui  permet  de  trouver  simplement  et  briève- 

—-  Nous  nous  proposons,  dans 

cette  petite  Note,  d'appliquer  ce  procédé  à  la  recherche 

de Imtégrale  plus  générale  / j— ••  Nous  adopterons 

les  notations  de  M.  Victor  de  Strékalof  et  nous  poserons 
avec  lui 

z  =  tangcp)         d'où        dz  — 


cos*  o 
On  a 

/(Tïriyi  =y(cos«o)«t/(tang<p) 

=  tangcp  cos'««p  —   /  tangçp  rf(cos''»cp). 

Nous  sommes  donc  ramené  à  la  recherche  de  Tinté- 
grale  Mangç  rf(cos^'*(p).  Calculons  la  difrérentielle  de 

ces*'*©  : 

rf(cos"»cp)=— 2/icos"'-*«p  sincp  d^ 

= —  2/1  cos''*-*(p  cos?p  tango  d^\ 
donc 

/  tango  rf(cos"»o)  =  —  2/1  /  tang*©  cos"»o  rfo. 
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ce  qui  peut  s'écrire 

—  an  /(i  -h  tang*<p  —  i)cos«n<p  rf<p 

=  — 2/1    /  COS't^-l^O  rf^-+- 2/1    /  cos*'»<p<f9. 

On  voit  donc  que  Ton  obtient  Tégalilé 
/  cos"'»<p  û?(tangcp) 
=   /  cos*^"-*^©  <f© 

=  tangçcos«»cp-+-  2/i  /  cos^^^-^^tp  rf<p—  2/1  /cos*«o  rfo 
OU  bien 

1/  cos^^cp  rf©  =  —  tang(p  cos*"cp 
'        """I/t-i 

Cette    égalité   ramène    la    recherche    de    l'intégrale 
/cos^'îçrfcp  à  ceilede  Tintégrale  fcos^^'^-^^tfdo.  Dans 
régalité  (i),  donnons  à  «les  valeurs  successives 

/i,     /i  — I,     n  —  2y     ...,     2,     i; 
nous  obtenons 

/cos*»©rf'f  =  —  tangçpcos^^^p-h  ^^"~'   /  cos*(«-i^{prfQ>, 

ycos«-«)o  rfcp  =  -^-I— ^  tangcp  cos«(-«)<p  -^  ^;zlycos»(-»)©rfp, 

' »...., 

/  cos^^^-P+ï^cp  rf(p  =  — — — ■  tangtp  cos«t'»-P+»î © 

2/1  — 2P -4-1/" 

' ''î 

/  fos-©  do  =  •■'  tang(p  cos*©  h —  ©. 
,  /  2  2 
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De  cette  sërie  d'égalités,  on  déduit  facilement 


j  cos'^^^dff 


=  —  tanffocos'»©  H :  tanecp  cos*^*-*^© 

a/i       ^^  ^       2(/i  — i)      an  °^  ^ 

I         (an  —  i)(an  —  3)^  ..     .» 


tangcp  cos*<'»-/»-^'*^çp- 


2(n  — a)      an.a(n  —  i) 

I         (an  — i)(an  —  3).. .(an  —  a/>-hi) 

a(A--^)      2n.a(n--j).  ..a(n — p-hi) 

i  (an  —  i)(an  —  3)...3.i 

il ^ tans;©  cos"® 

2       an.a(n  — i). .  .4.a  ^  * 

I  (an  — i)(an  — ^)...3.i 

-  -  ^ ^^ o-h  consi. 

i       an.a(n  —  i)...4.a       * 

On  trouve  finalement^  en  remplaçant  cos^cpet  tangcp  par 
leurs  valeurs, 


I               Z 

I          an  — I            z 

-h... 
t) 

;; 
^«)'»- 

I 

(an- 

(n  — I)       an      (i-i-^«)«-* 
-  i)( 2  n  —  3) . . .  (a  n  —  2 /)  -«- 

2(n-/? 
1  (an  — 

)        2n.2(n  — i). ..  2(^n  — /? -hi; 
-!)(an  — 3)...3.i       z 

st. 

-/>+! 

a      an. 

I  (an- 

a(n  —  1 
-i)(an 

-3)... 3.1 

a      an. 

.2(n- 

i)...4.a                  ^'' 
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Exercices  élémeiïtaires  de  Géométrie  analytique  a 
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de  rÉcole  Polytechnique,  licencié  es  Sciences,  pro- 
fesseur de  Mathématiques  spéciales  à  TÉcole  prépa- 
ratoire de  Sainte-Barbe. 
Première  Partie  ;  Géométrie  à  deux  dimensions. 
I  vol.  in-8°  de  viii-3i9  pages,  avec  figures  dans  le 
texte.   Paris,  Gauthier- Villars,  1887.  Prix  :  8*^^. 

L'écueil  où  viennent  échouer  nombre  de  candidats  aux 
examens  qui  portent  sur  les  Mathématiques,  c'eslXe  problème! 
Un  élève  studieux  arrive  toujours  à  se  tirer  de  la  question  de 
Cours,  Il  la  comprend  plus  ou  moins  bien,  et  Texpose  de  même, 
mais  enfin,  s'il  a  travaillé,  il  ne  risque  pas  de  rester  tout  à  fait 
coi.  Pour  \t  problème  y  c'est  autre  chose.  Si  Télève  ne  s*y  est 
pas  exercé  beaucoup  et  avec  effort,  s*il  n'est  pas  en  possession 
d'une  bonne  méthode,  il  court  le  risque  de  se  troubler  lors- 
qu'il subit  les  épreuves  d'entrée  à  nos  Écoles,  et  de  ne  pouvoir 
même  indiquer  le  commencement  de  la  marche  à  suivre.  Une 
bonne  préparation  doit  donc  accorder  une  place  importante 
aux  exercices. 

Pour  répondre  à  ce  besoin,  M.  Rémond  vient  de  publier  un 
Livre  qui,  scion  nous,  est  appelé  à  rendre  de  grands  services. 
Disons-le  tout  de  suite  :  ce  Livre  ne  fait  pas  double  emploi 
avec  la  publication  similaire  de  M.  Kœhler,  que  nous  signalions 
ici  même,  il  y  a  quelque  temps  (*).  Les  deux  Ouvrages  sont, 
par  essence,  tout  à  fait  différents.  Celui  de  M.  Kœhler  s'adresse 
aux  étudiants  qui,  soit  pour  préparer  l'Agrégation  et  faire  du 
professorat,  soit  pour  se  livrer  à  des  recherches  originales,  ne 
veulent  point  se  confiner  dans  les  limites  assignées  par  les  pro- 
grammes officiels  et  s'assimilent  la  Science  pour  elle-même. 
Le  Livre  de  M.  Rémond  a  un  autre  but  plus  immédiat,  la  pré- 
paration aux  examens.  Il  complète  le  Cours  de  Mathématiques 
spéciales,  et  sert,  pour  ainsi  dire,  d'introduction  au  travail  de 
M.  Kœhler. 

L'Auteur  ne  cherche  pas  à  présenter  des  problèmes  plus  ou 
moins  élégants,  se  prêtant  à  des  solutions  plus  ou  moins  ingé- 
nieuses; il  s'attache,  avant  tout,  à  former  V esprit  de  rélève, 
en  développant  les  méthodes  générales  propres  à  le  mener  le 
plus  sûrement  au  but. 

(')  A'OMi'.  Ann.,  3"  série,  t.  \,  p.  53;  1886. 
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M.  Rémond,  qui  a  puisé  la  plupart  de  ses  exemples  dans  les 
compositions  mêmes  d'entrée  aux  diverses  Écoles,  passe  en 
revue  les  difficultés  de  tout  genre  qui  se  présentent  aux  élèves 
dans  les  problèmes,  et  il  les  résout  par  les  moyens  les  plus 
élémentaires,  les  plus  naturels,  sans  jamais  chercher  à  les 
tourner  par  des  artifices  plus  ou  moins  subtils. 

11  proscrit  ce  que,  dans  le  langage  des  dusses  de  Mathé> 
roatiques  spéciales,  on  appelle  les  Jicellet^  ces  petits  tours  de 
passe-passe  qui  conduisent  directement  au  résultat  final,  mais 
qui  s'appliquent  seulement  à  un  problème  déterminé.  Certes, 
on  peut  obtenir  ainsi  des  solutions  élégantes  qui  charment 
l'esprit  des  personnes  arrivées  à  un  certain  degré  de  culture 
mathématique  ;  mais,  nous  le  répétons,  le  commençant  doit 
avant  tout  s'initier  aux  méthodes  générales. 

Le  Livre  de  M.  Rémond  est  donc,  à  notre  avis,  écrit  dans  un 
1res  bon  esprit,  et  il  portera  ses  fruits.  Il  ne  s'écarte  pas  du 
domaine  limité  par  les  programmes  officiels  et  ne  fait  pas  appel 
à  d'autres  théories  que  celles  qui  sont  partout  et  couramment 
enseignées,  mais  il  en  tire  un  excellent  parti. 

La  ligne  droite,  le  cercle  et  les  coniques  font  tous  les  frais 
de  la  première  Partie  de  ces  Exercices  élémentaires  ;  mais 
ce  sont  ces  matières  qui  fournissent  surtout  le  sujet  des  com- 
positions d'entrée  à  nos  grandes  Écoles. 

L'Ouvrage  est  séparé  en  Chapitres  qui  répondent  aux  divi- 
sions principales  du  Cours  :  Ligne  droite^  Cercle,  Discussion 
des  coniques  y  Tangentes^  Normales  y  Centre,  Diamètres 
conjugués,  Axes  et  Sommets,  Enveloppes,  Pôle  et  Polaire, 
Foyers,  Détermination  des  coniques. 

Dans  un  premier  Chapitre,  l'auteur,  sous  le  titre  de  Préli- 
minaires, expose  certaines  généralités  sur  les  lieux  géomé- 
triques et  sur  l'élimination  qui  font  entrevoir  la  marche  à 
suivre  pour  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie  ana- 
Inique  et  ressortir  certaines  règles  applicables  d'une  manière 
générale. 

Ed  outre,  chaque  Chapitre  est  précédé  d'un  rappel  succinct 
de  résultats,  qui  met  sous  les  yeux  du  lecteur  les  formules  ex- 
traites du  Cours  et  qui  se  rapportent  à  la  matière  du  Cha- 
pitre. 

La  seconde  Partie,  qui  paraîtra  prochainement,  est  consa- 
crée à  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  ;  elle  se 
termine  par  un  très  utile  Appendice  donnant  les  énoncés  de 
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toutes  les  questions  proposées  pour  Tadmission  à  TËcole  Po- 
lytechnique et  à  l'École   Normale  depuis   i850|  au  Concours 
général  depuis  la  même  époque,  et  pour  Fadmission  à  l'École 
Centrale  depuis  1866. 

Que  les  jeunes  gens  qui  se  préparent  aux  examens  des  di- 
verses écoles  étudient  ce  Livre  avec  soin,  la  plume  ou  la 
craie  à  la  mairie  qu'ils  en  méditent  les  excellents  préceptes, 
et  nous  leur  garantissons  le  succès  pour  prix  de  leurs  efforts. 
Quant  au  Livre  lui-même,  exécuté  avec  le  soin  que  la  maison 
Gauthier-Villars  apporte  dans  toutes  ses  publications,  nous 
lui  garantissons  une  bonne  et  prompte  renommée.  Nous  le 
croyons  vraiment  appelé  à  devenir  un  Livre  classique^  et  nous 
ne  serions  pas  étonné  d'en  voir  annoncer  prochainement  unft 
seconde  édition. 

Mauricb  d'Ocagne. 

Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications  a 

LA  méganique  chimique  ET  A  l'ÉTUDE  DES   PHÉNOMÈNES 

ÉLECTRIQUES  5  par  M.  P»  Duhem,  ancien  élève  de 
l'École  Normale  supérieure.  Grand  in-8**  de  xii-248 
pages.  Paris,  A.  Hermann;  1886.  Prix  :  Io^^ 

Les  travaux  de  M.  Massieu,  de  M.  Gibbs  et  de  M.  Helmholtz 
ont  mis  en  évidence  les  fonctions  qui  peuvent  jouer  le  rôle  de 
potentiel  thermodynamique.  En  outre,  M.  Gibbs,  en  faisant 
usage  des  propriétés  de  ces  fonctions  dans  l'étude  de  la  disso- 
ciation des  composés  gazeux,  et  M.  Helmholtz,  en  appliquant 
ces  mêmes  propriétés  à  l'interprétation  des  phénomènes  ther- 
miques qui  se  manifestent  dans  la  pile  voltaïque,  ont  montré 
la  fécondité  du  nouveau  moyen  de  recherche  dont  ils  venaient 
d'enrichir  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  M.  Duhem  s'est 
donc  proposé  de  nous  exposer  la  théorie  du  potentiel  thermo- 
dynamique et  ses  principales  applications. 

La  première  Partie  de  son  Livre  a  pour  objet  de  montrer 
l'état  actuel  de  cette  théorie.  On  y  voit  tout  d'abord  comment 
les  idées  introduites  en  Thermodynamique  par  M.  Glausius 
conduisent  presque  immédiatement  au  théorème  sur  lequel 
repose  l'emploi  du  potentiel  thermodynamique.  Avant  d'exa- 
miner l'usage  que  les  physiciens  qui  ont  découvert  ce  théorème 
en  ont  fait  pour  la  démonstration  de  propositions  nouvelles, 
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l'aateur  en  expose  l'application  à  quelques  questions  déjà  étu- 
diées par  d'autres  méthodes;  il  choisit  pour  cela  les  propriétés 
des  courbes  des  tensions  de  vapeur,  propriétés  que  M.  Moutier 
a  établies  par  la  considération  des  cycles  non  réversibles,  et 
l'étude  de  la  vapeur  émise  par  les  dissolutions  salines,  étude 
déjà  faite  par  M.  KirchhoflT  au  moyen  de  l'énergie.  Ces  deux 
applications  de  la  méthode  nouvelle  à  des  questions  déjà  réso- 
lues nous  montrent  qu'elle  ne  le  cède  ni  en  simplicité  ni  en 
généralité  aux  anciennes  méthodes  de  la  Théorie  mécanique  de 
la  chaleur. 

L'auteur  aborde  alors  l'exposé  des  applications  qui  ont  été 
faites  de  la  théorie  du  potentiel  thermodynamique,  soit  à  l'é- 
tude de  la  dissociation  des  composés  gazeux  par  M.  Gibbs,  soit 
à  l'étude  de  la  pile  voltaîque  par  M.  Helmholtz. 

Dans  les  autres  Parties  de  l'Ouvrage,  l'auteur  tente  quelques 
applications  nouvelles  de  la  théorie  du  potentiel  thermodyna- 
mique à  la  Mécanique  chimique  et  aux  phénomènes  électriques. 

Bulletin  scientifique  de  l'enseignement  secondaire 
SPÉCIAL^  k  Tusage  des  élèves  de  4*?  5*  et  6*  année,  et 
des  candidats  aux  examens  et  concours  de  cet  ensei- 
gnement, rédigé  par  M.  Ernest  LeboUy  professeur 
agrégé  au  Lycée  Charlemagne,  avec  la  collaboration 
d'une  Société  de  professeurs.  In-8°,  mensuel.  Paris, 
Colin  et  G*%  i886.  Prix  :  6^"^  par  an. 

Cette  publication  doit  surtout  s'occuper  des  parties  élémen- 
taires des  Sciences  mathématiques  et  physiques.  Nous  recom- 
mandons le  Bulletin  scientifique,  car  nous  pensons  qu'il  est 
appelé  à  rendre  de  grands  services  aux  élèves  et  aux  personnes 
qui  préparent  les  grades  de  cet  enseignement. 
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Annuaire  pour  l'an  1887^  publié  par  le  Bureau  des 
Longitudes;  contenant  les  Notices  suivantes  :  La  Pho- 
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tographie  astroriof nique  à  l'observatoire  de  Paris 
et  la  Carte  du  ciel,  par  ramiral  Mouchez»  In-iS  de 
890  pages,  avec  figures  dans  le  texte,  deux  nouvelles 
Cartes  magnétiques  et  trois  planches  hors  texte,  dont 
deux  en  héliogravure.  Paris,  Gauthier -Villars;  1887. 
Prix  :  ïf%5o. 

Traité  de  Stéréotomie  (charpente  et  coupe  des 
pierres);  texte  et  dessins;  par  M.  Jules  Pillet,  pro- 
fesseur à  rÉcole  des  Beaux- Arts.  Grand  in-4«  Paris, 
Delagrave;  Leipzig,  LeSoudier;  1887.  Prix  :  12*^'. 

A  Synopsis  of  élément ary  results  in  pure  Mathe* 
MATics;  containing  pVopositions,  formulas  and  methods 
of  Aualysis,  with  abridged  démonstrations.  Supple* 
mented  by  an  Index  to  the  papers  of  pure  Mathematics 
which  are  to  be  found  in  te  principal  Journals  and 
Transactions  of  learned  Societies,  both  english  and 
foreign,  of  the  présent  cenluiy;  by  G. -5.  Carr,  M.  A. 
Grand  in-8,  xxxvi-936  pages,  avec  198  figures.  Lon- 
dres, F.  Hodgson;  1886.  Prix  :  39*^%45. 

Théorie  du  Potentiel  et  ses  applications  a  l'élec* 
trostatique  et  au  magnétisme  ;  par  M.  Emile  Mathieu, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy.  11*  Par- 
tie :  Électrostatique  et  Magnétisme.  In-4"  de  vi-236  pa- 
ges. Paris,  Gauthîer-ViJlars,  1886.  Prix  :  1^*'. 

La  Statique  graphique  et  ses  applications  aux  con- 
structions ^  par  M.  Maurice  Lévj,  Membre  de  l'In- 
stitut, a*  édition,  IP  Partie  :  Flexion  plane,  lignes 
d'influence,  poutres  droites.  Gr.  in-8®  de  xiv-343  pa- 
ges, avec  figures  dans  le  texte  et  un  Allas  de  6  planches. 
Paris,  Gauthier-Villarsj  1886.  Prix  :  l5^^ 

L'addition  de  10000  chiffres  par  minute.  Deux  mé- 
thodes nouvelles  d'addition  à  la  portée  de  tout  le 
monde;  par  M.  Michel  Lapor te.  ln-%^.  Bordeaux,  chez 
Tautcur,  rue  Mouneyra,  715  1886.  Prix  :  o'^^go. 
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Cours  de  Physique  k  l'usage  des  élèves  de  la  classe 
DE  Mathématiques  spéciales;  par  M.H.Pellat,  maître 
de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 
T.  II,  a*  Partie  ;  Optique  géométrique.  Paris,  Paul  Du- 
pont; 1886.  Prix  :  8*■^ 

Traité  d'Électricité  et  de  Magnétisme;  par  /. 
Clerk  MojcwelL  Traduit  de  Tangiais,  sur  la  a^  édition^ 
par  M.  G.  Séligmann^Lui,  ingénieur  des  Télégraphes, 
avec  Notes  et  éclaircissements;  par  MM.  Cornu,  Potier 
ei  Sarrau,  professeurs  à  l'École  Polytechnique.  T.  II, 
I"  fascicule.  Paris.  Gauthier-Villars  ;  1887.  Prix  de 
rOuvrage  complet  :  25*^^. 

L'aurore  boréale.  Étude  générale  des  phénomènes 

PRODUITS  PAR  LES  COURANTS  ÉLECTRIQUES  DE  l'atMOSPHÈRE  ; 

par  M.  5.  Lemstrôm,  professeur  à  TUniversîté  d'Hel- 
singfors.  Grand  in-8^,  avec  figures  dans  le  texte  et 
i4  planches,  dont  5  en  chromolithographie.  Paris, 
Gaulhier-VîUars  ;  1886.  Prix  :  6^5o. 

Représentation  géométrique  des  coniques  et  qua- 
DRiQUEs  IMAGINAIRES-,  par  M.  GostoTi  Tarrj,  10-8**, 
avec  figures.  Paris,  Gauthier-Villars  ;  1886.  Prix  : 
i^5o. 

Sur  QUELQUES   SYSTÈMES    DE   TIGEs'  ARTICULÉES,    TRACÉ 

MÉCANIQUE  DE  CES  LIGNES  *,  par  M.  /.  Ncubcrg,  profes- 
seur à  l'Université  de  Liège.  In-8",  de  48  pages  avec 
37 figures.  Liège,  G.  Bertrand;  1886. 

Étude'  sur  la  méthode  suivie  par  Archimède  pour 
déterminer  approximativement  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre,  suivie  d*un  procédé  élémentaire 
pour  résoudre  la  même  question  ;  par  M.  L.  Maleyx. 
ln-^«  de  36  pages.  Paris,  Gauthier-Villars;  1886. 
Prix:  if',a5. 

Traité  d'Algèbre,  a  Tusage  des  candidats  aux  Ecoles 
du  Gouvernement;  par  M.   H.  Laurent,  examinateur 
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d'admission  à  TÉcole  Polytechnique.  4*  édition,  en  har- 
monie avec  les  nouveaux  programmes,  revue  par  iM .  «/.-/T. 
Marchand.  IP  Partie,  à  l'usage  des  classes  de  Mathéma- 
tiques spéciales.  In-S*",  de  a3a  pages.  Paris,  Gauthier- 
Villars;  1887.  Prix:  4^'. 

Géométrie  appliquée,  rédigée  conformément  au  pro- 
gramme des  Écoles  Normales  primaires  et  du  brevet  su- 
périeur; par  M.  E.  Lebon,  professeur  au  Lycée  Charle- 
magne.  In-ia  cartonné.  Paris,  Delalaiii;  1886.  Prix: 
3's5o. 

RiVISTA  DI  ARTIGLfERA  E  GEMIO.  T.  IV,  OCtobrC.  RoUIC, 

Comité  d'artillerie;  1886. 

Rendicomtidelcircolo  matematico  di  Palermo.  1:3. 
Palermo,  al  Tesoriere  del  Circolo.  Prezzo  d'abbona- 
mento  per  ogni  Volume  :  Lire  9. 

tirages  a  part. 

Extension  à  l'hy^per espace  de  la  méthode  de  M,  Coid 
Neumann  pour  la  résolution  de  problèmes  relatifs  aux 
fonctions  de  variables  réelles  qui  vérifient  l' équation 
différentielle  AF  =  o.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris;  par  M.  C.  Riquier.  Paris,  A.  Her- 
mann;  1886. 

Sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des 
conducteurs  fermés  et  des  conducteurs  ouverts.  Thèse 
présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris;  par  M.  G. 
Robin.  Paris,  Gauthier-Villars;  1886. 

Sur  une  transformation  géométrique  générale  dont 
un  cas  particulier  est  applicable  à  la  Cinématique;  par 
M.  Ed.  Dewulf.  Extrait  des  Annales  de  l'École  Nor* 
maie  supérieure,  t.  III,  3*  série;  i886r 

Écoulement  varié  des  gaz;  par  M.  HATaw  de  la 
GoupiLLiÈRE.  Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences ji,  ClU;  1886. 
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Sur  l'élude  des  événements  arithmétiques;  par  M.  E. 
Cesako.  Extrait  des  Mémoires  couronnés  et  des  JUé- 
moires  des  Saluants  étrangers  de  V  Académie  de  Bel- 
gique, i.XL\  11'^  1886. 

Intorno  a  taluni  gruppi  di  operaxioni.  Nota  di  E. 
Cesaro.  Extrait  des  Rendiconti  délia  R.  Accademia 
dei  Lincei;  1886. 

Fonctions  enumératrices ,  Note  de  M.  E.  Cesàro. 
Extrait  des  Annali  di  Afatematica  pura  ed  applicata, 
seriell%t.  XIV^  1886. 

Source  d'identités;  Remarques  sur  une  formule  de 
Xewton;  et  Théorème  d* Algèbre;  par  M.  E.  Cesaro. 
Extraits  de  Mathesis,  t.  VI;  1886. 

Sur  les  sous-invariants  des  formes  binaires;  Sur 
certaines  suites  de  fractions  irréductibles;  Sur  une 
suite  de  polygones,  tels  que  chacun  d'eux  soit  formé  en 
joignant  les  milieux  des  côtés  du  précédent;  Sur  les 
courbes  isométriques  ;  par  M.  M.  d'Ocagne.  Extrait  des 
Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles;  i885 
et  1886. 

Sur  un  problème  de  limite;  Transformation  des 
propriétés  barjcentriques  au  moyen  de  la  méthode  des 
polaires  réciproques  ;  par  M,  M.  d'Ocagne.  Extraits  de 
Maihcsis,  t.  VI,  1886. 

Monographie  de  la  symédiane;  Sur  une  quartique 
unicursale;  par  M.  M.  d'Ocagne.  Extraits  du  Journal 
de  Mathématiques  élémentaires  et  spéciales,-  1886. 

Sur  certaines  déterminations  de  limites^  moyennes 
limites  de  deux  nombres;  Étude  de  Géométrie segmen^, 
taire;  par  M.  M.  d'Ocagwe.  Extraits  du  Jornal  de 
Sciencias  mathematicas  e  astronomicas ;  1886. 

5tt/'  une  suite  récurrente  ^  par  M.  M.  d'Ocagne. 
Extrait  du  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  XIV,  1886. 
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Compte  rendu  du  Cours  d'Algèbre  supérieure  de 
J.-A.  Serret;  par  M.  M.  d'Ocàgke.  Extrait  de  la  Revue 
des  questions  scientifiques  ;  1886. 

Etude  géométrique  sur  l'ellipse,  applications  au 
tracé  des  joints  dans  les  voûtes  elliptiques;  par  M.  M. 
d'Ocàgive.  Paris,  Baudoin;  1886. 

Teoremi  geometrici.  Nota  di  G.  Pirondini.  Parma^ 
L.  Batte!  ;  i886. 

Intégration  de  certaines  suites  récurrentes;  par  M.  G. 
DE  LoNGCHAMPS.  Extrait  du  Bulletin  de  l* Association 
française  pour  l'avancement  des  Sciences;  1 885. 

Notice  sur  Savin  Realis,  Extrait  des  Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences  de  Turin;  1886. 

Quelques  théorèmes d'énumération géométrique  ;  par 
M.  S.  RiiKDi.  Extrait  du  Bulletin  de  l' Association  fran- 
çaise pour  V  avancement  des  Sciences  ^  i885. 

Délie  sollecitazioni  dinamiche  nei  sistemi  elastici 
articolati.  Nota  del  prpf.  Udàlrigo  M asonx.  Extrait  des 
Atti  del  R.  Istituto  d'incoraggiatnento  ;  1886. 

Propriétés  générales  des  cercles  de  Tûcker;  par 
M.  E.  ViGARiÉ.  Extrait  du  Journal  de  Mathématiques 
élémentaires;  1886. 

Sur  la  tension  superficielle  dans  la  théorie  de  la 
capillarité  ;  pAV  le  P.  J.  Delsaulx.  Extrait  des  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles;  1886. 

Lettre  à  M.  Ch.  Brisse;  par  M.  Catalan.  Extrait  de 
Malhesis;  1886. 

Ueher  einige  Anwendungen  der  Modulsjsteme  auf 
elementâre  algebraische  Fragen;  Ein  Satz  iiber  Dis- 
criminanten-Formen;  von  L.  Kronecker.  Extraits  du 
Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik , 
t.  99  et  100. 
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NOTE  SUR  LA  COURBURE  DBS  LIGNES  GÉODtSIQUES 

B'UNE  SURFACE  DE  RÉVOLUTION; 

Par  m.  h.  RESAL. 


1.  La  formule  que  je  vais  établir  est  peut-être  con- 
nue, mais  je  n  en  ai  trouvé  de  trace  nulle  part. 
Soient 

Oj  Taxe  de  révolution  5 

m  rintersectioii  d'une  ligne  géodésique  donnée  avec  une 
courbe  méridienne  ; 

R'=i7xN  la  portion  de  la  normale  à  cette  courbe  li- 
mitée à  Oj'^ 

R  le  rayon  de  courbure  de  la  même  courbe,  considéré 
comme  positif  ou  négatif  selon  qu'il  aura  ou  non  le 
même  sens  que  m  jN  ; 

a  Tinclinâison  en  m  d(^  la  ligne  géodésique  sur  la  mé- 
ridienne^ 

Ox  un  axe  coordonné  compris  dans  le  plan  yîim^ 
perpendiculaire  à  O^,  la  position  de  l'origine  O 
restant  indéterminée  ; 

p  le  rayon  de  courbure  en  m  de  la  ligne  géodésique,  et 
dont  le  signe  déterminera  le  sens. 

On  a  d'abord 

cos*a        sin*a        1 

Je  considérerai  la  ligne  géodésique  comme  étant  dé- 
crite par  un  point  matériel  soustrait  à  l'action  de  toute 
force  extérieure,  assujetti  à  rester  sur  la  surface.  D'après 
i'équation  des  forces  vives,  la  vitesse  i^  du  mobile  est 

Ann,  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VI  (Février  1887).  5 


(58) 
constante  et  le  principe  des  aires  donne 

vsinoLX  =  const., 

ou,  en  désignant  pararo?  «o  ^^^  valeurs  de  x^ol  qui  se 
rapportent  à  un  point  déterminé  de  la  ligne  géodé- 
sique, 

(2)  xsina=:rrosinao=  K. 

En  éliminant  a  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on 
trouve  pour  la  formule  cherchée 

On  tirera  de  cette  formule  des  conséquences  plus 
ou  moins  intéressantes  lorsque  la  courbe  méridienne 
sera  une  cycloïde,  une  chaînette,  ou  sera  telle  que 

i-^^,=  const. 

Mais  je  ne  m'arrêterai  qu^à  l'application  suivante. 

2.  Surfaces  de  révolution  du  second  degré,  —  Soit 

Téquation  de  la  courbe  génératrice  :  on  a 

dy  __       Aar  d^y  __  A     ^  ^    ^      »    i\_         A 

on  déduit  de  là 

.     I  dx^  AB 


RI  3    '  1 

/         dy^y  (A«ar«-4-B«x')' 

dy 
I  dx  A 


\         dx^  / 


R 

î 


3' 

ht 

(6*T>-Ha*^«)« 

_  Aî(ô*^«-f.<y«- 

-a^b^) 

(59) 

i"*  Ellipsoïde.  —  On  posera  A  =  -^»  B=  7^  cl  l'on 
aura 

U) 

(4') 

(loù 

±_  ]_  _  b^(b^xt-ha\y^  — 

R'       R  ■"  1         ' 

(b^X^-^a^jri)t 

ou,  en  élimlnant^^  au  numérateur  au  moyen  de  l'équa- 
lion  de  l'ellipse, 

R'       R  ""  {b*xt-i-  a*^ï)  "~  a*  K 

La  formule  (3)  devient  alors 

D  suit  de  là  que  le  rapport  du  rayon  de  courbure  en 
un  point  de  la  ligne  géodésique  au  rayon  de  courbure 
de  l'ellipse  méridienne  menée  par  ce  point  est  con- 
stant. Ce  théorème,  qui  parait  être  du  à  Gudermanu 
{Journal  de  Crelle,  t.  17),  s*étend,  comme  on  va  le 
voir,  aux  autres  surfaces  de  révolution  du  second  degré. 

2"  Paraboloïde.  —  Si  Ton  pose  j-  ==/;,  puisque  Ton 

suppose  a  =  00,  la  formule  (5)  donne,  pour  le  parabo- 
loïde, 

3**  Hyperboloïde  à  une  nappe,  —  On  devra  prendre 
A=  — j  B  == — Yt'  Les  équations  (4)  et  (4')  s'appli- 


(6o) 
quent  ici;  mais  il  faudra  changer  le  signe  du  second 
membre  de  la  première;  on  trouve  ainsi 

= j(a«-+-6«)ar«= -^  ' r- 

et  la  formule  (3)  devient 


(7) 


rl'  «*       J~p' 


4®  Hjperboloïdes  à  deux  nappes,  —  Les  formules 
(4)  et  (4')  ne  cliangeut  pas  et  Ton  a 

_       _  _ 


et  enfin  la  formule  (3)  donne 

^  ^  r|.    — â^ — J~r 


SUR  LA  LIMITE  DE  (i  +  ^)'"  OlIAND  m  ADGIIEIVTE 
INDÉFINIMENT; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


1 .   Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  m  est  entier 
et  positif  et  nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  x  est 


(6.  ) 
réel  et  positif.  Tant  (juc  m  est  (iiii,  ou  peut  écrire 

1^  —  )     =n h(i )  — 

\        mj  I        \         mj  1 .2 

^(,_±)(,_^)^-.... 

\         m;  \        mJ  i.a.i 

\         nij  \        m)        \  m    I  m\ 

Ou  sait  que,  si  a,  &,  c, ...,  /  sont  des  nombres  positifs 
moindres  que  l'unité,  on  a  les  inégalités 

i>(i  — a)(i  — 6)...(i  —  /)>i— (a-+-6-t-...-h  /), 

et,  en  appliquant  ce  théorème  aux  quantités  —y  —y  •  •  •  ^ 
on  aura,  pour  toute  valeur  de  p  inférieure  à  m, 


■>(-i)(-^)-(-^)>' 


P(P-^) 


et,  par  suite, 

XP 

P 


;>(-^)(-^)-(-^)? 


XP        x^       xP-^ 
d\       am  (  D  —  ' 


pi       im  {p  —  a ) ! 
Ou  peut  donc  former  le  tableau  suivant  : 

a!\         m/aî^a!       a/n' 
3l>V-mJV-my3T>3T- 


a?*   a- 
am  I 


/  i\         /         m  — i\ar'«        ar»*         a?»        a:'«-» 

\         m)        \  m    }  m\        m\        im{m  —  iy/ 

¥a\  ajoutant  membre  à  membre  ces  inégalités,  après 

avoir  ajouté  à  tous  les  membres  la  quantité  i  -h  -,  et  on 

posant,  pour  abréger, 

,    .  X        x^  a?'« 

^  I         i.a  m\ 


(    6'A    ) 

il  viendra 

i-h-j     >e,«(ar)— —  <?;,,-,(aT); 

la  fonction  em{x)  a  pour  limite,  quand  m  croit  indéii* 
niment,  la  série  convergente 

I         i.ti  ml 

que  nous  désignerons  par  e{x). 

Les  inégalités  précédentes  nous  montrent  que 

est  compris  entre  deux  quantités 

X* 

em{x)      et      emi^)—  —€nt-t(^), 

qui  ont  toutes  deux  pour  limite  e{x)  quand  m  augmente 
indéliniment;  par  suite, 

a  aussi  pour  limite  e(.r  ). 

2.  Supposons  maintenant  que  x  soit  une  quantité 
quelconque  négative  ou  imaginaire  ;  nous  allons  démon- 
trer que  (  »  -H  ~  )     a  encore  pour  limite  e(x). 

A  cet  ellet,  formons  la  différence 


.,.)-(,.£)■ 


Nous  allons  montrer  que  le  module  de  cette  différence 
pcutdcvenir  plus  petit  que  toutequantité  donnée quandm 


(63) 
croît  indéfiniment.  On  a  évidemment 

■^[•-('-i)('-^)-(-^)]S- 

si  l'on  désigne  par  r  le  module  de  x,  le  module  du  second 
membre  étant  inférieur  à  la  somme  des  modules  de  ses 
termes,  on  a 

»-'h(')-(-£)"]<[-(-î)]i?, 

L        \         m/  \        m/J  1,1, S 

L        \        'w/ \         m/       \  m    /jml 

ou  bien 

mod  [^«(^)-  (i -^  £)"]  <  e„(r)-  (iH-  ^)". 

Or  nous  avons  démontré  que,  pour  toute  valeur  de  r 
positive, 

««(r)>n-h  ^j     >e«(r)—  ^  c,„_,(r); 

si  l'on  retranche  les  trois  membres  de  cette  double  iné- 
galité de  la  même  quantité  ^^(r),  il  viendra 

o<«„(r)-(,-H£)'"<£«„-,(r). 

La  diflférence  em{r) —  (*"*"-")    ^^t  donc  comprise 
entre  zéro  et  une  quantité  qui  a  pour  limite  zéro;  par 

I  -i j     peut   devenir 

plus  polit  que  toute  quantité  donnée  quand  m  augmente 


(«4  ) 

îndéfiiiîmeiit.  On  en  conclut  que 

IimU,„(^)— (i-h  ^j'  J  =o» 
par  suite 

V         m/ 

la  proposition  est  donc  démontrée  pour  toute  valeur 
réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  x. 

3.  Nous  allons  établir  maintenant  que,  si  a  et  a'  sont 
des  quantités  réelles  ou  imaginaires,  on  a 

,.     /  a         a'\'«       ,.      /  a\'« 

lim  (  I  -h 1 7  j     =  liiii  *  iH j  pour  /w  =  «  , 

pourvu  que  le  rapport  —7  ait  pour  limite  zéro,  quand  m 

augmente  indéfiniment. 

En  eflet,  on  a  identiquement 

\         m        m  J      '    \         m  I 

m  L\         m        m  } 

\         m       m  j         \        m  j  \         m]        \ 

d^où 

-f-modliH 1 ;)         (iH |-h... 

\         mm]        \         m] 

Nous  allons  démontrer  que  le  module  de  la  diQérence 

\         m        m  I         \         m  j 
tend  vers  zéro  quand  /;^  augmente  indéfiniment. 


(65  ) 
Soient  rie  module  de  a;  /*'  celui  de  a',  on  aura 


mod(  I  -4-  —  ]  <  I  H 


^  '*         ''   . 

<I-W h  —ri 

m        m 


t9 

mod  (  I  4-  -    H ;  I 

\         m        m  j 

par  suite, 

mod    (1-1 H-,)     —  (i-h—  ) 

W         m        m!)         \  m)     J 

<— ?|(n f-— )        -+-...-^(I^ ) 

/n  L\        mm;  \        mj        J 

el,  a  fortiori, 

<  —  X  //i  (  H 1 r  ) 

Mais,  par  hypothèse,  —-,  a  pour  limite  zéro^  ou  a  donc 


r         r  r  -^  r 

I-î i J  <  n 

m       m  m 

d*où 


\         m       m  J  \  m     J 

et,  par  suite  aussi, 

\         m       m  J  \  m     ] 

i?t 

\         m       ni  ]  ^ 

On  a  donc 

mod    I  H 1 ;       — •  (  I  -^ <  — ,  r  X  e(/'  -H  /•  ); 

or  — ;>  par  hypothèse,  a  pour  limite  zéro^  e(/"4-/'')  est 


(66) 
une  quantité  finie  :  par  suite,  le  module  de  la  diilërence 

\        mm/         \        mj 

peut  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée;  il 

s'ensuit    que  (i-4-*-i-A)     etfi-h— )     ont  niôine 
limite. 

Il  en  serait  de  môme  si  n!  était  une  fonction  de  m  dont 
le  module  tendit  vers  une  limite  finie  quand  m  croit 
indéfinipient. 

4.  Le  théorème  précédent  nous  permet  de  démontrer 
uue  propriété  importante  de  la  fonction  e(x)  pour  toute 
valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable. 

On  a,  quels  que  soient  x  et  y^ 

En  elTet,  e  {x)  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de 
a:  est  la  limite  de  f  i  H j   quand  m  croît  indéfiniment  : 

e{x)=\imli-\-  ^V", 

c(j^)=lim^i^£j'"; 
par  suite 

c(a?)xc(j')=lim^i4'£^'"^i-h^y'' 
ou 

mais,  d'après  ce  que  Ton  a  démontré,  on  a 

\  m  /n*/  \  m     / 

ou 

,.     /        x^v       jyX"»         , 


(6;  ) 
par  suite 

ce  qui  est  la  propriété  fondamentale  de  la  fonction  e  (x) 
étendue  à  des  valeurs  quelconques  de  la  variable. 


SUR  rÉLniNATION  PAR  LA  MÉTHODE  DESLBR; 

Par  m.  Gh.  BIEHLER. 


1.  On  sait  que,  si  F(x,  j')  et  G(x,  jr)  sont  deux  po- 
lynômes homogènes  en  x  et^,  de  degrés  respectifs  m  et 
Pj  si  \{x^j)  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
deux  polynômes,  A(x,y)  est  de  la  forme 

U  et  V  étant  des  polynômes  entiers  et  homogènes  en  x 

etjr- 

On  le  voit  immédiatement  en  observant  que  les  restes 
successifs  obtenus  dans  les  opérations  qui  conduisent 
au  plus  grand  commun  diviseur  A  sont  tous  de  cette 
forme. 

Cela  posé,  on  démontre  aisément  que,  si  ¥{x^j)  di- 
vise un  produit  de  deux  polynômes  G  (a:,  j^)  X  H(j:,^) 
et  s'il  est  premier  avec  G{x,j)^  il  divise  \i{x^j)  -,  les 
polynômes  F,  G  et  H  sont  homogènes. 

En  effet,  les  deux  polynômes  Y{x^y)  et  G{x^y) 
étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  trouver  deux  poly- 
nômes U  et  V,  tels  ((ue 

par  suite, 

U  G{^,  y)  X  H(x,  j^)  H-  V  F(j-,  y)  x  H{x,  y)  =  H(x, y). 


(  «8  ) 
V[j('^j)  divise,  par  hypothèse,  le  proiluit 

il  divise  doue  les  deux  parties  du  premier  membre  et 
par  suite  il  divise  H(x,  j). 

Cette  proposition  va  uous  permettre  de  démontrer  le 
théorème  d'Euler,  à  savoir  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux 
polynômes  F(j:,  j),  G{x^  j)  homogènes  aient  un  di- 
viseur commun  en  x  et  r>  c'est  qu'il  existe  deux  poly- 
nômes U  et  V  de  degrés  respectivement  moindres  que  F 
et  G,  tels  que  Ton  ait  identiquement 

La  condition  est  nécessaire  ;  car,  si  F(j:,  j  )  et  G(j:,  j)  ) 
ont  un  diviseur  commun  B,  on  aura 

G{x,jr)  =  eGt(x,y) 
et,  par  suite, 

Ft  {X,  y)  G( j-,  y)  -  Q,{x,  y)  ¥{x,  y)  =  o, 

ce  qui  fait  voir  que  la  condition  est  nécessaire. 

Elle  est  suffisante  ;  car,  si  elle  est  remplie,  on  aura 

UG(x,y)  =  -VF(.r,  j'). 

Si  ¥{x^y)  et  G(jr,  7  )  étaient  premiers  entre  eux, 
F(x,  j')  divisant  le  produit  U  G(x,j^)  et  étant  premier 
avec  G(x,  j^)  devrait  diviser  U  qui  est  de  degré  infé- 
rieur à  Fj  les  polynômes  F(j:,  j)  et  G{x^j)  ne  pou- 
vant être  premiers  entre  eux  admettent  un  plus  grand 
commun  diviseur  de  degré  supérieur  à  zéro. 

On  peut  montrer  de  plus  que,  si  U  et  V  sont  respec- 
tivement de  degrés  m  —  \  et  p  —  X,  les  fonctions 
¥{x^y)^  G(j:,^')  admettent  un  plus  grand  commun  di- 
viseur qui  est  de  degré  A  au  moins. 
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Supposons,  en  effet,  que  le  facteur  commun  h  F(.r,  j  ) 
et  à  G{xyy)  soît  de  degré  )/  plus  petit  que  )v. 

F|(x,  v)  sera  de  degré  m  —  V  \  (]r,(a:,j),  de  degré 
/>  — a',  et  Ton  aura 

Uet  V  étant  de  degrés  respectivement  inférieurs  à  F| 
et  à  G|,  les  polynômes  F|  et  G|  ne  sauraient  être  pre- 
miers entre  eux  ;  il  rxiste  d<mc  un  facteur  commun  h 
F(jr,  r)  et  à(i(x,  y)  de  degré  au  moins  égal  à  X. 

S.  Nous  allons  étudier  maintenant  quelques  pro- 
priétés des  polynômes  U  et  V  qui  nous  seront  utiles  dans 
la  suite. 

I.  Si  les  polynômes  F(x,  j  ),  ij{x^y)  n'admettent 
pour  plus  grand  commun  diviseur  qu  une  fonction  du 
premier  degré  ^x  —  aj^,  les  polynômes  U  et  V,  qui 
fournissent  V identité  d' Euler,  sont  premiers  entre  eux, 
U  et  V  étant  de  degrés  m  —  i ,  />  —  i . 

En  effet,  si  U  et  V  admettaient  un  facteur  commun  6, 
on  aurait 

V  =  eV„ 
et,  par  suile,  l'identité 

devenant 

lUG(j',  y)  -4-  ViF(j",  y")  -  o, 

nous  montre  que  F(x,  j)  et  (i(x,  i  )  admettent  un 
plus  grand  commun  diviseur  de  degré  supérieur  au 
premier,  ce  qui  est  contraire  à  Tliypothèse  faite  sur  F 
et  (,. 
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II.  Si  les  deux  polynômes  V{Xj  y  ),  Ct{x^  y)  n'ad- 
mettent pour  plus  grand  commun  dwiseur  (ju*  une  fonc- 
tion du  premier  degré  de  la  forme  ^x  —  olj^  il  n*  existe 
quun  seul  système  de  polynômes  U  ef  V  satisfaisant  à 
r identité  d*Euler^  U  et\  étant^  comme  précédemment^ 
de  degrés  m  —  i  et  p  —  i . 

Supposons,  en  eflet,  qu'il  existe  deux  systèmes  U  et  V, 
U,  et  Vj  donnant  les  identités 

UG(x,j^)-+-VF(a7,^)  =o, 

on  en  tirera 

(UVi-VU,)G(:r,j.)  =  o 
OU 

LVi  —  VUi  =o. 

Les  polynômes  U  et  V,  d'après  le  théorème  précédent, 
sont  premiers  entre  eux;  par  suite,  U  doit  diviser  U|  et 

Ton  a 

U  =  XUt; 
d'où 

V  =  XVt, 

X  étant  une  constante:  le  système  (U|,V,)  est  donc 
identique  au  système  (U,  V). 

III.  S'il  existe  plus  d'un  système  de  polynômes  U  et 
V  de  degrés  m  —  i  et  p  —  i  satisfaisant  à  l' identité 
d'Euler,  les  polynômes  F (^x^ y) y  G {x^ y)  admettent 
un  plus  grand  commun  diviseur  de  degré  supérieur 
à  un. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent, 
car  U  et  V  ne  sauraient  dans  ce  cas  être  premiers  entre 
eux,  à  cause  de  l'égalité 

UVi-VU,  --0, 

qui  nous   ferait  voir  que  les  deux   systèmes  (U,  V), 
(U|,  V,)  rentrent  dans   un  seul.  U  et  V  admettant  un 
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plus  grand  commun  diviseur  B,  qui  est  au  moins  du 
premier  degré,  on  a 

v  =  ev„ 

etridentilé 

UiG(j-,j^)4-V,F(:r,^)=o 

nous  montre  que  F(x^j)  et   G{x^y)  admettent  un 
plus  grand  commun  diviseur  de  degré  supérieur  à  un  • 

IV.  S'il  n^ existe  qu'un  seul  système  de  polynômes 
U  et\  de  degrés  respectifs  m —  i  etp —  i ,  qui  donnent 
l'identité  d'Euler,  les  polynômes  F(ar,^),  G{x^y) 
n  admettent  qu'un  facteur  linéaire  commun. 

Celle  proposition  est  une  conséquence  immédiate 
des  précédentes  ;  car,  si  les  polynômes  F (x,j^),  (-'{x^y) 
adoieliaient  un  plus  grand  commun  diviseur  de  degré  X, 
1  étant  plus  grand  que  un,  on  aurait 

G(x,y)=^SGi(x,y), 
et,  par  suite, 

Fi(x,  y)  G{T,  y)  -  Gi{ar,  y)  F(ar,  y)  =  o. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  un  i>oIyn6mo 
arbitraire  4>  de  degré  X  —  i ,  on  obtiendrait  une  infinité 
de  fonctions  de  degrés  m  —  i  et  /;  —  i ,  à  savoir 

^Fi(a:,y)    et     *Gi(j-,^), 

qui  satisferaient  à  Tidentité  d'Euler,  ce  qui  est  contraire 
à  Thypothèse. 

3.  Cherchons  maintenant  en  fonction  des  coefficients 
de  V{x^y)  et  de  G{x^y)  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  polynômes  F{x^y)  et  G(x,  y) 
aient  un  facteur  commun. 
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Il  faudra,  d'après  ce  qui  précède,  qu'en  posant 

V  =  ^o^P-^  -+-  ?i^f*-*y  -^  . . .  -H  ^p-iyP-^ , 

on  ait  identiquement,  pour  des  valeurs  convenables  des 
coefficients  a  et  p, 

VG(x.jr)-^~\F{x,jr)  =0. 

Si 

F{x,y)  =  Ao:r'«-4- A,a:'"-«^-!-  . ..  -+- A,«j^"», 

G(Xjy)  =  noxf  -+-  liixP-^y-h  ...  -\-BpyP; 

en  égalant  à  zéro  les  coefficients  deo?'"'*'^"* ,  x^'^P^^y^ . . . , 
7  '«+/'-*,  on  aura  les  équations 

Bjao-h  Boa,  -f-  ...  -4-  A,  ^o  -H  Aq^i  =o, 


Bpflt/rt-i 


A,„p^_,  =;:o. 


Ces  équations,  au  nombre  de  m  +  ^?  sont  linéaires 
et  homogènes  par  rapport  aux  m-hp  inconnues 
tto,  ai,  ...,  a.„t_i ,  po,  pi , ...,  p/?_i. 

Elles  doivent  admettre  pour  ces  quantités  des  valeurs 
qui  ne  sont  pas  toutes  nulles  ]  il  faut  par  suite  que  le 
déterminant  d'ordre  m  -\-  p  de  leurs  coefficients  soit  égal 
à  zéro.  Soit  A  ce  déterminant, 


Bo 

o 

o     . 

o 

A. 

o 

..     o 

Bi 

Bo 

o       .  . 

. 

A, 

A,     . 

. .     o 

A  =  O  est  la  condition  nécessaire  pour  que  les  deux 
fonctions  F(x,  j),  Cj{x^y)  aient  un  facteur  commun 
au  moins  du  premier  degré. 

Je  vais  démontrer  que  cette  condition  est  dans  tous 
les  cas  suffisante. 
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Supposons  que  A  =  o  et  cjuc  Tuu  des  ilétcrmiitanls 
d'ordre  m-hp —  ij  mineur  de  A,  ne  soit  pas  nul.  On 
})ourra  donner  à  Tune  des  inconnues  ao,  ai, ...,  a^-it 
?o)?ii  "",  ?p-i  une  valeur  arbitraire  etchoisir  m  •+-;; —  i 
des  équations,  de  telle  sorte  que  le  déterminant  des  in- 
connues qui  y  figurent  ne  soit  pas  nul  ;  ce  sera  le  mi- 
neur que  nous  avons  supposé  différent  de  zéro  ;  les 
équations  déterminent  pour  les  m-hp — i  inconnues 
qui  y  tigurent  des  valeurs  de  la  forme 


OÙ  X  désigne  la  valeur  de  Tinconnuc  choisie  arbitraire- 
ment etXof^M  •••>  ^/it_n  |Jto7  [A,,  ...,  [jL^^i  des  quantités 
parfailement  déterminées  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles. 
Tune  d'elles  étant  égale  a  l'unité. 
Les  fonctions  U  et  V  sont  donc 

V  =  «(fXoarP-»  -h  [XixP'iy  -+-...  -h  lip-iyP-^  )  ; 

abstraction  faite  du  facteur  a,  elles  donnent  le  système 
unique  de  fonctions  de  degrés  m —  i  et/i —  i  satisfaisant 

àTidentité 

U  G(ar,  ^)  -+-  V  F(x,  y)  =  o. 

La  solution  précédente  étant  la  plus  générale  pour  les 

quantités «0, a,,. ..,a;„_,,poiPt,...,  pm-M »•«'«"»" >t<l"ei 
si  un  mineur  d'ordre  m-^p  —  i  de  A  est  différent  de  zéro, 
il  n'existe  qu'un  seul  système  de  polynômes  d'ordre 
w —  I  elp —  I  donnant  l'identité  d'Euler,  et,  par  s!iite, 
d'après  les  théorèmes  précédents,  les  deux  fonctions 
F(x,j^)  et  G{x^j)  admettent  pour  plus  grand  com- 
mun diviseur  une  fonction  du  ])remier  degré  seulement. 
Ann,  de  Afathémat.,  3-  série,  t.  VI  (Février  1887).  6 
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Ce  qui  précède  montre  é  videra  ment  que  les  fonctions 
U  et  V  sonteilectivemcntde  degrés  m —  \  ei  p  —  i  ;  car 
Ao  et  [JLo  ne  sauraient  être  nuls,  les  polynômes  U  et  V 
s'abaisseraient  aux  degrés  m —  2  et  /;  —  a  au  moins,  et, 
eu  les  multipliant  par  un  polynôme  arbitraire  du  pre- 
mier degré,  on  obtiendrait  une  infinité  de  fonctions  U  et 
V  de  degrés  m —  i  et/; —  i  qui  satisferaient  à  l'identité 
d'Euler,  ce  qui  n*est  pas  possible  d'après  ce  qui  pré- 
cède. 

On  voit  donc  que,  si  A  =  o  et  si  un  mineur  d  ^ ordre 
m-hp  —  1  rfe  A  est  différent  de  zéro,  les  deux  fonctions 
F(j:,  j)  et  G{x^y')  admettent  pour  plus  grand  com- 
mun divfiseur  une  fonction  qui  n'est  que  du  premier 
degré» 

Si  tous  les  déterminants  d'ordre  m-^-p —  i,  mineurs 
de  A,  sont  nuls,  et  si  un  déterminant  d'ordre  m  -\-p —  2, 
mineur  de  A,  n*est  pas  nui,  la  solution  la  plus  générale 
du  système  des  équations  en  ao,ai, ...,  ^o^^i  •••  est  de 
la  forme 

ao  =  Xoa  H-  X'o  a',  po  =  [Jt©»  -h  [jl^  a', 

«1  =X,a-+-X'ia',  p,  =  jx,a-4-fi',a', 


«w-i  =  X/,,-1  a  -+-  X',„_i  a;     ^p-\  =  (Ap-i  a  -f-  \^'p-\  a', 

où  a  et  a' sont  des  arbitraires,  Xq,  ...,)^, ...,  [X09 ...,  [^7  ••• 
des  quantités  parfaitement  déterminées,  qui  ne  sont 
pas  toutes  nulles. 

Dans  ce  cas,  les  fonctions  U  et  Y  prennent  la  forme 

U  =  aUi-i-a'U;, 
V  =  aV,  -f-  a' V, , 

Ui,  UJ,  V,,  V,  étant  des  polynômes  bien  déterminés. 
Il  existe,  dans  ce  cas,  une  infinité  de  fonctions  U  et  V 
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qui  donnent  l'identité  d'Euler;  par  suite,  d'après  ce  qui 
précède,  ¥(x^j)  et  G  (or,  y)  ont  un  plus  grand  com- 
mua diviseur,  qui  est  au  moins  du  deuxième  degré. 

On  voit  que  U  et  V  sont  en  nombre  infini;  car  U{  et 
Vi  ne  peuvent  pas  être  identiquement  nuls  à  la  fois, 
pas  plus  que  Ui  et  Yi,  puisque,  dans  Texprcssion  de 
QCo,  ai,...,  ^0)^19  •••>  un  coefficient  de  a  est  égal  à  Tunilé, 
ainsi  qu'un  coefficient  de  a'. 

On  voit  donc  que,  si  A  =  o  et  si  tous  les  mineurs 
iV  ordre  m  +  p  —  i  rfc  A  sont  nulsy  les  fonctions  F  (jc^j), 
G(x,  y)  admettent  un  facteur  commun  qui  est  au 
moins  du  second  degré. 

U  en  serait  de  même  si  l'ordre  du  premier  des  mi- 
neurs qui  ne  s'annule  pas  s'abaissait  au-dessous  de 
Tordre  m -H /;  —  2. 


SDR  LE  THÉORÈME  DE  ROUE; 

Pau  m.  Ch.  BIEHLER. 


1.  On  sait  que,  si  toutes  les  racines  de  l'équation  dé- 
rivée d'une  équation  algébrique  et  entière  donnée  sont 
réelles  et  inégales; déplus^  si,  rangées  par  ordre  de  gran- 
deur et  substituées  dans  la  proposée,  elles  donnent  des 
résultats  de  substitution  alternativement  de  signes  con- 
traires, toutes  les  racines  de  la  proposée  sont  réelles. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  sui- 
vant : 

Si  les  deux  plus  petites  racines  réelles  de  Inéquation 
dériçée,  ou  les  deux  plus  grandes,  substituées  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  proposée,  donnent  des 
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résultats  de  substitution  de  signes  contraires,  il  y  a, 
dans  le  premier  cas,  une  racine  de  la  proposée  entre 
—  co  et  la  plus  petite  racine  de  l'équation  dérivée,  et, 
dans  le  deuxième  cas,  iljr  a  une  racine  de  la  proposée 
entre  la  plus  grande  racine  de  Inéquation  dérivée 
et  +00. 

Rappelons  en  deux  mots  la  démonstration  de  ce  théo- 
rème. 

Si/(j:)  =  ocst  l'équation  proposée,  /'(x)  =  o  l'é- 
quation dérivée,  a  et  6  les  deux  plus  petites  racines  de 
Téquation  dérivée,  on  a,  par  hypothèse,  /(  « )  /  (  6  )  <<  o  -, 
il  y  a  donc  une  racine  a  de  la  proposée  entre  a  et  6,  et 
l'on  a  pour  une  valeur  de  e  suffisamment  petite 


f(a-t) 
et 

Or  f\a  —  e)  et  f'( —  oo)  sont  de  signes  contraires; 
par  suite,  /{a  —  e)  et  f( —  oo)  sont  aussi  de  signes  con- 
traii*es-,  il  y  a  donc  une  racine  de/*(j:)=  o  entre  a  et 

—  00  ;  elle  ne  peut  être  entre  a  et  a  ;  elle  est  donc  entre 

—  QO  et  a. 

La  démonstration  serait  la  même  pour  les  deux  plus 
grandes  racines  de  l'équation  dérivée. 

2.  Proposons-nous  d'étendre  le  théorème  au  cas  où 
l'équation  dérivée  n'aurait  pas  toutes  ses  racines  iné- 
gales. 

Nous  devons  tout  d'abord  écarter  le  cas  où  l'équation 
dérivée  aurait  des  racines  multiples  que  n'admet  pas 
la  proposée;  car,  s'il  en  était  ainsi,  la  proposée  aurait 
nécessairement  des  racines  imaginaires. 
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Supposons  donc  que  Tcquation  dérivée  ait  toutes  ses 
racines  réelles  et  que  ses  racines  multiples  satisfassent 
tontes  a  la  proposée. 

Soient  a,.  &,  •  •  •  i^  les  racines  de  la  dérivée  qui  appar- 
tiennent à  la  proposée;  a,  p,  . . . ,  ^  leur  degré  de  mul- 
liplicité  dans  la  dérivée;  soient  a',  V,  ...,/' les  racines 
de  l'équation  dérivée  non  communes  avec  la  proposée, 
supposées  toutes  simples  et  rangées  par  oi*dre  de  gran- 
deur croissante.  Nous  allons  démontrer  la  proposition 
suivante  : 

Si  tous  les  groupes  [al^  V)^  {b\  (/),*♦.,  {k\  V)^  tels 
f ne  les  deux  racines  d'un  niéme  groupe  ne  compren- 
nent entre  elles  aucune  des. racines  a^bf  •  •  •y  g^  don- 
ncnt,  quand  on  les  substitue  dans  le  premier  membre 
de  ta  proposée,  des  résultats  de  substitution  alternati- 
vement désignes  contraires,  toutes  les  racines  de  la  pro- 
posée sont  réelles. 

Eu  effet,  soit  n  le  nombre  des  racines  a,  &,  • . . ,  g\ 
m  le  nombre  des  racines  a\b\  ...,/'. 

I.  Supposons  d'abord  a,  i,  •  •  "i  g  toutes  comprises 
entre  al  etl:  le  nombre  de  groupes  de  racines  que  Ton  a 
à  substituer  d'après  l'énoncé  est  (m  -^  i) —  n\  il  y  a  pai* 
liypotlièse  m  —  i  — /i changements  de  signes  et  par  suite 
ni  —  n  —  I  racines  réelles  de  f{x)  =  o  qui  sont  diffé- 
rentes des  racines  multiples  de  cette  dernière 

Il  y  en  a  une  entre  —  oo  eta!  et  une  autre  entre  i  et 
+  00;  car,  si  a'  n'est  pas  compris  entre  a'  et  b\  le 
théorème  précédent  s'applique  sans  modiCcation,  et,  si  a 
est  compris  entre  a'  et  b'y  on  a  toujours,  quel  que  soit  le 
degi*é  de  multiplicité  de  a  y 

/('^-'>   <o  /(-»)   <o- 
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par  suite,  y'f  a  —  e)  QlJ\ — oo)  sont  de  signes  cotilraires  ; 
la  nouvelle  racine  de/'(x)=o  est  comprise  entre — x 
et  a!\  il  en  est  de  même  pour  t. 

L'écfuation  f(x)=:o  a  donc  /?»'— /iH-i  racines 
réelles  distinctes^  elle  a  aussi 

(a-hi)-+-(5-4-i)H-...-+-(Y-+-i)=  a-f-6-h...-+-Y-h/i 

racines  réelles  multiples  d'ordre  de  multiplicité  a+  r, 
6-hij  .•.,Y"^'M  ®''c  a  donc  en  tout 

racines  réelles;  ce  nombre  représente  précisément  le 
degré  de  l'équation /*(a:)  =  o,  par  suite,  toutes  les  racines 
de  la  proposée  sont  réelles. 

II.  Supposons  que  la  plus  petite  racine  a  du  groupe 
Uyb^  .,.^  g  soit  moindre  que  c^  et  que  g  soit  plus  petit 
que  /'.Les  substitutions  donnent  alors  (m —  i)  —  (n —  i) 
changements  de  signes  et,  par  conséquent,  nous  révèlent 
l'existence  de  (m  —  i) — (n  —  i)  racines  réelles  distinctes 
de  /(x)=o;  il  y  a  en.  outre  une  racine  de  la  même 
équation  entre  /'  et  +  00;  en  y  ajoutant  les 

a  ■+■  6  -+- . . .  H-  Y  -4-  w 

racines  multiples,  on  obtient  un  total  de 

qui  est  encore  le  degré  de  Téquation. 

III.  Supposons  maintenant  «<«'  et  g^f\  nous 
n'aurons  plus  que  m —  i  — {n  —  2)  groupes  à  substituer, 
et  par  hypothèse  tous  ces  groupes  nous  donnent  autant 
de  changements  de  signes  et  par  suite  m  —  /i  4-  i  racines 
simples  de  J\x)  =  o-,  ce  nombre,  joint  au  nombre  des 
racines  multiples,  forme  encore  une  somme  égale  au 
degré  de  Téquation  proposée.  II  est  évident  d^ailleurs 
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qae  les  trois  hypoUièses  précédentes  sont  les  seules  à 
examiner^  on  peut  donc  dire  que,  dans  tous  les  cas  qui 
|)euvent  se  présenter  et  qui  sont  compatibles  avec  Té- 
macéf  lequalion  proposée  a  toutes  ses  racines  réelles. 


SUR  LA  FORME  ABJOINTR; 

Par  m.  Cu.  BIEHLER. 


1.  Nous  allons,  dans  ce  qui  suit,  donner  une  démons- 
tration simple  de  quelques  propriétés  de  la  fonction 
adjointe  d'une  forme  quadratique  donnée  ;  pour  plus  de 
simplicité,  nous  considérerons  le  cas  d'une  forme  du 
second  degré  à  trois  variables. 

Soit 

/(x,7,^)=  Ax*-4- A>«4- A';5*-HaB^;5-H2B'^a:-h2B':c7. 

Si  Ton  pose 

IAar-hB>-hB'«  =  a, 
B'x  -+-  B^  H-  A'z  =  tv, 
on  aura,  en  vertu  du  théorème  d'Euler, 
ux-hvy-h  wz  =/(ar,  y,  z). 
Ces  quatre  équations  nous  donnent  immédiatement 


ou  bleu 


A 

B' 

B' 

u 

B' 

A' 

B 

V 

B' 

B 

A' 

w 

—  c 

u 

V 

w 

f 

A 

B» 

B' 

u 

B' 

A' 

B 

V 

B' 

B 

A* 

w 

u 

V 

w 

o 

cil  posant 


A  = 


(80) 

A  B"  B' 
B'  A'  B 
B'    B      V 


Si  Ton  développe  le  second  incniLre  de  l'égal ilé  pré- 
cédente, il  viendra  une  expression  de  la  forme 

=  aM*-+-  a' v^ -^  a" w^ -^  ib vw  -^  aô'w^-h  ikb' uv, 

Nous  désignerons  par  F(««,  v^  w)  ce  polynôme  du 
second  degré;  c'est  la  forme  adjointe  de  fi^c^y^z). 
Ses  coefficients  sont  les  dérivées  et  demi-dérivées  de  A 
prises  par  rapport  à  A,  A',  A'',  B,  B',  B*'. 

Si  Ton  résout  les  équations  (i)  par  rapporta  x^j^  z^ 
on  obtient  le  système 


(:^) 


iix  =  au  -^  b" V -r- b' w , 
^y  =z  b'  u -^  a' V  -\-  bw, 

àiZ  =  b'  u-^  bi>    4-0'  cr. 


Les  coefGcieuts  a^  al ^  a",  b^  &',  V'  sont  précisément 
ceux  de  la  fonction  adjointe,  comme  on  le  vérifie  encore 
en  multipliant  ces  équations  par  u,  t^,  (v  et  en  ajoutant 
membre  à  membre. 


2.  Si  Ton  opère  maintenant  sur  F(/£,  »^,  (v),  comme 
nous  Tavons  fait  sur  f{x^y,z)^  c'est-à-dire  si  Ton 
forme  la  ibnction  adjointe  de  F(u,  t^,  (v),  on  posera 
d'abord 

(aw  -h  6'i>  -r-  6'  tv  =  5, 
.  6* M -T- a' i> -T- 6iv    =  T,, 


O) 


on  a  aussi 


'   b' u -^  bv  '\- a" w  =^  X^\ 


(8.  ) 


il  eu  résulte 


a  6'  6'  c 
h'  a'  h  Tj 
6'     6      a*     ; 


=  o, 


et,  si  Ton  désigne  par  o  le  délerniîiiaiit 


ou  aura 


5F  = 


a  b'  h' 
b"  a'  b 
b'    b     a" 

a     b'  b'  l 

b'    a'  b  7) 

b'    b  a'  ti 

?  73  C  o 


Soit  0(Ç,7i,Ç)  la  fotictiou  du  second  membre;  nous 
aurons 

Mais  les  équations  (3),  comparées  aux  équations  (2), 
nous  montrent  que 

ou  aura  donc 

8  F(a,  Vy  «')=  *(Ax,  ^y^  lz)=  A»*(jr,  j^,  .5). 
Si  Ton  élimine  F(ii,  i^,  (p),  il  viendra 

et,  comme  2  est  le  déterminant  adjoint  de  A,  on  aura 
0  =  A», 


par  suite 


^(T,y,  5)=A/(a?,  7,>5). 


(8a) 

La  forme  adjointe  de  F(<i,  if^  iv)  est  donc  la  forme 
primitive /(jr,>',  z)  dont  tons  les  coefficients  ont  ét^ 
multipliés  par  A. 

Les  coeflicicnts  de  la  fonction  4>  sont  formés  avec  les 
quantités  «,  a',  //,  i.  b\  U\  comme  ceux  de  F  sont 
formés  avec  A,  A',  A",  B,  B',  B"',  par  suite,  on  aura,  en 
vertu  de  la  relation  ^(jC,j',  3)=  A/(x,^,  z), 

a^a'-^b^  =AA, 
a'a—b'^  =A'A, 
aa'^b"^  =A'A, 

a'ô'— 6'^  =  B'A, 
a'b'—bb'  =n''A. 

Ce  sont  les  relations  de  Gauss^  elles  nous  montrent 
que,  si  Tinvariant  de  la  fonction  f{or^y^  z)  est  nul,  la 
forme  adjointe  F  (m,  ç*,  w)  est  un  carré  parfait. 


SDR  UN  THEOREME  RE  CHiSLES; 

Par  m.  WEILL. 


Cliasles  a  démontré,  dans  la  Géométrie  supérieure, 
que  si  Ton  mène  à  une  courbe  algébrique  toutes  les  tan- 
gentes parallèles  à  une  direction,  le  centre  des  moyennes 
distances  des  points  de  contact  est  indépendant  de  la  di- 
rection. On  peut  démontrer  ce  résultat  de  la  manière 
suivante. 

m  étant  le  coedicient  angulaire  de  la  direction,  une 
tangente  parallèle  à  cette  direction  aura  une  équation  de 
la  forme 


(83) 
Supposons  qu'il  y  en  ait  />  ;  par  suiie,  on  pourra  mener 
à  la  courbe  p  tangentes  par  un  point  {x^  9j)'i)  ;  si  donc  on 
|)ose  ji  —  mx%  =  /*,  on  aura,  pour  déterminer  A,  m  étant 
doiméf  une  équation  de  la  forme 

A/»-h  A  A/»-» -h  B  A/»-«-i-. . .  =  o. 

Je  dis  que  A  est  une  fonction  linéaire  de  m,  et  cela 
suflit  à  la  démonstration.  En  ellet,  si  la  tangente  doit 
passer  par  (xi , j^i  ),  son  équation  donnera 

et,  en  remplaçant  h  par  cette  valeur,  ou  aura  une  équa- 

lion  en  m  qui  devra  être  du  degré  p. 

Des  lors,  on  a 

A  =  km  -h  L. 

Ceci  posé,  le  point  où  la  droite  j^  =  mj:-h  ç(/w) 
touclie  son  enveloppe  a  pour  abscisse 

a=— tp'(m); 
par  suite, 

i:a=— 2;<p'(m)  =  A:. 

Le  théorème  est  donc  démontré,  car  on  verrait  de 
même  que  la  somme  des  ordonnées  des  points  de  contact 
est  constante. 


SUR  LA  DIVISION  DES  POLYNOMES; 

Par  m.  WEILL. 


Soit  à  diviser  i  par  le  polynôme 

dans  lequel  les  coefficients  a,  p,  . . . ,  A  sont  des  entiers. 
Les  coeflicients  du  quotient  seront  tous  des  nombres 


(«4) 

ealiers.  Or,  si  l'on  dësigtie  pai*  f{x)  le  polynôme,  et 
par  a^  b^  c^  .  • . ,  /  ses  racines,  on  a  Tidentilé 

I 

Par  suite,  le  coefficient  de  x"  dans  le  quotient  consi- 
déré est 


et  c'est  un  nombre  entier.  Cette  remarque,  extrême- 
ment simple,  donne  des  théorèmes  d'Arithmétique  assez 
curieux.  Pour  les  énoncer,  nous  nous  bornerons  à  con- 
sidérer comme  diviseur  un  trinôme  du  second  degré;  il 
est  facile  d'étendre  les  résultats  à  des  cas  plus  complexes. 
Considérons  d* abord  le  quotient 

=  I  —  a?  -4-  a?'  —  a?*  -H  07*  — , . . . 


i-hx  -hx* 


Soit  X l'exposant  de  x  dans  un  terme;  on  voit  que,  si 
A  =  3m  4- 2,  le  coefficient  est  zéro;  il  est  i  et  ( — i) 
quand  \  est  de  la  forme  3  m  et  3  m  -+- 1 . 

Or  le  coefficient  de  x^  est 

On  en  conclut,  en  représentant  par.Cj^  Iç  nombre  des 
combinaisons  de  m  objets  p  k  p^ 

Il  serait  intéressant  d'établir  cette  formule  par  des 
considérations  directes. 

Considérons  encore  le  quotient 

I 

1  —  X  —  X'^ 


(85) 
les  coeilicienls  des  termes  de  ce  quotient  roTincul  la 
suite  bien  connue  i,  i,  a,  3,  3,  8,  •  •  •.  L'expression  du 
coeflicient  de  x"~*,  c'est-à-dire  du  /i»'''»«  nombre  de  la 
série  de  I^mé,  est 

Cl,  par  suite,  le  nombre  entier 

Ci -^5CJ+5«C» -+-... 

est  un  multiple  de  a""*. 

D'une  manière  générale,  a  cl  b  étant  deux  entiers 
quelconques  (  &  ne  pouvant  être  nul),  le  nombre 

Ci-h  (««- 4^)  CJ-h  (a«- 4  6)«CÎ-h. . . 

esi  multiple  de  a""'. 


SUR  «UBLODBS  FORMES  OVAMATrQlIBS  ; 

Par  m.  WEILL. 


I.  L'expression 

(6  — c)(X-ha)«-+-  (c  — a)(X-f.6)«-^(a  — 6)(X-hc)« 

étant  indépendante  de  \  il  en  résulte  que  tout  nombre 
appartenant  à  la  forme 

{b  —  c)  a»-h(c  —  a)  6»-+-  {a  —  b)c^ 

petit,    d'uue    infinité  de  manières,    être    mis   sous   la 

forme 

(6  — c)X«-+-(c  — a)Y«+(a  — 6)Z«. 

Par   une   transformation  facile,   on   en   conclut  qne 


(86) 
tout  nombre  de  la  forme 

peut,   d'une  infinité  de  manières,   se  mettre  sous   la 
forme 

Ainsi,  tout  nombre  de  la  forme  m(m  +  i)  est,  d'une 
infinilé  de  manières,  de  la  forme 

De  même,  tout  nombre  de  la  forme  am^  est,  d'une 
infinité  de  manières,  de  la  forme 

Il  est  facile  de  généraliser  cette  méthode  et  d'en  dé> 
duire  un  grand  nombre  de  résultats. 

II.  Soit  un  nombre  de  la  forme 
Il  appartiendra  aussi  à  la  forme 

si  Ton  a  les  égalités 

o  =  «Y  ~^"  *'Y'-i-  «'y*, 


d'où  Ton  tire 


A  =  a»  H- a'* -h  a'*, 
C  =  AB. 


(87) 
Pour  simplifier,  nous  ferons  ^"=  i;  d'où 

G  =  AB. 

On  a  ainsi  une  solution  très  générale,  mais  non  la 
solution  complète  du  problème  suivant  : 

Trouver  les  /ormes  des  entiers  A,  B,  C  qui  soient 
telles  que  le  nombre 

soit  une  somme  de  trois  carrés. 
Ainsi  le  nombre 

est  une  somme  de  trois  carrés  \  de  même, 

est  une  somme  de  trois  carrés,  et  ainsi  de  suite. 


SDR  LES  HÉLICOIDES; 

Par  m.  Gbminiano  PIRONDLM. 


1.  Considérons  la  surface  engendrée  par  une  droite  L 
assujettie  à  un  mouvement  hélicoïdal  autour  d^unc 
droite  R  ;  soient  P  le  point  de  rencontre  de  L  avec  la  per- 
pendiculaire commune  aux  droites  L,  R,  et  h  la  plus 
courte  distance  de  ces  droites.  L'hélice  E  décrite  par  le 
point  P  est  la  ligue  de  striction  de  la  surface  réglée  en- 
gendrée; soient  i  l'inclinaison  de  L  sur  R  et  0  rincli- 


(88) 
naîsoii  coustaiile  de  Phélice  E  sur  les  génératrices  du 
cyl^'dre  C. 

On  passe  d'une  position  de  la  droite  mobile  à  la  sui- 
vante par  une  rotation  inGnitésîmale  autour  de  R  et 
une  translation  suivant  la  direction  R;  la  rotation  est 

mesurée  par  l'angle  de   contingence  -j  de  la  section 

droite  du  cylindre  Cet  la  translation  par  dscos^^rts 

et  d<T  étant  les  arcs  élémentaires  de  l'hélice  E  et  de  la 

section  droite  de  C. 

Or 

d9  =  ds  iin^; 

par  conséquent,  si  nous  désignons  par  p  le  paramètre 

du  mouvement  hélicoïdal,  c'est-à-dire  le  rappoit  de  la 

vitesse  de   translation   à  la  vitesse  de  rotation,    nous 

aurons 

ds cos^ 


h 


=  hcoiî 


Si  1  hélicoïde  est  développablc,  la  droite  mobile  est 
à  chaque  instant  tangente  à  l'hélice  E  :  donc  0  =r  i  et 
p  =  hcoii. 

Si  l'héliooïde  a  pour  génératrices  rcctilignes  les  bi- 
normales  d'une  ligne,  l'hélice  E  est  une  trajectoire  or- 
thogonale des  génératrices;  donc 


On  a  donc  le  théorème 


i  =  -         et.        p  =  h  tangi. 


Si  h  est  la  plus  courte  distance  des  deux  droites  L, 
R,  et  i  leur  inclinaison,  la  droite  L,  dans  lui  mouve- 
ment hélicoïdal  dont  le  paramètre  est  /?,  autour  de  R, 
engendre  un  hélicoïde  deueloppahle  lorsque  p  =  A  coti, 


(  8ç)  ) 
et  un  liélicoïde  lieu  des  binormales  d'une  hélice  cir^ 
culaircy  lorsque  p=^h  lang/. 

2.  Soient  i  =  p  cosu,  t)  =  psini/,  !^(p  et  2^  étant  deux 
fonctions  arbitraires  de  fi)  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  d'une  ligne  à  double  courbure  L,  assujettie  à 
on  mouvement  hélicoïdal  autour  de  Taxe  des  !^  ;  si  /?  est  le 
paramètre  du  mouvement,  les  coordonnées  x,  y^  z  d'un 
point  quelconque  de  l'hélicoidc  engendré  sont  données 
comme  il  suit  : 

a?  =  5  cos(^ —  r,  sine  =  p  cos(«  -^  r); 
y  •=^\  sinp  -i-  7j  cost»  =  p  sin(M  -i-  t'); 

Sur  rhélicoïde,  u  =  const.  est  l'équation  des  hélices 
circulaires  et  ç'  =  const.  est  l'équation  de  la  ligne  géné- 
ratrice dans  ses  diilérentes  positions. 

De  ces  égalités,  en  indiquant  les  dérivées  par  des 
accents,  on  tire 

Si  A,  B,  C  sont  les  déterminants  qui  ont  pour  élé- 
ments de  la  deuxième  et  de  la  troisième  ligne  -7->  ~-y  —\ 

^       Ou    Ou     Ou 

àx    dy    dz  ,-»  ,  ,      ■  . , 

-->  -p*  T-  >  et  pour  éléments  de  la  première  respective - 

d^x     tï^y     d^z  ^     ô^x       â^y       à^z  ^    â^x     ô\y     â*z 
^        TUi'   dû»'    âû~^''    'dllâi'   ôûôç'   ôûdi'    ôçi'  ôç^'   S^' 
nous  avons 

A  =  r?p'-^£'(p*-pp')-/?(p'-i-2p'^-pp'), 

B  =  çy-/^(p'-^p'*)' 

Ann.  de  Afat/iemat.,  3"  série,  l,  VI  (Février  1887).  7 


(90) 
L'équalion  ditrérenticlle  des  asyniplotiqucs  est 

A  du* -h-ihdudv-^C  dv*  —  o, 
c'est-à-dîrc 

[rpp'+;'(p'-pp')-/>(p*^-î»p'*-pp')irfa« 

Si  la  génératrice  L  est  dans  toutes  ses  positions  une 
asymptotique  de  l'Iiélicoïde,  la  dernière  équation  doit 
être  vérifiée  lorsque  Ton  y  suppose  rfv'  ==  o  ;  on  aura  par 
conséquent 

(I)  Ç'pp'^Ç'(pt_pp-)-;,(pî+:^p't_pp')=0, 

d^où  Ton  déduit  par  intégration 

r/        /•pi^^p'.-.pp-  /î^-rf.    \  -/ç^p:^^ 

X,  —  a-\-l\b-^pj- —, — —e''    9         du\  e   ^     P'        du. 

On  a  ainsi  ce  théorème  : 

Les  lignes  L  qui,  dans  un  mous^ement  hélicoïdal  au- 
tour de  VaxeOz,  restent  toujours  asymptotiques  sur 
la  surface  engendrée,  sont  représentées  par  les  équa- 
tions 

Ç  =  p  COSM, 

r^  =  ps'mUj 

1^  =  a-h  I  [b  -f-/?    / — i-i-  e^     9         du  je    '^     9         du. 

a  et  b  étant  doux  constantes  arbitraires  et  p  le  para- 
mètre du  mouvement  hélicoïdal. 

3.  Cherchons  si  une  hélice  peut  vérifier  la  condition 
précédente»,  lorsque  le  mouvement  hélicoïdal  a  lieu 
autour  d'une  droite  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre. 

Si  i  est  Tindinaison  constante  de  Thélice  sur  les  gêné- 


(9'  ) 
ralrices  du  cylindre,  les  coordonnées  d*uu  point  quel- 
conque de  la  courbe  sont 

(2)    {  =  pco5i«,         i2  =  p8inu,         Ç  =  coti  / /p*-h  p'«c?a, 

et  la  condition  (i)  devient 

Nous  avons  ici  deux  cas  à  considérer,  selon  que  soit 
>érifiée  lequation 

2p'  —  pp'-hp»=  o 
ou  bien 

p*coti 

^  —  —  n  =  o. 

Dans  le  premier  cas,  si  Ton  pose  p  =  e?,  on  obtient 
Téquation 

qui  donne  par  intégration 


Par  conséquent 

0  =  lOff 

^          ^  çosu 

{a  =  consl.) 

(3) 

a 

c*est  Téquation  polaire  d'une  droite. 
Dans  l'autre  cas,  on  a 


J  p/p*  cot*i  — />* 


en  faisant  a= ,  on  aura 

2 

arc  sin  (  — - — .  )  = u, 

\proti/       2 

d'où  Ton  déduit 

(|)  p  cosw  r=/j  langt. 


(9^) 
Le  cylindre  qui  contient  riiélîcc  se  réduit  donc  à  un 
plan  et  Thélice  a  une  droite. 
Donc  : 

Si  une  lièlice  est  assujettie  à  un  mous^ement  héli- 
coïdal autour  d 'une  droite  parallèle  aux  génératrices 
du  cjlindrey  la  condition  que  la  ligne  reste  toujours 
asymptotique  sur  la  surface  engendrée  est  ^vérifiée 
seulement  lorsque  l'hélice  se  réduit  à  une  droite. 

On  peut  observer  que,  dans  le  premier  cas  (3),  le  pa- 
ramètre du  mouvement  est  arbitraire^  dans  le  second 
cas  (4),  le  paramètre  est  donné  par  Tégalité  p  =  Acoti, 
h  étant  la  plus  courte  distance  entre  la  droite  mobile  et 
l'axe  des  z  ;  rhélicoïde  engendré  est  donc,  en  vertu  du 
théorème  du  n^  1,  une  surface  développable. 

4.  Nous  allons  voir  si,  dans  un  hélicoïde,  les  hélices 
circulaires  peuvent  être  asymptotiques  ;  une  telle  condi- 
tion est  remplie  lorsque  Téquation  (i)  est  vérifiée  en  y 
supposant  rfa=  o.  Par  conséquent  on  doit  avoir,  pour 
la  ligne  génératrice  L, 

(5)  Ç=/>a. 

Par  chaque  point  de  la  ligne  L,  conduisons  la  droite 
perpendiculaire  à  Taxe  Oz\  on  obtient  ainsi  une  surface 
réglée  h  plan  directeur  dans  laquelle  Taxe  Oz  est  la 
ligne  de  striction  ^  le  paramètre  de  distribution  des  plans 

tangents  de  cette  surface  réglée  est  -^  qui  est,  à  cause 

de  (5),  constant.  La  surface  réglée  est  donc  riiélicoide 
gauche,  lieu  des  normales  principales  d'une  hélice  régu- 
lière; par  conséquent,  la  ligne  L,  dans  le  mouvement  hé- 
licoïdal de  paramètre  p  autour  de  Oz,  glisse  sur  cet  hé- 
licoïde ffauche. 


(93) 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  les  hélices  circulaires  d'un  hélicoïde  sont  asjni* 
ptotùjues,  la  surface  est  l' hélicoïde  gauche  engendré 
parles  normales  principales  d'une  hélice  circulaire, 

La  relation  (5)  caractérise  les  lignes  placées  sur  Thé- 
licoïde  gauche  à  plan  directeur  et  on  peut  l'appliquer 
avec  pro6t. 

Exemples.  —  Une  ligne  sphérique  peut  être  repré- 
sentée par  les  équations 


{  =  pcosu,         r^  =  psinw,         Ç  =  v/K*— p*, 
R  étant  le  rayon  de  la  sphère^  Tégalité  (5) devient 


d  OU  1  OU  tire 

p  =  /R*  — />«a*. 
Donc  : 

La  ligne  sphérique 

\  =  v^R*  —  />'  m'  cos  a,         Tj  =  v^R*  —  />*a*5ina,         X^  ~  pu. 

dans  le  mouv^ement  hélicoïdal  de  paramètre  p  autour 
de  Vaxe  Oz,  engendre  une  portion  d'un  hélicoïde 
gauche  à  plan  directeur. 

Cherchons  si,  dans  Thélicoïde  gauche  à  plan  directeur, 
il  y  a  des  hélices,  non  trajectoires  orthogonales  des  gé- 
nératrices rectilignes,  placées  sur  des  cylindres  ayant  les 
génératrices  parallèles  à  l'axe  de  riiélicoïdc. 

On  a,  à  présent,  pour  la  coordonnée  ^, 

Ç  =  coït  //p*-f-  p'*</m, 
*-l,  pour  que  la  condition  (5)  soit  vérifiée,  il  doit  èlre 


/?tangK=  /p»-hp'«, 


(94  ) 
d'où  Ion  déduit 


On  obtient  par  intégration 

u  =  arc  sin  (  — ^ — .  )  > 
V/)tangi/ 

d'où 

p  =/>taiigt  sinit; 

c'est  Téquation   polaire  d'une  circonférence  de  rayon 

^^  qui  passe  par  Je  pôle. 

Pour  chaque  valeur  de  i,  on  obtient  une  hélice  circu- 
laire placée  sur  la  surface. 
Donc  : 

Sur  l'hélicoïde  gauche,  lieu  des  normales  princi- 
pales à  *une  hélice  circulaire,  il  y  a  un  nombre  infini  d  *  hé- 
lices, non  trajectoires  orthogonales  des  génératrices 
reciilignes,  qui  sont  placées  sur  des  cylindres  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  de  l'hélicoïde*  Ces 
hélices  sont  circulaires  et  les  cylindres  passent  par 
Vaxe  de  l'hélicoïde. 

Puisque  Ton  a 

p  =  arcoti, 

r  étant  le  rayon  du  cercle  qui  passe  par  le  pôle,  il 
subsiste  ce  théorème  : 

Si  une  hélice  circulaire,  placée  sur  un  cylindre  dont 
la  section  droite  a  un  rayon  r  et  inclinée  de  l'angle  i 
sur  les  génératrices,  est  assujettie  à  un  mouvement  hé- 
licoïdal de  paramètre  p  =  2r  cot/  autour  d'une  gêné- 
ratrice  quelconque  du  cylindre,  la  swface  engendrée 
est  une  portion  d'un  hélicoïde  gauche  à  plan  direc- 
teur. 
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o.  Si  0  est  Taiigtc  des  lignes  coordonnées  u=  consl., 
y  =z  coDst.  sur  un  liélicoïde,  nous  avons 

F 

COSO  =    -rrr^y 

d  où  il  résulte 

F«=  EGcos»6. 

Si  Ton  substitue  daus  celte  égalité  les  valeurs  de  E, 
F,  G  du  n**  2,  ou  a 

(?*-^/>ï')'=(?'-+-  ?'*-+-  ;'*)(?*-+- /'»)cos«o, 

c:'est-à  dire 

[/?»  — (/)«-f-p«)cos«0]î;'« 
-4-2/?p*î;'-hp*— (p«-Hp'*)(/?»-4-p«)co»*0  =o; 
d'où 

r-  -~/>p*:i::cosQ//>*-Hp'  v/p»-f-(  p*-4- p'')(/?*sin*0  —  p»cos»0) 
^"  /7«sin»6  — p«cos«e 

Donc  : 

Ze5  lignes  qui,  dans  un  mouvement  héUco'ùlal  de 
paramètre  p  autour  de  l'axe  Oz,  restent  toujours  tra- 
jectoires sous  l'angle  constant  0  des  hélices  de  ihéli- 
coïde  engendré,  sont  représentées  par  les  équations 

i    5=?C0SM, 

T\  =  p5\nu, 

^~/?p«d:cos6//?*-Hp»^p»-4-(p«-Hp'*)(/?*sin«0  — p«cos»6) 
^'sin6  —  p'cos*0 


i.=/. 


Si,  dans  les  équations  (6),  on  fait  Q=  -9  on   a  un 

résulut  très  remarquable^  dans  ce  cas,  la  ligne  généra- 
trice de  Thélicoïde  est  dans  toutes  ses  positions  une  géo- 
désique  de  la  surface.  On  a  ainsi  ce  théorème  : 

Les  lignes  qui,  dans  un  mout^ement  hélicoïdal  de 
paramètre  p  autour  de  Vaxe  Oz  restent  toujours  géo- 
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désiques  et  trajectoires  orthogonales  des  hélices  circu- 
laires de  Vhclicoïde  engendré,  sont  représentées  par 
les  équations 


(7) 


{=:pcosu,         i)  =  psintt,        Ç= I  p*du. 


Si,  dans  les  équations  (6),  on  suppose  p  =  o^  ou 
obtient  les  li^es  qui,  dans  la  rotation  autour  de  l'axe  Oz, 
engendrent  une  surface  de  révolution,  dont  elles  sont 
des  loxodromies  ;  cette  hypothèse  réduit  les  équations 
(6)  comme  il  suit  : 

[    {  =  pcosa, 
(8)  r.  =  psinu, 

Si  la  ligne  L  est  une  hélice  d'un  cylindre  dont  les  gé- 
nératrices sont  parallèles  à  Taxe  O  z,  on  a 


Ç  =  cot  i  I  /p*  -{-  p'«  du  ; 


en  comparant  cette  égalité  avec  la  dernière  des  équa- 
tions (8),  on  obtient 

p/tang*6-cotn=  ^p'; 
d'où 

—  =  sin  iVlaDg*Ô  —  coOidu, 

etf  par  intégration, 

logp  =  loga-h(siniVtang*6--cot*t)M, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 
Cette  égalité  peut  s'écrire 

Q  =  a^^tlo  I  ^i9at*  0  -  col»  i)u   . 
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c'est  Téquation  d'une  spirale  logarithmique;  une  telle 
courbe  se    réduit  à    un    cercle  de    rayon    a  lorsque 
tang6  =  coti. 

L'hélice  demandée  est,  par  conséquent,  une  hélice 
cylindro-conique  ou  bien  une  hélice  circulaire. 

Donc: 

h&s  seules  surfaces  de  résolution  dans  lesquelles  une 
loxodromie  est  une  hélice  placée  sur  un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe  de  la  surface 
sont  le  cône  et  le  cylindre  de  résolution. 

Si  la  ligne  représentée  par  les  équations  (7)  est  une 
hélice,  il  doit  être 

p*  =  COt  î  v/p*-H  p'*, 

d'où  l'on  tire 

p/p*  — />*  col*  i 
En  intégrant, 

(pcoti\ 
s: j  =  M-ha, 

et,  si  Ton  pose  la  constante  arbitraire  a  = —  7  >  on  a 

p  cosii  =/?  coli  ; 

c'est  Téquation  polaire  d'une  droite  dont  la  distance  h 
au  pôle  est  donnée  par  l'égalité 

h=p  COt  t. 

Le  cylindre  est  donc  réduit  à  un  plan  et  l'hélice  à  une 
droite;  la  plus  courte  distance  entre  cette  droite  et 
Ta^xe  Oz  estp  coti. 

En  ayant  égard  au  théorème  du  n°  1,  on  peut  donc 
énoncer  ce  théorème  : 

Si  une  trajectoire  orthogonale  des  hélices  circulaires 
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d'un  hélicoïde  a  ses  tangentes  inclinées  d'un   angle 
constant  sur  l'axe  de  riiélicoïde,  cette  trajectoire  est 
une  droite,  et  riiélicoïde  est  engendré  par  les  binor- 
maies  d'une  hélice  circulaire. 

Si  la  projection  de  la  ligne  mobile  L  sur  le  plan  ^  =  o 
est  une  spirale  logarithmique,  on  a 

i  étant  Tinclinaison  constanle  de  la  ligne  sur  les  rayons 
vecteurs.  Alors 

Ç=—  ^  fe^w^i'^du  =—  —tangi «««>»'«=—  Î^^Si  pi; 
pj  V  a/> 

mais,  si  s  est  l'arc  de  la  spirale,  compté  du  point  u  =  o, 

on  a 

p  z=  *  cos  i  -h  a, 
par  conséquent 

tanct' 
r  = 2«  (s  cos  i  -h  a)*, 

ou  bien 


\        cosi/  sin^cosi 


Cette  équation  démontre  que,  lorsque  le  cylindre  pro- 
jetant L  sur  le  plan  ^  =  o  est  développé  sur  un  plan,  la 
ligne  L  devient  une  parabole  dont    le   paramètre  est 

sin  i  cos  i 
Donc  : 

Parmi  les  lignes  placées  sur  un  cjlindre  dont  la  sec- 
tion droite  est  une  spirale  logarithmique,  celles  qui, 
dans  un  moui^ement  hélicoïdal  autour  de  la  généra- 
trice qui  passe  par  le  pôle  de  la  spirale,  restent  tou- 
jours géodésiques  et  trajectoires  orthogonales  des  hé- 
lices de  r  hélicoïde  engendré,  sont  des  paraboles  dont 
le  plan  est  ens^eloppé  sur  le  cjlindre  de  manière  que 
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raxe  de  la  pas'abole  coïncide  auec  une  gcnéralrice  du 
cylindre. 

6.  Sur  rhélicoïde  engendré  par  une  ligne  L  désignons 
par  pt  le  rayon  de  courbure  géodésique  des  trajectoires 
orthogonales  ht  des  lignes  L;  il  résulte 

®  9t       ^EG  -  F»  du  \      /Ë       y 

La  ligne  L  sera  donc  une  trajectoire  orthogonale  d'un 
système  de  géodésiques  lorsque 

/EG  —  F* 

a  étant  une  constante. 

Cette  égalité,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de  E,  F,  G 
du  n"  %  devient 

d'où  Ton  tire 

/>p«dzv/y>«p*-h(p«-a»)[(a«-/7«)(p«-f-p-«)^p«p^'] 
^  pi— a« 

Donc  : 

Les  lignes  qui,  dans  un  mouvement  hélicoïdal  de  pa- 
ramètre p  autour  de  l'axe  Oz,  restent  sur  rhélicoïde 
engendré  trajectoires  orthogonales  d\in  système  de 
géodésiques,  sont  représentées  par  les  équations 

l  =  pCOStt, 

I)  =  p  sin  u, 

r^   />P«±//>«p*-^(p'-a')r(a«-/>«)(p«  +  P^^)-7Vn^,, 
*•     J  p»— a» 

On  a  un  résultat  très  remarquable,  lorsque  Ton  sup- 
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pose  cous  tau  te  la  courbure  géodésiquc  —  de  la  ligne  mo- 
bile L  et  en  outre  ^  =  o  ;  ici  il  doit  être 

Mais,  à  cause  des  valeurs  de  E,  F,  G,  nous  avons 


il  vient  donc 

P-          ap' 

d'où 

b  étant  une  constante.  La  projection  équatoriale  de  la 
ligne  mobile  L  est  donc  une  spirale  logarithmique. 

Si  Ton  désigne  par  K  la  courbure  totale  de  la  surface, 
on  a  (puisque  E,  F,  G  sont  indépendantes  de  i^) 

^^  I  d  /        I  ^\ 

2/ËG  -  F"«  du  \^EG  —  F«  ^«/ 
c'est-à-dire 

a«  p* 

a 

Cette  égalité,  à  cause  de  p  =  be^  ,  devient 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  sur  une  surface  de  réçolution  une  trajectoire  or^ 
thogonale  h  d'un  système  de  géodésiques  a  la  cour- 
bure géodésique  constante,  la  projection  équatoriale 
de  la  ligne  L  est  une  spirale  logarithmique  et  la  sur- 
face est  à  courbure  constante  négative . 
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7.  Considérons  riiélicoïde  engendré  par  un  cercle  du 
rayon  R  dont  le  centre  glisse  sur  l'axe  de  la  surface, 
tandis  que  le  plan  du  cercle  passe  toujours  par  cet  axe. 

Puisque  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 
cercle  sont 

^  =  R  cos  Uj        Y)  =  o,        C  =  I^  sin  a, 

les  coordonnées  x,  Vj  z  d'un  point  quelconque  de  la 
surface  sont  données  par  les  égalités 

a:  =  R  coswcosp,        ^=RcosMsinp,        ^  =/>ph- Rsinw, 

d'où  Ton  tire 

E  =  R«,        F  =  2;?Rcosa,         G  =/î*-h  R«cos*m. 

La  formule  (9)  donne  pour  la  courbure  géodésique  — 
des  trajectoires  orthogonales  Lf  des  cercles  {v  =  const.) 

Les  lignes  ht  sont   des  géodésiques   sur  riiélico'uh^ 

lorsque  —  =  o,  condition  qui  n'est  autrement  remplie 

que  par  R  =  p. 

On  a  donc  la  propriété  suivante  : 

Lorsque  le  paramètre  du  mouvement  hélicoïdal  est 
égal  au  rayon  du  cercle  mobile,  les  trajectoires  ortho- 
gonales des  cercles  sont  des  lignes  géodésiques. 
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Dans  le  domaine  des  Mathématiques  pures,  on  peut  distin- 
guer deux  parties  :  Tune,  la  plus  élevée,  qui  s'augmente 
constamment,  presque  toujours  par  degrés  insensibles,  ne  re- 
garde que  les  mathématiciens;  Tautre,  longtemps  immuable, 
s'accroit  brusquement,  à  des  intervalles  éloignés,  par  Tadop- 
lion  de  quelque  théorie  nouvelle  :  c'est  la  matière  de  l'ensei- 
gnement, ce  que  doivent  retenir  et  savoir  appliquer  tous  les 
hommes  qui  s'adonnent  aux  sciences  exactes  et,  sans  cultiver 
les  Mathématiques,  ont  toujours  besoin  de  les  connaître. 

Dans  laquelle  de  ces  deux  parties  faut-il  aujourd'hui  ranger 
les  fonctions  elliptiques?  Partout  on  les  enseigne;  seuls  les 
mathématiciens  savent  s'en  servir.  Elles  traversent,  semble- 
t-il,  une  période  de  transition.  C'est  avec  l'espoir  de  hftter  la 
fin  de  celte  période  que  j'ai  entrepris  cet  Ouvrage. 

Trois  Volumes,  dont  voici  le  premier,  contiendront  à  peu 
près  complète,  je  l'espère,  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
avec  ses  principales  applications,  au  point  où  l'on  est  aujour- 
d'hui parvenu.  Mais,  en  offrant  au  lecteur  le  moyen  de  s'in- 
struire complètement  dans  cette  partie  des  Mathématiques, 
j'ai  voulu  lui  permettre  de  graduer  son  instruction.  J'ai  donc 
réservé  pour  le  troisième  Volume  ce  qu'il  y  a  de  plus  abstrait, 
la  théorie  de  la  iranifornxation,  les  applications  à  l'Algèbre 
et  à  l'Arithmétique  supérieure  ;  cette  partie  ne  regarde  que  les 
mathématiciens,  et  les  travaux  incessants  dont  elle  est  actuel- 
lement l'objet  prouvent  qu'elle  n'est  pas  encore  parvenue  à  la 
dernière  perfection. 

L'étude  des  sept  premiers  Chapitres,  la  moitié  du  premier 
Volume,  suffira  pour  connaître  les  fonctions  elliptiques  aussi 
complètement  qu'on  apprend  la  Trigonométrie  dans  les  cours 
élémentaires,  pour  comprendre  les  applications  à  la  Mécanique, 
à  la  Physique,  à  la  Géométrie,  au  Calcul  intégral. 

Ces  applications  sont  nombreuses  déjà,  toutes  d'une  grande 
importance,  comme  rattestent  les  noms  des  géomètres  qui  les 
oqt  faites,  Gauss,  Jacobi,  Lamé,  Ilermite,  pour  ne  citer  que 
les  plus  célèbres. 

C'est  à  rendre  ces  applications  facilement  accessibles  que  je 
me  suis  surtout  attaché,  et  l'on  ne  devra  pas  s'étonner  de  me 
voir,  en  maint  endroit,  insister  sur  des  détails  qui  ne  semblent 
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point  d^abord    intéresser  la  théorie    générale   :  la   meilleure 
théorie  n'est- elle  pas  celle  qui  s'applique  le  mieux? 

Les  applications  auraient  pu,  au  moins  en  grande  partie,  être 
placées  dans  la  seconde  moitié  de  ce  premier  Volume.  Je  les 
ai  remises  au  second,  qu'elles  rempliront  entièrement.  Il  a  paru 
préférable  de  compléter  celui-ci  par  l'exposé  des  divers  modes 
de  développement  des  fonctions  elliptiques  en  séries.  C'est  une 
théorie  dont  la  connaissance  constitue  un  second  degré  d'in- 
struction, mais  qui,  répétons-le,  n'est  pas  indispensable,  pas 
plus  que  la  connaissance  des  développements  en  séries  n'est 
jugée  nécessaire  pour  apprendre  et  appliquer  la  Trigonométrie. 
Toutefois,  comme  l'un  des  modes  de  développement,  particu- 
lièrement célèbre,  a  une  grande  importance  pour  les  calculs 
numériques,  je  l'ai  exposé  à  part,  dés  le  Chapitre  VIII,  offrant 
ainsi  au  lecteur  l'occasion  d'acquérir  facilement,  par  la  con- 
naissance des  séries  de  Jacobi,  ce  qu'il  y  a  de  plus  essentiel 
dans  la  seconde  partie  de  ce  Volume. 

Les  mathématiciens  verront  sans  doute  avec  étonnement  que, 
ne  prenant  pas  les  séries  pour  point  de  départ,  je  n'emploie 
pas  cependant  les  intégrales  imaginaires  et  les  éléments  de  la 
théorie  générale  des  fonctions,  si  propres  à  simplifier  l'exposi- 
tion directe.  Les  procédés  dont  je  fais  usage,  plus  élémen- 
taires, répondent  mieux,  je  crois,  à  l'idée  d'instruction  gra- 
duelle, qui  m'a  servi  de  guide.  En  rejetant  à  la  fin  du  Volume 
Tétude  des  liens  étroits  qui  unissent  les  intégrales  imaginaires 
et  les  fonctions  doublement  périodiques,  j'ai  sacrifié  l'élégance 
à  l'utilité.  Si  j'ai  été  entraîné  par  là,  notamment  dans  les  Cha- 
pitres V  et  VI,  à  quelques  longueurs,  il  ne  faut  pas  trop  le  re- 
gretter :  les  détails  qu'exige  l'unique  considération  des  inté- 
grales réelles  sont,  de  toute  façon,  nécessaires;  si,  en  se  servant 
d'abord  des  intégrales  imaginaires,  on  les  évite  dans  la  théorie 
générale,  on  est  tenu  de  les  aborder  ensuite  pour  certaines  ap- 
plications. Sur  ce  point  donc,  je  demande  aux  mathématiciens 
leur  indulgence  provisoire,  jusqu'à  la  publication  du  second 
Volume.  Ils  pourront  alors  juger  si  le  mode  d'exposition, 
adopté  spécialement  pour  rendre  les  applications  faciles,  ré- 
pond, autant  que  je  le  crois,  au  but  proposé. 

Les  notations  employées  dans  cet  Ouvrage  sont  celles  de 
M.  Weierstrass.  La  préférence  qu'il  faut  leur  accorder  sur  les 
notations  primitives  n'est  pas  contestable.  Pour  les  applica- 
tions, elles  constituent  un  très  grand  progrès,  grâce  surtout  à 
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l'avantage  de  fournir,  dans  l'inversion  des  intégrales  elliptiques, 
les  mômes  formules,  quel  que  soit  le  nombre  des  racines  réelles 
du  polynôme  placé  sous  le  radical.  Ce  n'est  pas  seulement  par 
là  que  M.  Weierstrass  a  innové  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  comme  on  peut  le  voir  dans  les  quelques  feuilles, 
trop  concises,  publiées,  d'après  ses  Leçons,  par  M.  H.-A. 
Schwarz  avec  un  soin  extrêmement  remarquable.  Je  n'ai  pas 
manqué  de  consulter  cette  publication  et  d'y  prendre  un  grand 
nombre  de  formules. 

Tout  en  adoptant  les  notations  nouvelles,  je  fais  connaître, 
dès  le  début,  les  anciennes.  En  apprenant  ici  les  fonctions  el- 
liptiques, on  n'aura  pas  à  craindre  de  ne  pouvoir  lire  les  Ou- 
vrages ou  les  Mémoires  écrits  avec  les  notations  primitives, 
qui,  à  défaut  d'autres  titres,  ont  celui  d'avoir  servi  à  Legendre, 
Abel,  Jacobi  et  à  notre  contemporain  M.  Hermite. 

Dans  le  cours  de  ce  Volume,  on  trouvera  rarement  cités  les 
auteurs  à  qui  sont  empruntées  les  idées  ou  les  démonstrations. 
Je  n'aurais  rien  ajouté  à  la  gloire  des  géomètres  que  je  viens 
de  nommer  en  répétant  leurs  noms  à  chaque  page.  J'ai  cru 
mieux  faire  en  composant  un  aperçu  historique  sur  les  fonc- 
tions elliptiques,  où  chaque  progrès,  mis  à  sa  place  au  point 
de  vue  de  l'importance  et  de  l'époque,  apparaît  dans  son  vrai 
jour.  Mais  cet  aperçu  ne  peut  être  utile  qu'aux  personnes  déjà 
versées  dans  la  théorie;  il  terminera  le  troisième  Volume  et 
contiendra  les  indications  nécessaires  pour  que  le  lecteur  re- 
trouve aisément  dans  le  cours  de  l'Ouvrage  les  théories,  dont 
il  connaîtra  déjà  le  sens,  et  dont  l'histoire  lui  sera  alors  pré- 
sentée. 

Des  amis  dévoués,  MM.  Alfred  Collet  et  Charles  Brisse  ont 
pris  la  peine  de  lire  les  épreuves  et  m'ont  prêté  un  bien  utile 
et  bien  gracieux  concours;  notre  célèbre  imprimeur-éditeur, 
M.  Gauthier-Villars,  après  avoir  accueilli  cette  publication 
avec  un  empressement  que  je  ne  saurais  oublier,  lui  a  prodigué 
tous  SCS  soins,  au  delà,  sans  doute,  de  ce  qu'elle  méritait.  Seul, 
on  le  voit,  je  suis  responsable  des  fautes  qui  subsistent.  Mais 
le  public  d'élite,  auquel  s'adresse  cet  Ouvrage,  saura  bien 
discerner  que  j'ai  voulu  seulement  être  utile  et  me  pardonnera, 
sans  effort,  toutes  les  imperfections  qu'il  serait  en  droit  de  me 
reprocher,  si  mon  livre  avait  des  prétentions  plus  hautes. 
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BMOKB  UGVBRRE,  SA  VIE  ET  SES  TRAVAUX  ('); 

Par  m.  EiGÈNB  ROUCIIÉ, 

Kxaminateor  de   sortie   à   l'Ecole   Polytechnique, 
Professour  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers. 


I. 

Edmond  Laguerre  a  vécu  modeste  et  tranquille,  loin 
(lus  agitations  mondaines,  entre  ses  livres,  sa  famille  et 
quelques  amis  dévoués.  Ses  recherches  scientifiques,  les 
exigences  du  devoir  professionnel,  son  aflcction  pour  son 
aimable  compagne,  enfin  l'éducation  de  ses  deux  filles 
i  ont  absorbé  pleinement;  aucun  autre  plaisir  n'a  eu  d'at- 
traits pour  lui,  et,  à  notre  époque  de  désirs  impatients  et 
d'ambition  fébrile,  Laguerre  a  su  ne  puiser  ses  joies 
qu'aux  sources  pures  du  devoir  et  du  travail. 

Né  à  Bar-le  Duc,  le  9  avril  i834,  il  a  fait  ses  études 
dans  divers  établissements  d'instruction  publique,  ses 
parents  l'ayant  successivement  déplacé  pour  qu'il  eût 
sans  cesse  auprès  de  lui  un  compagnon  chargé  de  veiller 
sur  sa  santé  déjà  précaire.  Partout,  au  collège  Stanislas, 
au  lycée  de  Metz,  à  Tlnstitution  Barbet,  à  l'École  Poly- 
technique, il  se  fit  remarquer  par  sa  rare  intelligence  et 
par  une  aptitude  singulière  pour  les  langues  vivantes  et 
pour  les  sciences  mathématiques.  Certes,  il  n'était  pas 
un  de  ces  élèves  qu^aucune  étude  ne  captive  au  delà  de 
l'heure  réglementaire,  et  qui  s'appliquent  à  toute  chose 
avec  une  ardeur  égale  et  prudemment  contenue.  Ses  cama- 
rades,  il  faut  bien  le  dire.  Font  vu  plus  d'une  fois  plan- 
er) Extrait  du  Journal  de  V École  Polytechnique,  LVI'  Cahier. 
Ann.  de  AfathémaL,  3«  série,  t.  VI.  (Mars  1887.)  8 
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ter  là  son  lavis  ou  son  dessin  graphique  'pour  courir 
après  une  idée  qui  hantait  son  esprit.  C'est  pourquoi, 
entré  à  TFÀ^'ole  le  quatrième,  il  n'était  classé  que  le  qua- 
rante-sixième à  la  sortie^  mais,  en  revanche,  il  avait 
déjà  débuté  dans  la  carrière  scientifique  par  un  coup  de 
maitrc,  et  nous  admirions  tous  cet  étonnant  garçon  qui, 
étant  encore  sur  les  bancs,  trouvait  la  solution  complète 
du  problème  de  la  transformation  homographique  des 
relations  angulaires,  solution  qui  avait  échappé  à  Chastes 
et  à  Poncelet  et  qui  comblait  une  lacune  regrettable  de 
la  Géométrie  supérieure.  Le  bon  Terquem  entrevit 
immédiatement  toute  la  portée  de  ce  brillant  début. 
«  Profond  investigateur  en  Géométrie  et  en  Analyse  », 
écrivait-il  dès  lors  dans  ses  Annales^  «  le  jeune  Laguerre 
possède  un  esprit  d'abstraction  excessivement  rare,  et 
Ton  ne  saurait  trop  encourager  les  travaux  de  cet  homme 
d'avenir.  » 

Cependant,  Laguerre  se  tut  pendant  dix  ans.  Homme 
de  devoir  avant  tout,  son  métier  d'oflîcier  d'artillerie  le 
prit  d'abord  tout  entier,  et  ses  camarades  de  garnison 
pourraient  dire  avec  quel  zèle  il  s'appliquait  à  tous  les 
détails  d'un  service  si  peu  en  harmonie  avec  ses  allures 
et  avec  ses  goûts.  Puis,  envoyé  à  la  manufacture  d'armes 
de  Mutzig,  il  put  à  loisir  s'y  livrer  à  ses  études  favo- 
rites; son  isolement,  comme  autrefois  le  séjour  de  Pon- 
celet à  Saratof,  lui  fut  éminemment  favorable,  et,  en  1 864 , 
lors  de  sa  nomination  comme  répétiteur  à  l'Ecole  Poly- 
technique, il  revint  h  Paris  solidement  armé  pourrepa- 
raitre  sur  l'arène  scientifique. 

De  1 865  à  1 886,  Laguerre  n'a  cessé  d'émettre  des  idées 
originales  et  profondes  sur  les  diverses  branches  des 
Mathématiques  pures.  Si  la  variétés  des  sujets  rend  ses 
Mémoires  difficiles  à  classer,  la  concision  avec  laquelle 
il  hîs  rédigeait  les  rend  encore  plus  impropres  à  l'analyse  5 
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et,  pour  mettre  son  œuvi^  dans  tout  son  jour,  îl  faudrait 
en  reproduire  entièrement]  a  majeure  partie.  Mais,  si  nul, 
mieux  que  lui,  n'a  observé  les  prescriptions  de  Boilcau, 
nul  aussi,  il  faut  le  reconnaître,  n'a  su^  en  se  bornant^ 
mettre  dans  des  écrits  plus  de  précision  et  de  clarté.  Que 
de  fois  Taî-je  entendu  s'élever  vivement  contre  la  pro- 
lixité de  certains  auteurs  plus  sobres  d'idées  que  de  mots! 
tf  Quand  on  veut  être  lu  »,  répétait-il  sans  cesse,  «  on 
ne  délaye  pas  en  cent  pages  un  sujet  dont  le  développe- 
ment en  exige  à  peine  dix.  »  Qu'on  me  pardonne  ces 
détails;  mon  esprit  est  encore  plein  du  souvenir  de  ces 
causeries  intarissables  et  charmantes  dont  nos  tournées 
pour  l'admission  à  l'École  Polytechnique  nous  fournis- 
saientl'henreuse  occasion.  Déjà  liés  d'amitié  avant  notre 
entrée  à  l'École,  puis  associés  pendant  longtemps  à  la 
même  besogne,  nous  avions  un  profond  attachement  l'un 
pour  l'autre,  et  j'ai  pu,  mieux  que  personne,  je  le  dis  non 
sans  fierté,  apprécier  son  savoir  si  étendu  et  sa  loyauté 
si  parfaite,  constater  sa  bienveillance  inépuisable  sous 
des  dehors  parfois  un  peu  brusques,  et  pénétrer  les 
nobles  qualités  de  ce  cœur  peu  prodigue  de  ses  trésors. 

JI. 

L'œuvre  deLagucrre  se  compose  de  i4o  Notes  ou  Mé- 
moires que  l'on  peut  rattacher  k  huit  chefs  princi- 
paux : 

Emploi  des  imaginaires  en  Géométrie  5 

Application  du  Calcul  intégral  et  de  la  théorie  des 
formes  à  la  Géométrie; 

Géométrie  infinitésimale  ; 

Géométrie  de  direction; 

Méthodes  d'approximation  pour  certaines  fonctions 
analytiques^ 
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Résolution  numérique  des  équations  ; 
Équations  diiFérentielles  et  fonctions  elliptiques. 

Nous  consacrerons  un  paragraphe  à  chacune  de  ces  sé- 
ries de  travaux,  en  suivant  Tordre  même  que  nous  venons 
d'indiquer. 

ni. 

Le  premier  travail  de  Laguerre,  nous  l'avons  déjà  dit, 
vsi  relatif  à  la  transformation  homographique  des  rela- 
tions angulaires. 

On  sait,  depuis  Poncelet,  que  tous  les  cercles  tracés 
dans  un  même  plan  passent  par  deux  points  Gxes  imagi- 
naires situés  sur  la  droite  à  l'infini  de  ce  plan.  Laguerre 
donne  k  ces  points  I  et  J  le  nom  d'ombilics  du  plan;  et 
il  appelle  droite  isotrope  toute  droite  menée  par  un  ombi- 
lic. Les  droites  isotropes  d'un  plan  forment  deux  sys- 
tèmes distincts:  le  premier  est  composé  de  droites  paral- 
lèles entre  elles,  mais  passant  par  I^  le  second  de  droites 
aussi  parallèles  entre  elles,  mais  passant  par  J.  De  chaque 
point  du  plan  partent  deux  droites  isotropes  de  systèmes 
différents  et  dont  l'ensemble  forme  un  cercle  de  rayon 
nul.  Le  plan  étant  réel,  toute  droite  isotrope  renferme 
un  point  réel,  mais  un  seul  :  c'est  celui  ou  elle  coupe  la 
droite  isotrope  qui  lui  est  imaginairemcnt  conjuguée. 

Cela  posé,  voici  le  principe  sur  lequel  repose  la  solu- 
tion du  problème  de  la  transformation  homographique 
des  relations  angulaires  : 

Le  rapport  anharmonique  p  du  faisceau  formé  par 
les  deux  côtés  d'un  angle  0  et  par  les  droites  isotropes 
passant  par  son  sommet  est  égal  à 

e^^'-j 
iVoù  Von  déduiJ. 
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les  logarithmes  étant  népériens  et  la  lettre  i  désignant  le 

symbole  ^ — !• 

D* après  cela  et  en  vertu  de  la  projectivité  du  rapport 
anharmonique,  si  plusieurs  angles  A4,.  •  • ,  Ai,.  • . ,  A„, 
situés  dans  un  même  plan,  satisfont  à  une  relation  d'ail- 
leurs quelconque 

F  ( A|  9  •  •  •  )  A|, . .  •  ^  A„)  =  o, 

les  angles  correspondants  A'4, . . . ,  Â!i, ...  ^  A'»  de  la 
figure  homographiquc  seront  liés  par  la  relation 

F(^.logai,...,^logait,...,i.loga„), 

ai  désignant  en  général  le  rapport  anharmonique  que 
les  deux  côtés  de  Tangie  A^  forment  avec  les  droites  qui 
joignent  son  sommet  aux  points  qui  correspondent  aux 
ombilics  de  la  première  figure. 

Par  exemple,  si  l'on  applique  la  transformation  à  c(* 
théorème  élémentaire,  la  somme  des  angles  d'un  poly- 
gone plan  est  un  multiple  de  deux  angles  droits,  ou 
tombe  sur  le  théorème  de  Carnot  relatif  aux  segments 
qu'une  transversale  détermine  sur  les  côtés  d'un  poly- 
gone. 

Laguerre  exposa,  quinze  ans  plus  tard,  sa  doctrine  sur 
Vemploi  des  imaginaires  en  Géométrie  dans  un  Cours 
qu'il  professa  à  la  salle  Gerson  et  dont  il  n'a  malheureu 
sèment  publié  que  quelques  Extraits,  se  contentant  d'y 
puiser,  à  diverses  reprises,  le  sujet  d'importants  travaux. 
Cette  doctrine  repose,  en  dernière  analyse,  sur  trois  no- 
tions fondamentales  :  la  notion  de  l'angle  rattachée, 
comme  nous  venons  de  le  dire,  à  pelle  du  rapport 
anharmonique,  la  distinction  entre  les  foyers  réels  et  les 
foyers  singuliers,  et  enfin  une  représentation  géomé- 
trique des  points  imaginaires  situés  soit  dans  un  plan. 
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soit  dans  l'espace.  Mous  avons  développé  la  première 
idée  \  voici  quelques  explications  sur  les  deux  autres. 

On  nomme,  d'après  Plùcker,  foyer  d'une  courbe  plane 
tout  point  tel  que  deux  tangentes  menées  par  ce  point 
à  la  courbe  passent  respectivement  par  les  ombilics  du 
plan.  Si  la  courbe  ne  passe  pas  par  les  points  I  et  J,  on 
peut  mener,  par  chacun  de  ces  ombilics»  un  nombre  de 
tangentes  égal  à  la  classe  |x  de  la  courbe,  d'où  résultent 
deux  faisceaux  dont  les  intersections  sont  les  [x^  foyers 
de  cette  ligne  ;  \l  de  ces  foyers  sont  réels  et  suffisent, 
d'ailleurs,  pour  déterminer  les  autres.  Mais,  si  la  courbe 
passe  par  I  et  J,  les  faisceaux  des  tangentes  menées  par 
ces  deux  points  forment  deux  groupes  ;  le  premier  groupe 
est  composé  des  tangentes  dont  le  point  de  contact  n'est 
pas  un  ombilic,  et,  si  A"  est  le  nombre  des  branches  de  la 
courbe  qui  passent  par  chacun  des  points  I  et  J,  ce  pre- 
mier groupe  contient  [jl  —  a/r  foyers  réels  que  Laguerre 
nommeyo)^e/\$  ordinaires  comme  les  foyers  trouvés  dans 
le  cas  précédent.  Le  second  groupe,  formé  par  les  tan- 
gentes ayant  leur  point  de  contact  en  l'un  des  ombilics 
sur  la  droite  de  l'infini,  donne  k  foyers  réels  que  l'on  doit 
compter  comme  doubles  et  que  Laguerre  nomme  foyers 
singuliers.  Telle  est  la  distinction  entre  les  foyers  ordi- 
naires et  les  foyers  singuliers  dont  Laguerre  a  révélé 
l'importance  en  montrant  combien  diilérents  étaient 
leurs  rôles  en  Géométrie  plane  et  particulièrement  dans 
la  théorie  des  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  les 
ombilics  pour  points  doubles,  et  que  M«  Moutard,  en  les 
considérant  à  un  autre  point  de  vue,  avait  qualifiées 
A'anallagmatiques. 

Quant  au  mode  de  représentation  géométrique  des 
points  imaginaires,  il  découle  immédiatement,  pour  le 
plan,  de  la  considération  des  droites  isotropes;  il  con- 
siste à  représenter  tout  point  imaginaire  A  parle  seg- 
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ment  ad  que  déterminent  les  deux  points  réels  a  et  à 
situés  respectivement  sur  les  deux  dniites  isotropes  pas- 
sant par  A.  On  montre  aisément  que  la  position  de  ce 
segment  représentatif  est  indépendante  du  choix  des 
axes  de  coordonnées,  et  Ton  voit  en  outre  que,  lorsque 
le  point  A  est  réel,  les  points  a  et  ci  se  confondent  avec 
lui,  en  sorte  que  le  cas  d'un  point  réel  est  contenu  dans 
le  cas  général  du  point  imaginaire.  L'étude  complète 
d'une  courbe  consistera  dans  la  recherche  du  mode  de 
distribution  des  segments  représentatifs  de  ces  divers 
points.  Ainsi  l'on  trouve  que  :  pour  qdun  segment 
[ad)  représente  un  point  situé  sur  un  cercle  réel,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  points  a  et  a!  soient  réciproques 
par  rapport  à  ce  cercle,  et  que,  pour  qu'un  segment 
[ad)  représente  un  point  situé  sur  une  ellipse  réelle,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  deux  points  a  et  al  appartiennent 
à  une  hyperbole  homofocale  à  l ellipse  et  que  la  droite 
ad  soit  parallèle  à  Vune  des  normales  à  l'ellipse  en 
tun  des  points  oii  cette  courbe  rencontre  l'hyperbole. 
Le  cas  de  la  droite  est  le  plus  important  :  Pour  que  plu- 
sieurs segments  représentent  des  points  situés  sur  une 
même  ligne  droite,  il  faut  et  il  suffit  que  le  polygone 
formé  par  les  origines  de  ces  segments  et  le  polygone 
formé  par  leurs  extrémités  soient  semblables  et  inver- 
sement placés.  Laguerre  en  déduit  la  solution  graphique 
des  problèmes  relatifs  à  la  ligne  droite  déterminée  par 
les  segments  représentatifs  de  deux  de  ses  points  et  donne 
ainsi  le  moyen  de  réaliser  les  constructions  où  entrent 
des  données  imaginaires.  Là  est  en  effet  le  nœud  de  la 
question,  attendu  que  certains  problèmes,  dont  la  considé- 
ration des  imaginaires  donne  une  solution  théorique  sim- 
ple et  souvent  immédiate,  ue  sont  résolus  effectivement 
qu'autant  que  les  constructions  auxquelles  conduit  le 
mode  de  démonstration  sont  réalisables. 
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La  représentation  géométrique  des  points  imaginaires 
dans  l'espace  n'est  guère  moins  simple  :  mais  il  faut 
auparavant  détinir  les  plans  et  les  cônes  isotropes,  aiusî 
que  la  conique  ombilicale.  Si  par  un  point  réel  ou  ima- 
ginaire on  mène  divers  plans,  chacun  de  ces  plans  con- 
tient deux  droites  isotropes  passant  par  le  point;  ces 
droites  sont  situées  sur  un  même  cône  du  second  degré 
qu'on  nomme  cône  isotrope  et  que  l'on  peut  aussi  consi- 
dérer comme  une  sphère  de  rayon  nul  ayant  le  point 
donné  pour  centre,  en  sorte  que  toute  section  plane  de 
ce  cône  est  un  cercle  dont  le  centre  est  la  projection  du 
sommet  du  cône  sur  le  plan.  Tous  les  plans  isotropes 
coupent  le  plan  de  l'iniini  suivant  un  même  cercle 
commun  à  toutes  les  sphères  de  l'espace,  et  que  Laguerre 
nomme  conique  ombilicale.  Par  une  droite  on  peut,  en 
général,  mener  deux  plans  tangents  à  l'ombilicale;  ce 
sont  des  plans  isotropes.  Le  couple  de  plans  isotropes 
passant  par  une  droite  donnée  est  coupé  suivant  deux 
droites  isotropes  par  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
droite.  Enfin,  par  une  droite  isotrope,  on  ne  peut  mener 
qu'un  seul  plan  isotrope,  puisque  cette  droite  coupe  le 
plan  de  l'infini  en  un  point  de  l'ombilicale. 

Cela  posé,  soient  a  un  point  imaginaire  de  l'espace  et  a' 
son  conjugué  ;  ces  deux  points  sont  les  sommets  de  deux 
cônes  isotropes  qui  se  coupent  suivant  un  cercle  réel  A 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  sur  la  droite  réelle  cu^^ 
dont  le  centre  est  le  milieu  O  du  segment  aa'  et  dont  le 
rayon  est  égal  à  R^  Ri  étant  l'expression  du  segment  Oa. 
Il  est  clair  que  les  deux  points  imaginaires  conjugués, 
a  et  a',  définissent  complètement  le  cercle  A,  et  réci- 
proquement ;  c'est  ce  cercle  réel  A  que  Laguerre  nomme 
le  cercle  représentatif  du  couple  aa\  Il  est  vrai  que, 
dans  certaines  questions,  on  peut  vouloir  distinguer  ces 
deux  points  l'un  de  l'autre,*  il  suflit,  à  cet  eflbt,  d'ima- 
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giner  que  le  cercle  A  soit  parcouru  dans  uu  certain  sens  ; 
ce  sens  déterminera  celui  des  deux  points  dont  on  veut 
que  le  cercle  soit  la  représentation.  Pour  étudier  une 
courbe  donnée  par  des  équations  supposées  réelles,  il 
suffira  d'étudier  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire 
le  cercle  réel  A  pour  que  les  points  imaginaires  conjugués 
a  et  i/^  qu'il  représente,  appartiennent  a  la  courbe. 
Ainsi^  pow  quun  cercle  réel  représente  un  couple  de 
points  imaginaires  conjugués  situés  sur  une  ellipse 
réelle,  il  faut  et  il  suffit  que  ce  cercle  appartienne  à 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ayant  cette  ellipse 
pour  focale. 

Nous  ne  pouvons  suivre  Laguerre  dans  les  déductions 
si  nombreuses  qn'il  n'a  cessé,  pendant  vingt  ans,  de  tirer 
de  ces  principes  fondamentaux  ;  pour  ne  pas  dépasser 
notre  but,  qui  est  surtout  de  mettre  en  évidence  les 
idées  originales  de  l'auteur,  nous  nous  bornerons  à  citer 
les  résultats  les  plus  saillants  parmi  ceux  auxquels  cette 
voie  Ta  conduit. 

Ce  sont  : 

I*  Des  théorèmes  généraux  sur  les  courbes  algébri- 
ques, tels  que  les  deux  suivants  : 

Si,  par  un  point  M  pris  dans  le  plan  d'une  courbe 
de  degré  n^  on  trace  un  cercle  quelconque,  de  rayon^^ 
le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  a  n  points  corn- 
muns  au  cercle  et  à  la  courbe  est  égal  à  la  puissance  du 
point  M  par  rapport  à  la  cottrbe,  multipliée  par  le 
facteur  R«. 

&",  par  un  point  M  pris  dans  le  plan  dune  courbe 
de  classe  m,  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe, 
l'orientation  de  ces  tangentes  est  la  même  que  celle  du 
faisceau  des  droites  joignant  le  point  M  eiux  mfojrers 
de  la  courbe,  et  le  centre  harmonique  du  point  M  rela- 
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twement  aux  points  de  contact  est  le  méine  que  le 
centre  luumonique  de  ce  point  relativement  aux  m 
foyers. 

De  ces  propriétés  niélrîqucs  découlent  de  nombreuses 
conséquences  relatives  à  la  courbure  des  ligues  et  des 
surfaces;  voici  Jes  plus  curieuses  : 

Si  d'un  point  A  de  l'hjpocjcloïde  à  trois  rebrousse^ 
menis  on  mène  à  la  courbe  la  tangente  dont  le  point 
de  contact  ï  diffère  de  A,  il  suffit  de  prolonger  TA 
d'une  quantité  égale  à  elle-même  pour  obtenir  le 
foyer  de  la  parabole  qui  suroscule  en  A  l'hjpocy^ 
cloïde. 

Si  d'un  point  M  d'une  conique  sphérique  on  abaisse 
sur  les  deux  focales  réelles  des  perpendiculaires  ren^ 
contrant  la  sphère  en  m  et  ni',  le  conjugué  harmo- 
nique M,  par  rapport  à  m  et  à  m\  appartient  au  plan 
osculateur  de  la  courbe  en  M.  Ce  théorème  élégant 
n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  d'une  propositiou 
relative  à  la  biquadratique  sphérique^  c'est-à-dire  à  la 
ligne  d'intersection  d'une  sphère  et  d'une  surface  du 
second  ordre. 

Mï  étant  la  tangente  en  un  point  quelconque  M 
d'une  surface  anallagmatique  du  quatrième  ordre, 
etVetQ  les  deux  autres  points  communs  à  la  droite  MX 
et  à  la  surface;  C  désignant  en  outre  le  centre  de  la> 
surface  et  I  le  milieu  de  la  droite  joignant  les  centres  des 
deux  sphères  qui  y  passant  par  M,  touchent  respective- 
ment la  surface  en  P  e^  Q,  on  aura  le  centre  de  cour- 
bure en  M  de  la  section  normale  passant  par  MT  en 
menant  par  M  une  droite  parallèle  à  IC,  de  même  sens 
et  de  longueur  double.  Pour  rinlelligence  de  ce  théo- 
rème, nous  rappellerons  qu'une  surface  anallagmatique 
du  quatrième  ordre  peut  être  considérée  de  cinq  manières 
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dlfiërentes,  comme  Tenveloppe  de  sphères  qui  coupent 
orthogoaalement  uue  sphère  fixe»  tandis  que  leur  centre 
décrit  une  surface  du  second  ordre*,  les  cinq  quadriques 
aa  moyen  desquelles  on  peut  ainsi  décrire  la  surface 
sont  homofocales,  et  c'est  leur  centre  commun  qu'on 
nomme  centre  de  la  surface  anallagmatique.  Ajoutons 
que,  précédemment  et  presque  simultanément,  Laguerre 
et  M.  Darboux  avaient  trouvé  une  autre  solution,  mais 
bien  moins  élégante,  du  problème  de  la  courbure  des 
surfaces  anallagmatiques. 

2®  Une  étude  ayant  pour  objet  d'étendre  aux  courbes 
sphériques  les  notions  des  foyers  ordinaires  et  des 
foyers  singuliers  et  de  montrer  le  rôle  important  que 
jouent,  dans  la  théorie  delà  projection  stéréographique, 
les  génératrices  imaginaires  de  la  sphère. 

Lorsqu'on  projette  stéréographiquement  une  courbe, 
les  foyers  ordinaires  de  la  courbe  se  projettent  suivant 
les  foyers  ordinaires  de  sa  transformée.  Mais  il  n'en 
est  pas  de  même  pour  les  foyers  singuliers.  Les  foyers 
singuliers  de  la  transformée  sont  situés  sur  les  polaires^ 
par  rapport  à  la  sphère,  des  droites  conjointes  du  pôle 
de  transformation  relativement  à  la  courbe  que  le  plan 
tangent  à  ce  pôle  détermine  dans  l'une  quelconque  des 
surfaces  qui,  avec  la  sphère,  définissent  la  courbe* 

3°  Des  recherches  générales  sur  les  surfaces  à  géné- 
ratrices circulaires  et  leur  application  aux  surfaces  anal- 
lagmatiques du  quatrième  ordre. 

Laguerre  est  revenu  plusieurs  fois  sur  la  théorie  des 
lignes  et  des  surfaces  anallagmatiques.  Dans  une  pre> 
mière  Note,  il  a  retrouvé  le  mode  de  description  donné 
par  M.  Moutard  pour  les  anallagmatiques  planes  con- 
sidérées comme  enveloppes  de  cercles,  eu  le  déduisant 
de  l'existence  de  quatre  cônes  qui  passent  par  une  bî- 
quadratiquc  sphérique;  puis,  dans  deux  autres  écrits, 
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après  avoir  démontré,  relativement  aux  surfaces  aual- 
lagmatiques,  plusieurs  beaux  théorèmes  déjà  énoncés 
par  M.  Moutard,  Laguerre  a  fait  connaître  les  pro- 
priétés toutes  nouvelles  des  focales  ordinaires  et  singu- 
lières de  ces  surfaces,  ainsi  que  les  curieuses  relations 
qui  existent  entre  les  quadriques  homofocales  qui  per- 
mettent leur  génération  ;  de  la  résultent  diverses  propo- 
sitions sur  les  surfaces  homofocales  du  second  ordre,  par 
exemple  la  suivante  : 

Etant  donnés  deux  sur/aces  homofocales  du  second 
degré  et  un  plan  arbitraire}?,  si  r  on  prend  respective-- 
ment  sur  chacune  de  ces  surfaces  un  point  m  et  un 
point  m' f  tels  que  les  plans  tangents  en  ces  points  se  cou- 
pent sur  une  droite  située  dans  le  plan  P,  toutes  les 
droites  telles  que  mm' sont  normales  aune  même  surface. 

4^  Un  Mémoire  sur  la  cjciide  de  Dupin^  renfermant 
beaucoup  de  propositions  nouvelles  sur  les  surfaces  de 
tous  les  ordres  ;  nous  signalerons  s^^écialement  la  partie 
de  ce  travail  qui  concerne  les  surfaces  douées  d'un  axe 
de  rotation. 

On  dit  qu'une  surface  S  est  douée  d'un  axe  de  rota- 
tion, s'il  existe  une  droite  D  telle,  qu'en  faisant  tourner 
2  autour  de  D  d'un  angle  arbitraire  et  désignant  par  H! 
sa  nouvelle  position,  les  surfaces  S  et  S'  se  coupent  sous 
un  angle  constant  le  long  de  leur  intersection,  et  cela 
quel  que  soit  l'angle  de  rotation.  La  recherche  des  sur- 
faces douées  d'un  axe  de  rotation  est  un  problème  dif- 
ficile. Laguerre  a  trouvé  d'abord  une  solution  con- 
tenant une  fonction  arbitraire;  elle  est  fournie  par 
des  surfaces  déjà  étudiées  par  M.  O.  Bonnet  et  dont  les 
deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  composés 
Tunde  cercles,  Tautre  de  courbes  sphériques^  puis  il  a 
trouvé  une  deuxième  solution  entièrement  distincte  de 
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la  première  et  renfermant  aussi  une  fonction  arbitraire. 
La  cyclide  de  Dupin  jouit  de  la  singulière  propriété 
d'appartenir  à  la  fois  aux  deux  espèces  de  surfaces  et 
elle  possède  quatre  axes  de  rotation,  deux  de  la  pre- 
mière espèce,  deux  de  la  seconde. 

5*^  Des  recherches  sur  les  biquadra tiques  gauches, 
c'est-à-dire  sur  les  lignes  d'intersection  de  deux  sur- 
faces du  second  ordre,  dont  voici  le  point  le  plus  im- 
portant : 

Etant  données  une  surface  du  second  ordre  et  deux 
droites  fixes,  Chasles  avait  démontré  que,  si  une  droite 
mobile  rencontre  les  deux  droites  fixes  en  s'appuyant 
sur  la  surface,  la  courbe  de  contact  était  une  biquadra- 
lique  gauche.  On  pouvait  se  demander  si,  inversement, 
toute  biquadralique  gauche  pouvait  résulter  d'un  tel 
mode  de  génération  et  comment,  dans  le  cas  de  TaflBr- 
mative,  on  pourrait  déterminer  la  quadrique  et  les  deux 
droites  fixes.  En  empruntant  à  Clebsch  ses  principes  sur 
Tapplication  des  fonctions  elliptiques  à  la  géométrie  des 
courbes  gauches,  Laguerre  a  fait  voir  que,  pour  une 
biquadratique  donnée,  on  peut  toujours  faire  passer  six 
quadriques  permettant  la  génération  indiquée  par 
Chasles  et  que,  Tune  des  surfaces  étant  choisie,  on  peut 
encore  prendre  d'une  infinité  de  manières  les  deux 
droites  fixes;  une  circonstance  assez  remarquable  est  la 
rencontre  en  celte  étude  des  surfaces  quadricuspidales, 
déjà  étudiées  par  de  la  Gournerie,  et  dont  plusieurs 
belles  propriétés  ont  été  ainsi  rattachées  incidemment  à 
la  théorie  des  intégrales  elliptiques. 

Laguerre  a  en  outre  étendu  à  ces  surfaces  un  beau 
théorème  qu'il  avait  donné  sur  les  surfaces  du  second 
ordre  :  Si,  par  une  ligne  de  courbure  quelconque  K 
d^une  quadrique  A,  on  mène  une  autre  quadrique  A', 
la  surface  développable  circonscrite  à  A  et  A'  touche  A 
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suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure;  de  même,  si,  par 
la   biquadratique  K,   on  mène  une  quadricuspidale 
quelconque  A",  la  développable  circonscrite  à  A  et  A." 
touche  A  suivant  une  de  ses  lignes  de  courbure. 

6^  Une  étude  pleine  d'intérêt  sur  les  lignes  que  La- 
guerre  a  nommées  cassiniennes.  Ces  courbes,  dont  le 
type  est  Tellipse  de  Cassinî,  sont  les  anallagmatiques 
planes  ou  sphériques  jouissant  de  cette  propriété  que 
Ton  peut  circonscrire  à  la  conique  qui  les  définit  un 
quadrilatère  inscrit  dans  le  cercle  directeur  correspond 
'dant.  Laguerre  a  fait  connaître  pour  ces  lignes  plu- 
sieurs modes  de  génération  fort  élégants  \  par  exemple  : 

Si  une  biquadratique  sphérique  est  telle  qu'une 
droite  passant  par  deux  points  de  cette  courbe  ait  pour 
polaire,  relatii^ement  à  la  sphère  sur  laquelle  elle  est 
tracée,  une  droite  rencontrant  la  courbe  en  deux 
points^  cette  ligne  est  une  cassinienne. 

Si  une  droite  s'appuie  sur  les  droites  fixes  en  res- 
tant tangente  à  une  sphère,  cette  courbe  de  contact  est 
une  cassinienne. 

Il  a,  de  plus,  indiqué  une  manière  d'associer  deux  à 
deux  les  points  d'une  cassinienne  qui  facilite  extrême- 
ment l'étude  delà  courbe  et  conduit  à  des  propriétés  fort 
remarquables  : 

Si  Von  prend  le  conjugué  harmonique  d'un  point 
fixe  quelconque  de  la  sphère  relatii^ement  à  chactui  des 
couples  de  points  associés  d'une  cassinienne,  le  lieu  de 
ces  points  conjugués  est  un  cercle. 

Sia  et  b^  c  et  d  sont  les  points  diamétralement  op^ 
posés  à  deux  couples  quelconques  A  et  B,  C  et  Y}  de 
points  associés  d'une  cassinienne,  et  si  M  désigne  un 
point  quelconque  de  la  courbe,  la  différence  des  aires 
des  triangles  sphériques  Mab^  Mcd  reste  constante. 
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7°  Laguerre  retrouve  les  cassiniennes  en  partant  d'un 
point  de  vue  tout  autre  dans  un  Mémoire  Sur  quelques 
propriétés  des  foyers  des  courbes  algébriques  et  des 
focales  des  cônes  algébriques. 

La  proposition  fondamentale,  dans  ces  nouvelles  re- 
cherches, est  la  suivante  : 

La  polaire  d^un  point  quelconque  M  du  plan  d^une 
coiuhe  de  m^^"^^  classe,  par  rapport  aux  droites  obte^ 
nues  en  menant  par  chacun  des  m  foyers  réels  une  per- 
pendiculaire sur  la  droite  qui  joint  ce  foyer  au  point 
M,  se  confond  avec  la  polaire  de  ce  même  point  M  par 
rapport  aux  normales  à  la  courbe,  qui  ont  pour  pieds 
les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  M. 

Après  avoir  déduit  de  là  ce  beau  théorème  de  Liou- 
ville  :  Si,  aux  points  de  rencontre  d'un  cercle  et  d'une 
courbe  plane,  on  mène  les  normales  à  la  courbe,  la 
polaire  du  centre  du  cercle  par  rapport  à  ces  normales 
est  située  à  l'infini,  Laguerre  en  fait  l'application  aux 
coniques  homofocales,  ce  qui  le  conduit  à  cette  proposi- 
tion remarquable  : 

Si  l'on  abaisse  d'un  point  des  normales  à  l'une  quel- 
conque des  coniques  ayant  pour  foyers  deux  points 
donnés  F  et  F',  les  tangentes  menées  aux  pieds  des 
normales  forment  un  quadrilatère  complet,  dont  les 
six  sommets  sont  trois  couples  de  points  associés  d'une 
cassinienne  cubique,  que  ces  sommets  décrivent  lorsque 
la  conique  varie.  Ces  tangentes  roulent  en  même  temps 
sur  une  parabole  dont  le  foyer  est  le  conjugué  harmo- 
nique du  point  M  par  rapport  àF  et  à  F'. 

L'auteur  étend  ensuite  aux  cônes  algébriques  les  pro- 
priétés qui  précèdent  et  déduit  de  là  le  moyen  de  con- 
struire, relativement  à  une  arête  donnée,  l'axe  de  cour- 
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bure  et  même  raccélëration  de  courbure  d'un  cône  du 
second  ordre  dont  on  connaît  les  focales. 

8"  Un  Mémoire  Sur  la  courbe  enveloppée  par  les 
axes  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points 
donnés. 

Celle  courbe,  du  quatrième  degré  et  de  la  troisième 
classe,  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini,  ren- 
ferme dans  son  équation  six  constantes  arbitraires,  et, 
comme  quatre  points  donnés  introduisent  huit  con- 
stantes, il  en  résulte  que  la  même  courbe  peut  être 
regardée  d'une  infinité  de  manières  comme  Tenveloppe 
des  axes  d'une  conique  assujettie  à  passer  par  quatre 
points.  Laguerre  se  propose  de  déterminer,  pour  une 
courbe  donnée  de  la  troisième  classe  doublement  tan- 
gente à  la  droite  de  Tinfini,  les  divers  systèmes  de 
quatre  points  qui  donnent  lieu  au  mode  de  génération 
indiqué.  La  solution  repose  sur  cette  propriété  cu- 
rieuse : 

V enveloppe  des  axes  des  coniques  circonscrites  à  un 
quadrangle  donné  ABCD  est  V enveloppe  des  asym- 
ptotes des  coniques  circonscrites  au  quadrangle  dérivé, 
c^est'à'dire  au  quadrangle  dont  les  sommets  sont  les 
centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC, 
BCD,  CDA,  DAB. 

Parmi  les  théorèmes  qu'il  en  déduit,  nous  remarque- 
rons le  suivant  : 

Les  asymptotes  des  coniques  passant  par  les  sommets 
d'un  triangle  et  par  le  point  de  concours  des  hauteurs 
enveloppent  une  hjpocycloïde  à  trois  rebroussements^ 
tandis  que  les  axes  de  ces  courbes  enveloppent  la  ligne 
symétrique  de  cette  hjpocycloïde  relativement  à  son 
centre. 
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Étendant  ensuite  ses  recherches  à  la  géométrie  à  trois 
dimensions,  l'auteur  étudie  la  distribution  dans  l'espace 
des  axes  des  quadriques  de  révolution,  passant  par 
quatre  ou  cinq  points  donnés^  il  démontre  en  particu- 
lier cette  proposition  : 

Cifiif  points  étant  donnes  sur  une  quadrique  de  révo- 
lotion,  les  centres  des  cinq  sphères  circonscrites  aux 
cinq  tétraèdres  que  l'on  peut  former  en  groupant  ces 
points  quatre  à  quatre  sont  situés  sur  une  cubique 
gaudie  ayant  pour  asymptote  l'axe  de  la  surface. 

Il  montre  enfin  que  la  plupart  des  résultats  obtenus 
ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  théorèmes  plus  géné- 
raux, relatifs  aux  lignes  spiriques  et  aux  surfaces  engen- 
drées par  la  rotation  de  ces  lignes  autour  de  leur  axe. 

Ces  lignes  spiriques,  dont  il  avait  signalé  dans  un 
travail  antérieur  une  série  de  propriétés,  sont  des  anal- 
lagmatiqucs  planes  du  quatrième  ordre,  possédant  un 
axe  de  symétrie.  Une  telle  courbe  a  deux  foyers  singu- 
liers situés  sur  l'axe  de  symétrie  :  si  ces  foyers  coïnci- 
dent, elle  devient  un  ovale  de  Descartes;  si  l'un  des 
foyers  singuliers  est  rejeté  à  Tinfini,  elle  s'abaisse  au 
troisième  degré  ;  enfin,  elle  se  réduit  à  une  conique,  si 
les  deux  foyers  singuliers  passent  à  l'infini.  jNous  cite- 
rons seulement,  parmi  les  propriétés  que  Laguerre  a 
fait  connaître,  celle  qu  il  considérait  comme  fondamen- 
tale : 

Si  Von  joint  un  point  mobile  sur  une  spirique  à  deux 
points  fixes  de  la  courbe^  les  perpendiculaires  élevées 
^ur  les  milieux  des  deux  cordes  ainsi  obtenues  tracent 
sur  l'axe  de  symétrie  deux  divisions  homo graphiques 
ayant  pour  points  doubles  les  foyers  singuliers  de  la 
courbe;  d'où,  l'on  déduit  aisément  que,  un  quadrangle 
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étant  inscrit  dans  une  spirique,  les  sommets  du  qua- 
drangle  dérivé  et  les  deux  foyers  singuliers  de  la 
courbe  appartiennent  à  une  même  conique, 

9**  A  cette  étude  sur  la  spirique  se  rattache  une  mo- 
nographie intéressante  sur  la  cardioïdey  renfermant 
beaucoup  de  propriétés  nouvelles. 

La  cardioïde  est  répicycloïde  engendrée  par  un  point 
d'un  cercle  mobile  qui  roule  sans  glisser  sur  un  cercle 
de  même  rayon.  Elle  dérive  de  la  spirique  générale, 
lorsque  les  points  doubles  à  l'infini  deviennent  des 
points  de  rebroussement  et  que  les  deux  foyers  singu- 
liers se  confondent  en  un  seul  F.  La  division  homogra- 
phique  dont  nous  avons  parlé  à  la  fin  de  l'alinéa  précé- 
dent a  ses  deux  points  doubles  réunis  en  F,  et  Ton 
obtient  ce  théorème  : 

Si  l'on  Joint  un  point  mobile  de  la  cardioïde  à  deux 
points  fixes  de  la  courbe^  et  qu'on  nomme  I  et  K  les 
points  oii  l'axe  de  symétrie  rencontre  les  perpendicu- 
laires élevées  sur  les  milieux  des  cordes  ainsi  obtenues, 

la  différence 
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reste  constante. 

D'autres  propriétés  résultent  d'ailleurs  de  l'applica- 
tion à  la  cardioïde  des  théorèmes  généraux  que  nous 
avons  énoncés  ci-dessus  (i^).  De  la  combinaison  des 
deux  points  de  vue  résulte  une  théorie  simple  et  élé- 
gante de  celte  courbe  qui  rentre  d'ailleurs  dans  le 
groupe  des  unicursales  de  troisième  classe,  dont  La- 
gucrrc  a  donné  un  mode  de  génération  digne  d'être 
remarqué  : 

Une  courbe  de  troisième  classe  est  unicursale,  si  un 
cercle  jouit  de  la  propriété  que  deux  tangentes,  menées 
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à  la  courbe  par  chacun  de  ses  points,  soient  à  angle 
droit.  Le  cercle  touche  la  courbe  en  trois  points  et  les 
normales  menées  au  cercle  en  ces  points  sont  tangentes 
à  la  courbe. 

10^  Citons  enfin  deux  Notes  auxquelles  Laguerre 
attach  ait  quelque  prix  et  qui  ont  pour  objet  la  relation 
(jui  existe  entre  un  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ou 
à  un  quadrilatère,  et  les  éléments  d'une  conique  in- 
scrite  dans  le  même  polygone. 

Poncelet  a  montré  que,  si  un  triangle  est  à  la  fois 
inscrit  dans  un  cercle  C  et  circonscrit  à  une  conique,  on 
peut  inscrire  et  circonscrire  à  ces  deux  courbes  une  infi- 
nité de  triangles.  Mais  quelle  relation  doit-il  exister 
dans  ce  cas  entre  les  éléments  de  la  conique  et  du  cercle? 
Telle  est  la  question  que  Laguerre  s'est  posée,  et  voici 
la  solution  qu'il  a  donnée  :  F  et  G  étant  les  deux  foyers 
de  la  conique,  O  le  centre  du  cercle,  F'  et  G'  les  points 
réciproques  de  F  et  G  relativement  au  cercle,  si  l'on 
mène,  par  F,  la  parallèle  à  OG  jusqu'à  sa  rencontre  R 
avec  GF' ,  la  longueur  de  l'axe  focal  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  GR  et  GF'. 

Dans  le  cas  du  quadrilatère,  D  étant  le  point  de  ren- 
contre de  FG'  et  GF',  si  l'on  mène  par  F  la  parallèle 
à  OD  jusqu'à  sa  rencontre  R  avec  GF',  la  longueur  de 
l*axe  focal  est  moyenne  proportionnelle  entre  GR  et 
GF. 

IV. 

Passons  maintenant  à  l'application  du  Calcul  intégral 
et  de  la  théorie  des  formes  à  la  Géométrie. 

En  développant  la  belle  interprétation  géométrique, 
donnée  par  Jacobî,  de  l'équation  d'Euler 
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OÙ  f  désigne  un  polynôme  du  quatrième  degré,  La- 
guerre  a  été  conduit  à  donner  à  l'intégrale  une  forme 
remarquable  par  sa  simplicité  : 

Si  Von  décompose,  d'une  façon  quelconque,  le  pofy- 
nôme  f{x)  en  deux  facteurs  du  second  degré  8  (a:)  et 
^{x)y  V intégrale  générale  de  V équation  d'Euler  est 

/0(a:)^(^)-V^O(7)cp(:r)  =  C(ar-jK), 
C  désignant  une  constante  arbitraire. 

Parmi  les  propriétés  des  cubiques  gauches  et  des 
cônes  du  second  degré,  que  Laguerre  a  rattachées  à 
cette  intégration,  nous  appellerons  surtout  ratteniion 
sur  une  construction  géométrique  fort  ingénieuse  et  re- 
lative à  l'addition  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  pre- 
mière espèce  \  cette  construction  repose  sur  le  théorème 
suivant  : 

Etant  donnés  sur  une  cubique  gauche  six  points 
dont  les  paramètres  sont  les  racines  de  Inéquation  du 
sixième  degré  V  =:  o,  si  Von  considère  un  quelconque  des 
cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  ces  six  points 
et  deux  plans  tangents  à  ce  cône,  on  aura  les  deux 
relations 

r^'     dx  r^'     dy  r^'     dz      __ 

«4.    v/v(^"^./,..    v/V(7)^J..    v/V(7i~''' 

r^*    xdx  r^'  ydy  r^'    zdz     _ 

Xo   /V(^)^./v„   v/vôô'^.A    v/vTr)"""' 

où  XcjKoî  ^0  désignent  les  paramètres  des  points  ait 
le  premier  plan  coupe  la  cubique  et  x< ,  j  < ,  z<  les  pa- 
ramètres des  points  oit  la  cubique  est  rencontrée  pat'  la 
second  plan. 

On  remarquera  l'analogie  de  ces  résultats  avec  ceux 
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donnés  par  Jacobi  relativement  aux  fonctions  ellipti- 
ques :  Jacobi  obtenait  la  construction  de  l'addition  des 
fonctions  elliptiques  en  faisant  rouler  une  droite  sur 
Fane  quelconque  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  fixes  dont  la  position  détermine  un  polynôme  du 
quatrième  degré  ^  Laguerre  effectue  géométriquement  la 
construction  des  fonctions  ultra-elliptiques  de  première 
espèce  en  faisant  rouler  un  plan  sur  Tun  quelconque 
des  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six  points 
fixes  dont  la  position,  sur  la  cubique  gauche  qui  les 
renferme,  détermine  un  polynôme  du  sixième  degré. 

C'est  au  lien  intime  qui  existe  entre  la  décomposi- 
tion en  trois  carrés  du  polynôme  du  sixième  degré  et  le 
problème  relatif  à  la  construction  des  cônes  du  second 
degré  qui  passent  par  six  points  de  l'espace ,  qu'est  due 
ici  l'introduction^  à  côté  du  Calcul  intégral,  de  la  théorie 
des  formes  algébriques. 

Voici  maintenant  des  recherches  géométriques  où 
celle  dernière  théorie  intervient  d'une  manière  exclu- 
sive et  plus  complète.  Ces  recherches  concernent  suc- 
cessivement les  lignes  planes,  les  surfaces  réglées  du 
second  ordre,  et  enfin  la  surface  du  troisième  ordre  qui 
est  la  réciproque  de  la  surface  de  Steiner. 

Considérons  d'abord  les  lignes  planes. 

Une  première  étude  est  fondée  sur  la  considération 
de  Péquation  U  (X,  [jl)  =  o  qui  a  pour  racines  les  coeffi- 
cients angulaires  des  tangentes  menées  du  point  (a:,j^) 
à  une  courbe  de  classe  n  dont  on  a  l'équation  tangen- 
lielle  F  (m,  v^  w)=o.  Laguerre  donne  à  l'équation 
U=o,  qui  est  du  degré  n  et  dont  les  coefficients  sont 
des  polynômes  entiers  en  x  gI  j.  le  nom  di  équation 
mixte  de  la  courbe,  et  il  indique  le  moyen  de  former 
les  équations  mixtes  des  courbes  que  l'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  les  covariants  de  F(ii,  r,  çv),  ce  qui  le 
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conduit,  en  particulier,  à  une  méthode  simple  pour 
trouver  Téqualion  de  la  cayleyenue  d'une  courbe  algé- 
brique. 

L  équation  mixte  joue  un  rôle  considérable  dans 
Tétude  des  singularités  des  courbes  planes  de  quatrième 
classe;  on  sait  qu'une  telle  courbe  K  possède  a8  points 
doubles  0  et  24  points  de  rebroussemcnt  p  \  il  existe  en 
outre  dans  son  plan  ai  droites  P,  telles  que  la  première 
polaire  de  chacune  d'elles,  relativement  à  K,  se  décom- 
pose en  un  point  p  et  une  conique  résiduelle;  aux 
21  droites  P  correspondent  21  points  py  et  les  ^3  points 
8,  Pf  p  sont  les  points  communs  à  trois  courbes  dont  les 
équations  s'expriment  simplement  en  fonction  de 

àS       d^       (ÏT       dT 
ôx^     dy^      dx^      dy^ 

S  et  T  désignant  l'invariant  quadratique  et  l'invariant 
cubique  de  la  forme  U(X,  |x)  qui,  égalée  à  zéro,  constitue 
l'équation  mixte  de  la  courbe  K.  Soient  K  et  K'  deux 
courbes  de  /j»*^'"*  classe,  ayant  pour  équations  mixtes 
U  =  o  et  U'  £=  o,  on  dit  que  les  faisceaux  de  droites  dont 
ces  équations  donnent  les  coeilGcîents  angulaires  sont 
harmoniques  lorsque  l'invariant  quadratique  I  des  deux 
formes  U  et  U'  est  égal  à  zéro;  le  lieu  des  points  d'où 
Ton  voit  les  courbes  K  et  K'  sous  deux  faisceaux  harmo- 
niques est,  d'après  cela,  une  courbe  I  =  o  de  degré  n\ 
Laguerre  lui  donne  le  nom  de  courbe  harmonique  du 
couple  K  et  K';  si  n  est  impair,  cette  ligne  est  égale- 
ment la  courbe  harmonique  de  deux  quelconques  des 
courbes  du  faisceau  que  K  et  K'  déterminent,  et  elle 
prend  alors  le  nom  de  courbe  harmonique  de  ce  fais- 
ceau. On  déduit  de  là  plusieurs  propositions  remar- 
quables : 

Si  ion  considère  les  différentes  droites  que  Von  peut 
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mener  par  un  point  M  et  si  l'on  prend  leurs  premières 
polaires  par  rapport  à  une  courbe  K  de  quatrième 
classe,  ces  polaires  forment  un  faisceau  de  courbes  de 
troisième  classe  dont  la  courbe  harmonique  est  la 
droite  polaire  du  point  M  par  rapport  à  la  courbe  du 
(quatrième  ordre  S  qui  passe  par  les  24  points  de  re- 
hroussement  de  K.  En  particulier,  les  ai  droites  P sont 
les  droites  polaires  relatii^ement  à  S  des  21  points  p. 
Une  courbe  quelconque  de  troisième  classe  et  sa  hes- 
sienne  sont  ^uues  d'un  point  quelconque  du  plan  suisfont 
deux  faisceaux  harmoniques, 

Laguerre  donne  en  outre  la  condition  pour  que  les 
a8  points  doubles  d'une  courbe  de  quatrième  classe 
soient  situes  sur  une  courbe  du  sixième  ordre. 

Ajoutons,  pour  achever  de  montrer  l'importance  de 
Vé^uation  mixte  dans  la  théorie  des  courbes,  que 
Laguerre  en  déduit,  pour  l'hypocycloïde  à  trois  points  de 
rebroussement,  un  nombre  très  considérable  de  pro- 
priétés nouvelles,  parmi  lesquelles  nous  énoncerons 
seulement  les  deux  suivantes  : 

P  e^  Q  étant  les  points  oà  une  droite  D,  tangente  à 
une  hjpocycloïde  à  trois  rebroussements,  coupe  cette 
courbe,  si  le  sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante 
décrit  la  droite  D,  tandis  que  l'un  des  côtés  reste  tan- 
gent à  la  courbe,  Vautre  côté  de  l'angle  enveloppe 
une  autre  hjpocycloïde  égale  à  la  première,  tangente 
àD  et  passant  par  les  points  P  ef  Q. 

M  étant  un  point  mobile  sur  une  ellipse  K  qui  passe 
par  un  point  fixe  A  et  qui  se  projette  sur  un  plan  P 
suivant  un  cercle,  le  plan  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  la  corde  AM  coupe  le  plan  P  suivant  une  droite 
(fui  enveloppe  une  hjpocycloïde  à  trois  rebroussements. 
Si  le  point  A  se  déplace  sur  l'ellipse,  Vhjpocjcloïde  se 
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déplace  dans  le  plan  P  en  restant  égale  à  elle-même. 
Les  traces,  sur  le  plan  P,  des  plans  normaux  à  l'ellipse 
enveloppent  une  hjpocycloïde  à  quatre  points  de  re- 
broussementy  et  les  deux  tangentes  doubles  de  rebrous- 
sèment  de  cette  courbe  sont  le  lieu  des  centres  des 
sphères  doublement  tangentes  à  l'ellipse. 

Il  faut  encore  rallacher  à  ces  éludes  deux  Mémoires  : 
l'un  Sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  trois 
points  doubles  d'iriflexion,  l'autre  Sur  certains  réseaux 
singuliers  formés  par  des  courbes  planes, 

La  courbe  K  du  quatrième  degré,  étudiée  dans  le 
premier  de  ces  Mémoires,  jouit  de  nombreuses  pro- 
priétés qui  prennent  surtout  une  forme  simple  dans  le 
cas  particulier  où  deux  des  points  doubles  d'inflexion 
sont  les  ombilics  du  plan  -,  la  courbe  est  alors  le  lieu  des 
projections  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  sur 
ses  tangentes,  c'est-à-dire  la  lemniscate  de  BernouUi. 
Sans  entrer  dans  les  détails  de  cette  monographie  si 
bien  faite,  nous  indiquerons  seulement  les  propriétés 
fondamentales  de  la  courbe  K. 

La  cubique  polaire  d'un  point  M  de  la  courbe  se  dé- 
compose en  une  droite,  qu'on  appelle  la  droite  harmo- 
nique du  point  M,  et  en  une  conique  qui  passe  par  les 
trois  points  doubles  et  touche  la  courbe  au  point  M. 

Si  d'un  point  M  de  la  courbe  on  mène  les  quatre 
tangentes  dont  le  point  de  contact  est  distinct  de  M, 
les  quatre  points  de  contact  sont  sur  la  droite  harmo^ 
nique  de  M. 

Les  six  pôles  d'une  droite  par  rapport  à  la  courbe 
sont  les  sommets  du  quadrilatère  complet  formé  pai^ 
les  droites  harmoniques  des  points  oii  la  droite  consi- 
dérée rencontre  la  courbe. 

La  développée  d'une   conique  ayant  trois  tangentes 
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doubles,  sa  corrélative  rentre  dans  l'espèce  étudiée.  Les 
propriétés  obtenues  peuvent  donc  être  regardées  comme 
des  propriétés  relatives  aux  développées  des  coniques. 
Xous  citerons  seulement  celle-ci  : 

Si  l'on  considère  les  quatre  points  où  une  tangente 
(juelconque  à  Li  dév^eloppée  K  d'une  ellipse  coupe  cette 
courbe  K,  les  tangentes  menées  en  ces  points  à  cette 
développée  concourent  en  un  même  point. 

Le  dernier  Mémoire  a  un  caractère  plus  général.  Il  a 
pour  objet  Tétude  du  réseau  des  courbes  du  n""**  ordre 
que  représente,  lorsqu^on  fait  varier  les  paramètres  Ç 
etr^,  Péquation 

AJ-hB7)-t-G  =  o, 

dans  laquelle  A,  B,  C  désignent  trois  polynômes  du  n**"** 
degré  en  x  et  jy^,  liés  d'ailleurs  par  la  relation 

Aj7-4-  Bj-hC  =  o. 

Par  deux  points  c|uelconques  du  plan  passe  une 
courbe  du  réseau.  Une  telle  courbe  est  déterminée  par 
les  valeurs  de  $  et  '/]  *,  elle  passe  d'ailleurs  par  le  point 
qui  a  pour  coordonnées  $  et  tj  et  qui  prend  le  nom  de 
point  principal.  Cela  posé,  on  a  les  propositions  sui- 
vaiues  : 

Toutes  les  courbes  du  réseau  passent  par  (n^ — n  +  i) 
points  fixes  ou  piv^ots.  Deux  courbes  quelconques  du 
réseau  ont  en  commun^  outre  les  pivots,  n  —  i  points^ 
(jui  sont  situés  en  ligne  droite,  et  le  /i***"*  point  où  cette 
droite  rencontre  l'une  quelconque  des  courbes  est  le 
point  principal  de  cette  courbe. 

Les  courbes  du  réseau,  qui  ont  pour  points  princi- 
paux  les  points  d'une  droite,  ont  en  commun  n  —  i 
points  situés  sur  cette  droite  et  qu'on  nomme  points 
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ceniraux  de  la  droite.  Si  une  droite  tourne  autour  d'un 
point  fixe  y  le  lieu  de  ses  points  centraux  est  la  courbe 
du  réseau,  ayant  ce  point  fixe  pour  point  principal. 

Si,  par  chaque  point  du  plan  y  on  mène  à  la  courbe 
du  réseau  ayant  ce  point  pour  point  principal,  les  tan- 
gentes dont  le  point  de  contact  est  distinct  de  M  : 
1**  toutes  ces  droites  ens^eloppent  une  courbe  K  de  la 
classe  (/i* — /i-Hi),  et  du  degré  3(/z  —  i)  qui  est  le 
lieu  des  points  principaux  des  courbas  du  réseau  ayant 
un  point  double;  2^  les  points  de  contact  de  toutes  ces 
tangentes  appartiennent  à  une  courbe  H,  qui  est  le 
lieu  des  points  doubles  du  réseau. 

Si  deux  courbes  de  degré  n  ont  n  —  t  points  corn- 
muns  en  ligne  droite,  leurs  n*  —  /i  4-  i  autres  points 
communs  sont  les  pivots  d'un  réseau  de  l'espèce  consi- 
dérée. En  particulier,  les  courbes  du  troisième  degré 
passant  par  sept  points  fixes  forment  un  réseau  de  cette 
espèce;  c'est  des  propriétés  de  ce  réseau  spécial  que 
M.  Aronhold  a  déduit  sa  belle  construction  de  la  courbe 
du  quatrième  ordre  ayant  pour  tangentes  doubles 
sept  droites  données. 

Si  des  seize  points  communs  à  deux  courbes  du  qua- 
trième  ordre  trois  sont  situés  en  ligne  droite,  deux 
courbes  quelconques  du  même  ordre  passant  par  les 
treize  autres  points  communs  se  rencontrent  en  trois 
nouveaux  points  situés  en  ligne  droite. 

Considérons  maintenant  les  courbes  tracées  sur  une 
surface  du  second  ordre  S. 

La  surface  S  possède  un  double  système  de  généra- 
trices rectilignes;  pour  la  commodité  du  langage,  on 
nommera  directrices  les  génératrices  d'un  système  en 
conservant  le  nom  de  génératrices  k  celles  du  système 
opposé.  Soit  enfin  K  une  conique  prise  arbitrairement  sur 
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la  surface  et  qu'on  appellera  conique  fondamentale  : 
les  points  de  celte  conique  répondent  respectivement 
aux  valeurs  successives  d'un  paramètre  variable.  Par 
chaque  point  M  de  la  surface  S  passe  une  directrice 
coupant  la  conique  fondamentale  en  un  seul  point 
dont  le  paramètre  sera  désigné  par  x\  de  même  par  le 
point  M  passera  une  génératrice  coupant  la  conique  K 
en  un  seul  point  dont  le  paramètre  sera  désigné  par  y. 
Laguerre  prend  les  quantités  x  elj  comme  les  coordon- 
nées du  point  M,  en  sorte  que  Téquation  /"(j:,  j^)s=  o, 
dune  courbe  tracée  sur  la  quadrique  S,  indique,  par  son 
degré  p  par  rapport  à  x,  en  combien  de  points  la  courbe 
coupe  une  génératrice  quelconque,  et  par  son  degré  q^ 
par  rapport  à  ^,  en  combien  de  points  la  courbe 
rencontre  l'une  quelconque  des  directrices.  Après  avoir 
rendu  cette  équation  homogène  en  remplaçant  x  et  y 

par  —  et  4>  il  parvient,  par  la  considération  des  éma- 
nants d'une  forme  binaire,  à  montrer  qu'on  obtient  cette 
équation  en  égalant  à  zéro  un  polynôme  ordonné  suivant 
la  puissance  de  xy' — yjf  et  qui  est  un  covariant  double 
de  certains  polynômes  U,  V,  W,  ...  entiers  enx  et  x'  et 
de  degrés  p  ^q^  p^q  —  2,  P'\-q  —  4i  ••••  L'étude 
de  la  courbe  considérée  se  trouve  ainsi  rattachée  à  l'é- 
tude simultanée  de  ces  formes;  on  pourra  toujours,  dans 
un  calcul  relatif  à  un  système  de  courbes,  faire  en  sorte 
qu'on  n'ait  à  considérer  que  des  invariants  ou  des  cova- 
riants  d'un  système  de  formes  binaires  et  profiter  de 
leurs  propriétés  connues  pour  en  déduire  des  propriétés 
^géométriques  du  système  des  courbes,  ou  pour  simplifier 
les  opérations.  Suivant  le  choix  de  la  conique  fonda- 
mentale, l'équation  d'une  courbe  donnée  varie,  et  l'art 
consiste  à  obtenir  l'équation  qui  renferme  le  moins  de 
formes  possible.  Ainsi,  l'équation  des  cubiques  gauches 
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peut,  d'une  înGnité  de  manières,  être  ramenée  à  ne 
contenir  qu'une  forme  binaire  cubique;  celle  de  la 
biquadratique  (intersection  de  la  surface  S  et  d'une 
autre  quadrique  n'ayant  aucune  génératrice  commune 
avec  la  première)  peut  être  mise,  de  quatre  façons  diflfé- 
rentes,  sous  une  forme  où  n'apparaît  qu'un  seul  po- 
lynôme du  quatrième  degré;  enfin,  pour  la  quartique 
gauche  (courbe  du  quatrième  ordre  par  laquelle  on  ne 
peut  faire  passer  qu'une  surface  du  second  degré),  on 
peut,  mais  d'une  seule  manière,  ramener  son  équation 
à  ne  renfermer  qu'une  seule  forme  biquadratique. 

La  surface  réciproque  de  celle  de  Steiner  est  la  sur- 
face S  du  troisième  degré  qui  contient  les  six  arêtes 
d'un  tétraèdre.  On  voit,  en  effet,  immédiatement  que 
sa  réciproque,  c'est-à-dire  le  lieu  des  pôles  de  ses  plans 
tangents,  par  rapport  à  une  quadrique,  est  une  sur- 
face S'  du  quatrième  ordre  jouissant  de  la  propriété 
d'être  coupée  suivant  deux  coniques  par  chacun  de  ses 
plans  tangents,  c'est-à-dire  la  surface  qu'on  nomme  habi- 
tuellement surface  de  Steiner.  Lagucrre  a  consacré  à  la 
surface  S  deux  beaux  Mémoires,  l'un  d'Analyse,  l'autre 
de  Géométrie.  Le  premier  a  pour  point  de  départ  les 
considérations  suivantes  :  Si  l'on  désigne  par  a,  i,  c, 
é/,  e  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  x,  j^  z^  «, 

Téquatîon 

U  H=(a,  b,  Cy  d,  c)(X,  fji)=  o 

représente  un  plan  mobile  enveloppant  la  surface  dé- 
veloppable 

13— 27J2=0, 

OÙ  I  et  J  représentent  l'invariant  quadratique  et  l'inva- 
riant cubique  de  la  forme  U^  les  polynômes  a,  6,  c,  rf,  c 
sont  d'ailleurs  reliés  par  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène dont  Laguerre  rattache  habilement  les  coefficients 


(  «33) 
numériques  à  une  autre  forme  binaire.  L'équation  J  =  o 
représente  précisément  la  surface  du  troisième  ordre  S 
réciproque  de  celle  de  Steiner,  et  Ton  voit  ainsi  que  Té* 
tude  de  cette  surface  se  ramène  à  la  théorie  de  deux 
formes  biquadratiques  simultanées  dont  l'invariant  qua- 
dratique est  nul.  En  particulier,  comme  la  quadrique 
1  =  0  coupe  évidemment  la  surface  S  suivant  une  de  ses 
ligues  asjmptotiques,  on  voit  que  la  reclierchedu  système 
complet  de  ces  courbes,  dont  la  découverte  appartient 
il'ailleurs  à  Clebsch,  revient  à  la  solution  du  problème 
suivant  :  En  donnant  aux  polj  nomes  «,  A,  r,  dj  e 
toutes  les  ^faleurs  telles  que  J  conserve  la  nié  me  forme, 
quelles  sont  les  valeurs  que  peut  prendre  Vvwariont  IP 
Laguerre  résout  ce  problème  et  donne  en  outre  un  très 
grand  nombre  de  propriétés  nouvelles  de  la  surface  et 
des  courbes  gauches  qui  s'y  rattachent  ;  comme  il  faut 
se  borner,  nous  mentionnerons  seulement  la  propriété 
suivante,  à  cause  de  sa  simplicité  : 

Si,  par  un  point  de  la  surface  S,  on  mène  le  cône 
circonscrit  à  cette  surface,  ce  cône  se  décompose  en 
deux  cônes  du  second  degré;  chacun  d'eux  touche  la 
surface  sui^^ant  une  cubique  gauche,  et  les  surfaces 
développables  ayant  ces  cubiques  pour  arêtes  de  re- 
broussement  coupent  la  surface  S  suii^ant  les  deux 
lignes  asjmpto tiques  qui  se  croisent  au  point  M. 

Quant  au  Mémoire  de  Géométrie  pure  que  Laguerre 
a  écrit  sur  le  même  sujet,  il  a  pour  point  de  départ  un 
mode  particulier  de  représentation  de  la  surface  S  sur 
un  plan;  de  ce  mode  résultent  la  plupart  des  théorèmes 
auxquels  Fauteur  avait  déjà  été  conduit  par  l'analyse  ci- 
dessus,  ainsi  que  d'autres  propositions,  par  exemple  : 

Si  les  trois  faces  d'un  trièdre  touchent  la  surface  S 
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en  trois  points  situés  en  ligne  droite,  parmi  les  neuf 
points  où  les  arêtes  du  trièdre  rencontrent  la  surface, 
il  en  est  trois  qui  sont  situés  sur  une  même  ligne  asym- 
ptotique. 

Pour  achever  le  compte  rendu  de  la  partie  de  l'œuvre 
de  Laguerre  qui  est  relative  à  la  Géométrie  analytique, 
il  nous  reste  à  parler  des  travaux  sur  les  normales  aux 
courbes  et  aux  surfaces  du  second  ordre. 

On  aperçoit  de  suite  comment  la  théorie  des  formes 
s'introduit  naturellement  dans  cette  étude.  En  général, 
trois  droites  passant  par  un  même  point  M  ne  sont  pas 
normales  à  une  conique  ayant  pour  axes  deux  droites 
données^  u  =  o  étant  Téquation  du  troisième  degré  qui 
détermine  les  directions  des  axes  et  celle  de  la  droite  qui 
joint  leur  intersection  au  point  M,  etM'=  o  étant  l'équa- 
tion qui  détermine  les  directions  des  trois  droites  issues 
du  point  M,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  ces  trois  droites  soient  normales  à  la  conique  ayant 
pour  axes  les  deux  droites  données  est  A  =  o  *,  A  désigne 
Tinvariant  des  formes  cubiques  u  et  u\  invariant  qui 
s'oiire  d'ailleurs  dans  beaucoup  d'autres  questions  de 
Géométrie,  notamment  dans  la  théorie  des  cubiques 
gauches. 

Après  avoir  retrouvé  par  une  voie  nouvelle  les  résul- 
tats si  élégants  de  Joachimstahl  sur  les  normales  aux 
coniques  et  aux  quadriques,  Laguerre  obtient  une  série 
de  propriétés  nouvelles  parmi  lesquelles  nous  citerons, 
d'abord  relativement  aux  coniques,  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Si  Von  joint  un  point  quelconque  M  au  centre  d'une 
conique  et  si  Von  mène  par  ce  point  des  parallèles  aujr 
axes 'de  cette  courbe,  les  trois  droites  ainsi  obtenuffs 
sont  telles  que  la  conjuguée  harmonique  de  chacune 
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d'elles  relativement  aux  deux  autres  se  confond  avec 
sa  conjuguée  harmonique  relativement  aux  quatre  nor- 
males que  l'on  peut  mener  du  point  Ma  la  conique. 

U  étant  la  forme  du  quatrième  degré  qui,  égalée  à 
zéro,  détermine  les  directions  des  normales  menées  du 
point  M  à  une  conique,  et  îi  et  S  étant  le  hessien  et 
l'invariant  quadratique  de  cette  forme,  l'équation 


U-.^H  =  . 


détermine  les  directions  des  droites  joignant  le  point  M 
aux  centres  des  cercles  circonscrits  aux  quatre  trian^ 
gles  formés  par  les  pieds  des  quatre  normales  pris  trois 
à  trois.  * 

Puis,  sur  les  surfaces  du  second  ordre,  ouire  la  géné- 
ralisation du  premier  des  deux  théorèmes  qui  précèdent, 
les  propositions  que  voici  : 

Le  centre  de  la  sphère  qui  contient  les  pieds  de 
(fuatre  des  normales  abaissées  d'un  point  M  sur  une 
(juadrique  est  le  milieu  du  segment  qui  sépare  le  point  M 
du  point  dont  la  projection  sur  les  axes  de  la  quadrique 
sont  les  intersections  de  ces  axes  avec  le  plan  des  deux 
autres  normales. 

Les  pieds  des  six  normales  que  l'on  peut  abaisser 
d'^un  point  M  sur  une  quadrique,  ainsi  que  le  point  M 
et  le  centre  O  de  la  surface,  appartiennent  à  une  même 
cubique  gauche^  et,  si,  par  le  point  O,  on  mène  un 
plan  parallèle  à  deux  quelconques  des  normales,  ce 
plan  coupe  les  cubiques  en  deux  points  situés  sur  la 
sphère  qui  contient  les  pieds  des  quatre  autres  normales. 

Mentionnons  enfin  le  problème  suivant  qui  a  quatre 
solutions  et  que  Laguerre  résout  à  l'aide  de  la  règle  et 
du  compas  :  Déterminer  toutes  les  coniques  qui^  passant 
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par  un  point  donné,  sont  normales  à  quatre  droites 
concourantes. 


C'est  un  théorème  de  M.  Bertrand  qui  a  provoqué 
les  premières  études  de  M.  Laguerre  sur  la  Géométrie 
inGnitésimale. 

M.  Bertrand  avait  démontré  depuis  longtemps  que 
les  normales  principales  d'une  courbe  gauche  ne  peu- 
vent être  les  normales  principales  d'une  autre  courbe,  à 
moins  qu'il  n'existe  une  relation  linéaire  entre  les  deux 
courbures  de  la  ligne  donnée.  Laguerre  a  fait  voir  que, 
si  une  surface  réglée  est  applicable  sur  un  hyperboloïde 
de  révolution,  sa  ligne  de  striction  est  une  des  courbes 
étudiées  par  M.  Bertrand,  et  que,  réciproquement,  on 
peut  toujours  considérer  une  telle  courbe  comme  la 
ligne  de  striction  d'une  surface  réglée  applicable  sur  un 
hyperboloïde  de  révolution. 

Nous  ne  pouvons  citer  tous  les  résultats,  souvent  uti- 
lisés depuis,  dont  Laguerre  a  enrichi  cette  branche  des 
sciences  mathématiques.  Nous  devons  surtout  attirer 
l'attention  sur  l'introduction  en  Géométrie  infînilésimalc 
d'un  élément  nouveau,  qui  semble  appelé  à  jouer  un 
rôle  important  dans  la  Géométrie  des  lignes  tracées  sur 
les  surfaces,  si  l'on  en  juge  du  moins  par  l'heureux  paiti 
que  l'auteur  en  a  tiré  pour  la  solution  de  plusieurs  pro- 
blèmes difficiles  : 

Que  l'on  imagine  en  chaque  point  d'une  courbe 
gauche  un  segment  normal  dont  la  longueur  et  la  direc- 
tion soient  fixées  chaque  fois  par  la  position  du  point 
pris  sur  la  courbe,  puis  que  l'on  projette  sur  une  corde 
infiniment  petite  les  segments  normaux  relatifs  h  ses 
extrémités;  la  somme  algébrique  to  de  ces  projections 
est  l'élément  dont  nous  voulons  parler. 
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C'est  un  infiniment  petit  d* ordre  impair,  en  général 
du  troisième  ordre;  sinon  il  est  du  cinquième  ou  du 
septième;  enfin,  il  ne  peut  être  supérieur  au  septième 
ordre  sans  être  absolument  nul,  et  alors  la  courbe  peut 
être  placée  sur  une  surface  du  second  ordre.  Ce  beau 
ihëorème  permet  à  Tauteurde  définir  directement  et  indé- 
pendamment de  toute  surface  du  second  ordre  les  lignes 
qui  peuvent  être  placées  sur  une  telle  surface,  par 
exemple  les  cubiques  et  les  biquadratiques  gauches,  et 
ce  qui  est  plus  remarquable  encore,  les  lignes  géodé- 
siques.  Ces  lignes  sont  caractérisées  par  la  propriété 
suivante  :  Si,  en  deux  points  M  et  M'  d'une  géode- 
sique  tracée  sur  une  surjace  du  second  ordre,  on 
prend  sur  les  normales  principales  des  longueurs  M^ 
et  M'jN'  proportionnelles  aux  racines  cubiques  des 
rayons  de  courbure  correspondants,  les  projections  de 
ces  segments  sur  la  corde  MM'  sont  égales.  De  là  résul- 
tent deux  équations  différentielles  qui  lient  Tare,  la 
courbure  et  la  torsion^  Laguerre  écrit  explicitement 
Tune  d'elles,  qui  otTre  cette  particularité  remarquable, 
de  pouvoir  être  intégrée  sans  qu'on  établisse  aucune  re- 
lation entre  la  torsion  et  la  courbure,  en  sorte  que  le 
carré  de  la  torsion  s'exprime  algébriquement  en  fonction 
de  la  courbure  et  de  ses  deux  premières  dérivées. 

n  convient  en  outre  de  signaler,  sur  les  lignes  géo- 
désiques  des  surfaces  du  second  ordre,  une  curieuse 
extension  d'un  théorème  de  Maclauriu  relatif  à  l'ellipse. 
Si  l'on  nomme  axe  de  courbure,  en  un  point  d'une  telle 
géodésique,  la  droite  qui  a  respectivement  pour  projec- 
tions sur  la  tangente,  la  binormale  et  la  normale  prin- 
cipale, les  quantités 

I  1  I       f/,D 
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p  et  /'  désignant  It^s  rayons  de  courbuie  c*t  do  torsion  au 
point  considéré,  Laguerrc  montre  que  ; 

i**  L'axe  de  courbure  en  un  point  M  est  perpendi- 
culaire au  plan  diamétral  conjugué  de  la  tangente  en 
ce  point; 

2®  Si  le  point  !M  se  déplace  sur  la  géodésique,  tandis 
qu'un  autre  point  iM'  décrit  une  autre  géodésique  de 
la  même  surface,  le  rapport  de  la  projection  de  Vajce 
de  courbure  e/*>  M  sur  la  tangente  en  M',  à  la  projec- 
tion de  l'axe  de  courbure  en  M'  sur  la  tangente  en  M, 
F^este  constant^  il  est  d'ailleurs  égal  à  l'unité,  si  les 
deux  lignes  géodésiques  touchent  une  même  ligne  de 
courbure. 

De  là  résulte  une  construction  facile  de  l'axe  de  cour- 
bure en  un  point  quelconque  d'une  ligne  géodésîque 
d'une  surface  du  second  ordre  et,  par  suite,  le  moyen 
d'obtenir   les   valeurs   en  ce    point    des    quantités    r, 

.^? 
P^'ds' 

Mentionnons  encore,  au  sujet  des  surfaces  du  second 
ordre,  la  solution  graphique  que  Laguerrc  a  donnée 
pour  la  détermination,  en  un  point  quelconque  M,  des 
axes  de  l'indicatrice  et  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux. La  normale  en  M  rencontre  les  plans  principaux 
de  la  surjace  en  trois  points;  les  droites  (D),  menées 
par  ces  points  perpendiculairement  aux  plans  princi- 
paux correspondants,  déterminent  un  hjperboloïde. 
On  peut  construire  deux  génératrices  de  cet  hjperbo- 
loïde appartenant  au  système  (D)  et  perpendiculaires 
au  diamètre  passant  par  M^  ces  génératrices  rencon- 
trent la  normale  en  M  aux  deux  centres  de  courbure 
principaux  relatifs  à  ce  point,  et  les  plans,  menés  par 
le  diamètre  perpendiculairement  à  ces  deux  généra- 
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trices,  coupent  le  plan  tanf^ent  en  M  suivant  les  axes 
de  l 'indicatrice .  I 

Nous  devons  enfin  citer,  avant   de  clore    ce   para-  I 

graphe  :  ! 

1°  Une  Note  sur  la  détermination  des  lignes  géodt5- 
siques  des  surfaces  dont  rélément  linéaire  est  donné  par 
la  formule 

ds^= i ; 

i'  // 

ces  lignes  sont  déterminées  par  la  relation 

ros't       sin'/ 

i  désignant  l'inclinaison  de  la  géodésique  sur  la  courbe 
1^=  cous  t. 

2**  Une  exposition  simple  et  lumineuse  des  formules 
fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces,  telles  qu'elles 
résultent  des  travaux  de  MM.  O.  Bonnet  et  Codazzi.  La- 
guerre  a  déduit  de  ces  formules  certaines  propriétés  des 
systèmes  de  droites  normales  à  une  surface,  qui  méritent 
d'être  remarquées  : 

Si  des  rayons  émanant  d'une  surface  S  sont  nor- 
maux à  une  même  sur/ace  et  si  chacun  d'eux  fait  un 
angle  constant  avec  la  surface  S,  la  projection  de  ce 
système  de  rayons  sur  S  est  un  système  de  lignes  géo- 
dêsiques  de  cette  sur/ace. 

Etant  donnés  un  système  de  lignes  géodésiques  tra- 
céessur  une  surface  et  leurs  trajectoires  orthogonales, 
H  par  chaque  point  M  de  l'une  de  ces  lignes  on  mène 
une  droite  située  dans  le  plan  de  la  tangente  à  cette 
ligne  en  M  et  de  la  normale  à  la  surjace,  l'angle  de 
cette  droite  av^ec  le  plan  tangent  étant  d'ailleurs 
constant  le  long  d^une  trajectoire  orthogonale  (mais 
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pointant  varier  quand  on  passe  (Vune  trajectoire  à 
l'autre)^  toutes  ces  droites  sont  normales  à  une  même 
surface, 

VI. 

Tout  théorème  de  Géométrie  concernant  des  seg- 
ments ou  des  angles  comporte  l'emploi  des  signes; 
mais  ces  théorèmes  se  distribuent  en  deux  genres  bien 
distincts. 

Dans  les  uns,  le  sens  positif  que  Ton  doit  attribuer  à 
chacune  des  droites  de  la  figure  est  arbitraire,  et  les 
énoncés,  s'ils  sont  corrects,  doivent  se  vérifier  de 
quelque  manière  qu'on  fasse  cette  attribution. 

Dans  les  autres,  le  sens  positif  n'est  arbitraire  que 
pour  certaines  droites  de  la  figure^  et  le  sens  positif  des 
autres  droites  est  déterminé  par  le  théorème  lui-même 
dont  il  est  un  élément  essentiel.  Ce  sont  les  propositions 
de  ce  dernier  genre  qui  constituent  ce  que  Laguerre  ap- 
pelait la  Géométrie  de  direction, 

Laguerre  donne  le  nom  de  semi-droite  à  une  droite 
décrite  dans  un  sens  donné  ;  une  droite,  pouvant  être 
parcourue  en  deux  sens  différents,  détermine  donc  deux 
semi-droites  opposées.  De  même,  un  cercle  décrit  dans 
un  sens  indiqué  reçoit  le  nom  de  cycle,  et  un  même 
cercle  détermine  deux  cycles  opposés.  En  outre,  une 
semi-droite  et  un  cycle  sont  dits  tangents,  si  la  droite 
et  le  cercle  correspondants  se  touchent,  et  si,  de  plus, 
sur  Télément  commun,  le  sens  est  le  même  pour  la 
droite  et  pour  le  cercle  ;  si  les  sens  sont  inverses,  on  dit 
que  la  semi-droite  est  une  tangente  apparente  du  cycle. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  qu*o/i  ne  peut  mener 
à  un  cycle  donné  qu'une  tangente  parallèle  à  une 
semi' droite  donnée  et  que  deux  cycles  donnés  n'ont 
que  deux  tangentes  communes  et,  par  suite,  qu'un  seul 
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centre  de  similitude.  D'ailleurs,  les  trois  centres  de  si- 
militude de  trois  cycles  considérés  deux  à  deux  sont  sur 
une  même  droite  qui  est  Vaxe  de  similitude  de  ces  trois 
cycles. 

On  nomme  distance  tangentielle  de  deux  cycles  la 
(lislanoe  comprise,  sur  Tune  des  deux  tangentes  com- 
munes, entre  les  deux  points  de  contact^  elle  n'est  dé- 
terminée qu'en  valeur  absolue. 

Le  rayon  d'un  cycle  sera  considéré  comme  positif  si 
le  cycle  est  décrit  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre 
et  comme  négatif  dans  le  cas  contraire.  Par  suite,  Tétant 
la  distance  tangentielle  de  deux  cycles,  R  et  R'  leurs 
rayons  et  D  la  distance  des  centres,  on  a  la  relation 

T«=D>— (R  —  H')2, 
qui  se  réduit  à 

T*  =  — 4R» 

pour  deux  cycles  opposés. 

Le  cycle  qui  a  pour  centre  un  point  donné  et  qui 
louche  une  semi-droite  donnée  est  bien  déterminé;  la 
distance  du  pointa  la  semi-droite  est  le  rayon  du  cercle-, 
elle  est  donc  déterminée  en  grandeur  et  en  signe. 

\}\\  point  doit  être  considéré  comme  un  cycle  infini- 
ment petit  et  toutes  les  semi-droites  passant  par  ce  point 
comme  des  tangentes  à  ce  cycle. 

Etant  données  deux  semi-droites,  le  lieu  des  centres 
des  cycles  qui  leur  sont  tangents  est  une  droite  qu'on 
nommera  la  bissectrice  des  deux  semi^droites.  Par 
suite,  le  cycle  astreint  à  toucher  trois  semi-droites  don- 
nées est  unique,  et  son  centre  est  à  la  rencontre  des 
trois  bissectrices  des  semi-droites  prises  deux  à  deux. 

11  importe  d'observer  que  les  cycles  qui  touchent  deux 
semi-droites  opposées  sont  les  divers  points  de  la  droite 
((u'elles  déterminent.  On  le  voit  eu  supposant  ciue,  le 


(  '4^  ) 

point  (l'intersection  des  deux  semi-droites  restant  fixe^ 
l'angle  de  ces  semi-droites  décroisse  indéQniment  de 
façon  que  les  deux  semi-droites  viennent  se  confondre 
avec  leurs  bissectrices  ;  à  la  limite,  les  cycles  inscrits  se 
réduisent  à  des  points,  tandis  que  les  deux  semi-droites 
deviennent  des  semi-droites  opposées. 

Ces  déGni lions  étant  établies,  voici  en  quoi  consiste 
la  méthode  de  transformation  par  semi-droites  réci- 
proques qui  constitue,  sans  contredit.  Tune  des  plus 
ingénieuses  créations  de  Laguerre. 

Considérons  une  droite  fixe  û  et  un  cycle  K  situés 
dans  un  même  plan;  soit  P  un  point  choisi  arbitraire- 
ment sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  du 
cycle  sur  la  droite  û;  à  chaque   semi-droite  MN  du 
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plan,  ou  peut  faire  correspondre  une  autre  semi-droite 
de  la  façon  suivante.  Menons  au  cycle  K  la  tangente  A6 
parallèle  à  MN,  joignons  le  point  de  contact  A  au 
point  P  ;  puis,  au  point  A'  où  la  droite  AP  coupe  le  cycle, 
menons  la  tangente  A'B';  la  semi-droite  MN'  menée  pa- 
rallèlement à  A'B'  par  le  point  M  où  MN  rencontre  û 
sera  la  semi-droite  correspondant  à  MN.  Il  est  évident^ 
d'après  les  constructions  indiquées,  que  MN  correspond 
réciproquement  à  MN';  on  dit,  d'après  cela,  que  ces 
semi-droites  sont  réciproques. 

On  démontre  aisément  que  deux  couples  quelconques 
de  semi-droites  réciproques  sont  tangentes  à  un  même 
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cycle,  La  transformation  se  trouve  caractérisée  par  cette 
propriété  et  par  celle  qui  est  contenue  dans  la  déGnition 
même  et  qui  consiste  en  ce  que  deux  semi-droites  rc- 
ciproques  se  croisent  sur  l'axe  ù  de  transformation. 

Il  est  clair  que  la  transformation  est  définie  quand  on 
se  donne  Taxe  Q  de  transformation  et  deux  semi-droites 
réciproques  D  et  IV;  pour  obtenir  la  semi-droite  A'  réci- 
proque d'une  semi-droite  quelconque  A,  il  suffira  de 
construire  le  cycle  tangent  à  D,  ly  et  A;  la  seconde  tan- 
gente menée  au  cycle  par  le  point  M  où  A  coupe  Taxe  Ù 
sera  la  semi-droite  demandée  A'. 

Si  Ton  considère  une  courbe  C  comme  Tenveloppe 
d'une  semi -droite  mobile  A,  la  réciproque  A'  de  A  enve- 
loppera une  courbe  C  qu'on  nomme  la  transformée  de 
la  courbe  C. 

On  démontre  : 

i"  Que  des  semi -droites  parallèles  ont  pour  récipro- 
ques des  semi-droites  parallèles  et  qu'il  y  a  deux  séries 
de  semi-droites  parallèles  qui  se  transforment  en  elles- 
mêmes  ; 

2°  Que,  si  une  semi-droite  touche  deux  courbes  en 
deux  points  P  et  Q  et  si  la  semi-droite  réciproque  A' 
touche  la  transformée  aux  points  P'  et  Q',  les  deux  lon- 
gueurs PQ  et  P'Q'  sont  égales. 

3°  Qu'un  cycle  K  a  pour  transformé  un  cycle  K'; 
Taxe  radical  de  K  et  K'  est  l'axe  de  transformation  ;  leurs 
tangentes  communes  sont  parallèles  à  deux  directions 
Gxes  (directions  des  semi-droites  qui  se  transforment  en 
elles-mêmes)^  la  distance  tangentielle  de  deux  cycles 
est  d'ailleurs  égale  à  la  distance  tangentielle  des  deux 
cycles  correspondants. 

Désignons  par  R  et  R'  les  rayons  des  deux  cycles  et 
par  D  et  ly  les  distances  de  leurs  centres  à  l'axe  Q  ;  R  et 
R'  sont  donnés  en  grandeur  et  en  signe,  et  il  en  est  de 
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même  de  D  et  FV,  l'axe  de  transformation  étant  ici  con- 
sidéré comme  une  semi-droite  dont  on  fixe  le  sens  arbi- 
trairement. Les  rapports 

D  — D'       D-hD^ 
H  —  K'  '     R  -+-  K' 

ont  une  même  valeur  constante  qu'on  nomme  module 
de  la  transformation.  Une  transformation  étant  définie 
par  son  axe  et  son  module,  il  existe  une  infinité  de 
cycles  qui  se  transforment  en  simples  points;  leur  pro- 
priété caractéristique  consiste  dans  la  proportionnalité 
de  leur  rayon  R  à  la  distance  D  de  leur  centre  à  Taxe. 
On  peut  transformer  en  trois  points  trois  cycles  qui  ne 
sont  pas  rencontrés  parleur  axe  de  similitude. 

Tels  sont  les  principes  fort  simples  qui  servent  de 
fondement  à  la  transformation  par  semi-droites  réci- 
proques. 

Celle  transformation  peut  servir,  comme  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques,  soit  à  simplifier 
la  solution  de  certains  problèmes,  soit  a  généraliser  cer- 
taines propriétés  géométriques. 

Si  Ton  propose,  par  exemple?,  de  construire  un  cjde 
tangent  à  trois  cjclcs  donnés^  on  transformera  ces  cycles 
en  trois  points  en  prenant  pour  axe  de  transformation 
l'axe  de  similitude.  Le  cercle  passant  par  ces  points  dé- 
terminera deux  cjxles  opposés  dont  les  réciprcKjucs  sont 
les  solutions  du  problème.  D'ailleurs,  comme  deux 
cycles  opposés  rencontrent  Taxe  de  transformation  aux 
mêmes  points,  il  en  est  de  même  de  leurs  réciproques, 
d*où  Ton  voit  que  la  question  proposée  a  deux  solu- 
tions. 

Le  problème  de  mener  un  cercle  tangent  à  trois  cer- 
des  donnés  se  ramène  immédiatement  au  pi'écédent  en 
attribuant   un  s<*ns    n   chaque  cercle  de  manière   à    le 
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iransfornicr  en  cycle;  cette  attribution  pouvant  se  faire 
(le  quatre  manières  diiférentes,  on  voit  qu*il  y  a  huit 
solutions. 

Observons  encore  qu'on  peut  souvent  avec  avantage 
employer  simultanément  la  transformation  par  semi- 
droites  réciproques  et  la  transformation  par  rayons  vec- 
Leurs  réciproques.  Par  cette  double  transformation,  on 
peut  transformer  cinq  cycles  en  deux  semi-droites  et  trois 
|)oints. 

C'est  dans  la  géométrie  de  la  sphère  que  Laguerre 
a  puisé  ridée  de  sa  théorie  des  cycles  ;  voici  comment  : 

Lorsqu'un  point  M  se  déplace  sur  une  sphère,  le  grand 
cercle  dont  ce  point  est  le  pôle  enveloppe  une  courbe 
sphérique  C  corrélative  de  la  courbe  C  décrite  par  le 
point  M.  Mais,  si  à  un  pôle  M  répond  un  grand  cercle 
polaire  unique,  à  un  grand  cercle  correspondent  deux 
pôles,  en  sorte  que  la  théorie  des  courbes  sphérique.s 
ainsi  présentée  oil're  quelque  chose  de  défeclueiix.  C'est 
pour  faire  disparaître  cette  imperfection  que  Laguerre  a 
imaginé  de  faire  correspondre  à  un  point  M,  non  plus  le 
grand  cercle  polaire,  mais  ce  cercle  parcouru  dans  un 
sens  déterminé  pour  un  spectateur  placé  sur  la  sphère 
et  ayant  ses  pieds  en  M;  en  appelant  grand  cycle  le 
cercle  ainsi  défini  de  position  et  de  direction,  on  voit 
qu*à  un  point  de  la  sphère  répond  un  grand  cycle  po- 
laire bien  déterminé,  et,  réciproquement,  qu'à  un  grand 
cycle  correspond  un  pôle  unique.  De  cette  manière ,  la 
corrélative  d'une  courbe  algébrique  décrite  par  un  point 
mobile  sur  la  sphère  est  l'enveloppe  de  grands  cycles  et, 
par  suite,  une  courbe  de  direction^  c'est-à-dire  une 
courbe  telle  qu'en  chaque  point  sa  tangente  sphérique 
(arc  de  grand  cercle)  ait  non  seulement  sa  position, 
mais  encore  sa  direction  déterminées.  Ces  notions  s'im- 
posent évidemment  quand  on  veut  approfondir  la  géo- 
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m é trie  de  la  sphère.  Si  maintenant  on  suppose  que,  le 
rayon  de  la  sphère  croissant  au  delà  de  toute  limite,  la 
sphère  dégénère  eu  un  plan,  les  grands  cycles  devien- 
dront des  semi-droites,  et  Ton  voit  même  ainsi  com- 
ment Laguerre  a  été  conduit  à  considérer  les  courbes 
planes  de  la  quatrième  classe,  auxquelles  il  a  donné  le 
nom  d'hjper cycles.  Ces  courbes  ne  pouvaient  sans 
doute  lui  échapper,  puisqu'elles  sont  les  transformées 
par  semi-droites  réciproques  de  la  parabole  et  qu'il  était 
naturel  d'appliquer  le  mode  de  transformation  à  cette 
ligne,  la  plus  simple  après  le  cercle.  Mais,  par  le  fait, 
c'est  en  étudiant  les  courbes  de  direction  corrélatives 
des  cassinicnnes  sphériques  dont  nous  avons  parlé  au 
§  III,  puis  en  faisant  dégénérer  la  sphère  en  un  plan, 
que  Laguerre  a  obtenu  les  premières  propriétés  des  hy- 
percycles. 

Nous  ne  voudrions  pas  être  trop  longs,  mais  quelques 
indications  sont  encore  nécessaires  pour  montrer  l'ex- 
tension que  Laguerre  a  su  donner  à  cette  théorie. 

Le  cycle  et  l'hypercycle  sont  des  courbes  de  direction, 
mais  il  n'en  est  pas  ainsi  d'une  courbe  algébrique  quel- 
conque. Pour  qu'on  puisse  transformer  une  courbe 
algébrique  C  de  classe  n  en  une  courbe  de  direction  C©. 
en  la  supposant  décrite  dans  un  certain  sens,  il  faut  que, 
parmi  les  a/i  tangentes  communes  à  la  courbe  C  et  à  un 
cycle  quelconque  K,  il  y  en  ait  seulement  n  qui  soient 
des  tangentes  effectives  à  Coi  les  n  autres  étant  des  tan- 
gentes apparentes.  L'équation  qui  détermine  les  tan- 
gentes communes  à  K  et  à  C  doit  donc,  par  l'extraction 
d'une  racine  carrée,  se  ramener  à  la  résolution  de  deux 
équations  de  degré  //,  et  comme,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, l'équation  tangentielle  d'un  cercle  quelconque 
est 

^2  4    ('2  =  (  3t  «  -h  p  f  -4-  f  )*  j 
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il  en  résulle  que  V équation  tangentielle  la  plus  géné- 
rale d'une  courbe  de  direction  est  de  la  forme 

F«(m,  ç»)  — (a«-4-p«)**(w,  <')  =  o, 

Y  et  ^  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  u  et 
de  V.  Dans  tout  autre  cas,  et  tel  est  celui  d'une  conique 
quelconque  difTé rente  du  cercle,  pour  transformer  une 
courbe  algébrique  C  en  une  courbe  de  direction,  il  faut 
la  considérer  comme  double,  c'est-à-dire  comme  résul- 
tant de  la  superposition  de  deux  courbes  opposées  qui 
sont  l'enveloppe  d'un  cycle  de  rayon  infiniment  petit 
dont  le  centre  décrit  la  ligne  C. 

Les  cycles,  qui,  ayant  leurs  centres  sur  une  courbe 
algébrique,  touchent  une  même  semi-droite,  enveloppent 
évidemment  une  courbe  de  direction  qui  est  une  anti- 
caustique  de  la  ligne  primitive,  les  rayons  incidents 
étant  perpendiculaires  à  la  semi-droite  considérée.  Ainsi 
toute  anticaustique  d'une  courbe  algébrique  est  une 
courbe  de  direction,  et,  réciproquement,  une  courbe  de 
direction  quelconque  est  une  anticaustique  d'une  infi- 
nité de  lignes  algébriques  qu'on  peut  déterminer. 

Les  courbes  parallèles  à  une  courbe  de  direction  sont 
également  des  courbes  de  direction,  et  il  en  est  de  même 
de  l'enveloppe  de  leurs  normales. 

Outre  de  nombreuses  propriétés  des  systèmes  de  cycles 
et  les  conséquences  intéressantes  qui  en  résultent  rela- 
tivement aux  coniques,  Laguerre  a  donné  une  théorie 
complète  des  hypercycles  et  en  particulier  de  l'hyper- 
cycle  cubique.  Tandis  qu'un  hypercycle  c[uelconque 
peut  être  défini  comme  une  courbe  de  la  quatrième 
classe  et  du  sixième  ordre,  passant  par  les  ombilics  du 
plan  et  ayant  trois  tangentes  doubles  dont  l'une  est  la 
droite  de  l'infini,  ou  encore  comïue  une  anticaustique 
par  réfraction  de  la  parabole,  les  rayons  incidents  étant 
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parallèles,  riiypercyclc  cubique  peut  être  défini  coiiinie 
une  courbe  de  troisième  classe,  passant  par  les  ombilics, 
touchant  la  droite  de  l'infini  et  ayant  une  tangente 
double  apparente,  ou  encore  comme  une  anlicaustîque 
par  réllexion  de  la  parabole,  les  rayons  incidents  étant 
parallèles;  c'est  la  courbe  de  direction  la  plus  générale 
de  la  troisième  classe,  et,  par  suite,  la  première  à  étu- 
dier après  les  cycles,  qui  constituent  à  eux  seuls  les 
courbes  de  direction  de  la  seconde  classe.  Laguerre  a 
résolu,  relativement  à  l'hypercycle  cubique,  les  divers 
problèmes  qui  n'exigent  que  l'emploi  de  la  règle  et  du 
compas  et  a  indiqué  un  grand  nombre  de  propriétés, 
parmi  lesquelles  il  faut  surtout  signaler  une  relation 
remarquable  entre  six  tangentes  quelconques. 

Toutes  les  notions  qui  précèdent  peuvent  d'ailleurs 
être  étendues  à  l'espace,  notamment  la  méthode  de 
transformation  qui  est  alors  une  transformation  par 
semi-plans  réciproques  et  d'où  Laguerre  a  déduit,  entre 
autres  applications,  les  beaux  théorèmes  de  M.  Darboux 
sur  les  anticaustiques  des  surfaces  du  second  ordre. 

Vil. 

Passons  maintenant  aux  travaux  d'Analyse  pure. 

Les  premières  recherches  analytiques  de  Laguerre  ont 
pour  objet  des  méthodes  d'approximation  pour  des  fonc- 
tions spéciales.  Elles  trouvent  leur  point  de  départ  dans 
certains  Mémoires  de  Lagrange  ou  de  Jacobi  et  dans 
divers  travaux  de  M.  Hermite,  pour  lequel  Laguerre 
professait  une  si  légitime  admiration. 

Lagrange  s'était  occupé  de  la  réduction  en  fraction 
continue  d'une  fonction  définie  par  une  équation  dîfle- 
rentii'lle  du  premier  ordre  à  coefficients  rationnels. 
Laguerre,  considérant  le  cas  particulièrement  important 
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OÙ  l'équation  est  linéaire,  a  résolu  la  question  d'une 
manière  bien  plus  complète  en  signalant  et  utilisant  les 
liens  étroits  qui  rattaclicnt  cette  recherche  à  la  théorie 
(les  équations  diUérentielles  linéaires  du  second  ordre 
admettant  pour  intégrales  des  polynômes  algébriques. 
Soit  une  fonction  z  développablc  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x  et  satisfaisant  à  Tcquation  diHéren- 
tielle 

oùU,  V,  W  désignent  des  polynômes  entiers.  La  ré- 
duite de  rang  n  +  i  étant 

Laguerre  montre  d'abord  que/),  satisfait  à  une  équation 
JiOerentielle  linéaire  du  second  ordre  dont 

est  une  deuxième  solution;  il  ramène  ainsi  la  question 
à  former  cette  équation  du  second  ordre  et  à  déterminer 
les  polynômes  du  premier  degré  Q/,  qui  figurent  dans  la 
formule  de  récurrence 

//I4-1—  Q«/« -+-/«-!=  O. 

A  cet  effet,   il  introduit  des  polynômes  auxiliaires, 
dont  les  uns  ©«  sont  du  degré  de  l'expression 

V       W 

_  H_ 

X  X^ 

et  les  autres  û;,  d'un  degré  supérieur  d'une  unité.  Ces 
polynômes  satisfont  à  quatre  identités,  d'où  l'on  déduit 
immédiatement  et  sans  calcul  les  polynômes  Q»  et 
Téqualion  diflférentielle,  dans  le  'cas  où  ©„  est  de  degré 
zéro.  Lorsque  6»  est  d'un  degré  plus  élevé,  les  identités 
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dont  nous  venons  de  parler  permettent  de  déduire  B„_, 
et  Qn^i  de  0«  et  û^,  et  par  suite,  de  calculer  par  récur- 
rence les  polynômes  Q,,,  ainsi  que  les  numérateurs  et 
les  dénominateurs  des  réduites. 

Laguerre  a  appliqué  cetle  théorie  à  diverses  fonctions, 
et  notamment  aux  fonctions 


aro  ung 
e 


'■  m-'  /"?-'• 


On  sait  que  Laplace  a  donné,  dans  la  Mécanique  cé- 
leste, le  développement  en  fraction  continue  de  Tîntc- 
grale 


r 


sa  démonstration,  reposant  sur  Teraploi  d*une  série 
divergente,  est  absolument  inadmissible,  bien  que  les 
résultats  soient  exacts,  comme  Ta  fait  voir  Jacobi  en  dé- 
montrant ces  résultats  directement.  Laguerre  fait  obser- 
ver que  la  méthode  qu*îl  a  appliquée  à  l'intégrale 


J        ^ 


subsiste  entièrement  pour  l'intégrale  de  Laplace^  ajou- 
tons que  sa  méthode  a  l'avantage  de  montrer  avec  net- 
teté comment,  en  partant  d'une  série  divergente,  on 
peut  arriver  néanmoins  à  une  fraction  continue  don- 
nant la  valeur  de  la  fonction  à  représenter. 

Le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puis- 
sances croissantes  d'un  polynôme  avait  déjà  fixé  l'atten- 
tion de  Jacobi,  mais  sculemenl  au  point  de  vue  de  la 
détermination  des  coefficients.  Laguerre  a  montré  com- 
ment on  pouvait  rattacher  cette  théorie  difficile  à  celle 
beaucoup  plus  aisée  de  l'approximation  par  les  fractions 
rationnelles.  11  a  traité,  en  particulier,  deux  cas  fort 
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intéressanls  :  celui  de  e^  suivant  les  puissances  d'un  po- 
lynôme F{z)y  et  celui  de  y  (x  +  £z),  y  désignant  une 
foncliou  quelconque,  suivant  les  puissances  de  x  {x  —  i). 
Dans  le  premier  cas,  il  est  conduit  à  une  équation  diilé- 
rentielle  linéaire  d'ordre  n  qu^il  intègre  complètement, 
en  employant  l'équation  adjointe  de  Lagrange.  L'étude 
du  second  le  conduit  à  une  élégante  formule  d'interpola- 
tion, trouvée  antérieurement  et  de  tout  autre  façon  par 
M.  Hermite. 

Voici  encore,  dans  le  même  ordre  d'idées,  un  résultat 
très  important.  Après  avoir  démontré  géométriquement 
ce  théorème  de  M.  Hermite  :  «  Si,  pour  toutes  les  ra- 
cines de  V équation 

V{x)-\-i^{x)  =  o, 

le  coefficient  de  i  a  le  même  signe^  V équation 
p  Y{x)  -f-  q^{x)^  o, 

ou  p  et  q  désignent  deux  nombres  réels  arbitraires,  a 
toutes  ses  racines  réelles  »,  Laguerre  établit  la  proposi- 
tion suivante  : 

F(j:)  désignant  un  polynôme  de  degré  /îjx,  tella- 
nient  choisi  que  les  fractions 

^i(t)  ^t(x)  ^n{^) 

F{x)  '      ¥{x)  '        "'       h\x) 
approchent  le  plus  des  transcendantes 

le  polynôme  F  (a:)  est  entièrement  caractérisé  par  cette 
propriété  que^  dans  le  développement  de  F{x)e^^ 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  le  coefficient  de 
x^<"-*^  est 

L'expression  de  F  (o:)  résulte  de  là  fort  aisément. 


Citons  enfin,  pour  ne  rien  oniotlre  (ressentie!  : 
1°  Une  étude  sur  le  développement  de  Tintégraliî 


/■ 


qui  conduit    aux  polynômes  U,/,    rencontrés  déjà   par 

M.  Hermite  à  propos  des  dérivées  successives  de  e^  ^ 
2°  Une  démonstration,  par  la  théorie  des  fractions 

continues  algébriques,  du  tliéorènie  fondamental  de  la 

théorie  des    fonctions   symétriques    des   racines    d'une 

équation,    théorème  qui,   donné  d'abord   par  Cauchv; 

avait  été  démontré  par  Borchardt  au  moyen  de  la  théorie 

des  fonctions  ultra-elliptiques. 

3**  Une  Note  sur  la  partition   des  nombres,   qui  se 

rattache  à  la  décomposition  en  fractions  simples  de  la 

fraction  rationnelle 

I 

rt,  è,  . .  . ,  /  étant  les  coefficients  entiers  de  Téquation 

ax  -^  by  -t  . .  .-f-  /m  =  ÎV, 

dont  il  s'agit  de  trouver  approximativement  le  nombre 
T(N)  des  solutions  entières  et  positives.  En  appliquant 
sa  théorie  générale  aux  cas  simples 

aa:-t-^j^=N         et         a.r -h  by -^  cz  =  \y 

Laguerre  obtient  les  formules 

dont  la  première  est  bien  connue  et  attribuée  à  Paoli. 
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VIII. 

Les  travaux  de  Lagucrro  sur  la  résolution  des  équa- 
tions numériques  forment  par  leur  ensemble  la  partie  la 
plus  considérable  de  son  œuvre,  et  peut-être  celle  à 
laquelle  il  attachait  le  plus  de  prix.  Il  se  proposait, 
avant  que  la  mort  vînt  le  surprendre,  de  coordonner 
ces  recherches  et  de  les  réunir  en  un  Volume  qui  en 
eût  renfermé  l'exposition  complète.  Ce  Volume,  dont 
seulement  les  premiers  Chapitres  ont  été  rédigés  et  pu- 
bliés dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquées j  eût  été  divisé  en  trois  Sections  ayant  trait  res- 
pectivement à  la  généralisation  et  aux  applications  du 
théorème  de  Descartes,  aux  méthodes  d*approximation 
pour  le  calcul  des  racines,  enfin  à  la  recherche  des 
racines  imaginaires.  C*est  cet  ordre  même  que  nous 
allons  suivre  ici. 

La  première  Partie  est  la  plus  complète,  et  Laguerre 
semble  avoir  dit  son  dernier  mot  sur  ce  sujet. 
*    Le  théorème  de  Descartes  consiste  dans  la  proposition 
suivante  : 

F(x)  désignant  un  polynôme  ordonné  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x^  le  nombre  des  racines 
positives  de  l'équation  F  (x)  =  o  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  ^variations  du  polynôme  ¥(x). 

Laguerre  observe  que,  la  proposition  étant  évidente 
lorsque  les  termes  du  polynôme  ont  tous  le  même  signe, 
il  suffit  de  prouver  que  le  théorème,  étant  admis  dans  le 
cas  où  F  (x)  compte  m  —  i  variations,  subsiste  lorsque 
F(a:)  a  une  variation  de  plus.  A  cet  eiFet,  il  applique  le 
principe  de  Rolle  à  Téquation 
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dans  laquelle  a  est  un  nombre  arbitraire  et  dont  les 
racines  positives  sont  d'ailleurs  les  mêmes  que  celles  de 

(I)  F(a:)  =  o. 

Il  en  conclut  que  le  nombre  des  racines  positives  de 
cette  équation  (i)  est  au  plus  supérieur  d'une  unité  à 
celui  des  racines  positives  de  l'équation 

(a)  x¥\x)--aV{x)  —  o. 

Or  on  voit  aisément,  en  mettant  en  évidence  la  composi- 
tion des  polynômes  F(j:)  et  F'(x),  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (a)  oH're,  comme  F(x),  m —  i 
variations;  Téquation  (2)  a  donc  au  plus  m —  i  racines 
positives,  et,  par  suite,  Téqualion  proposée  (1)  en  ren- 
ferme un  nombre  au  plus  égal  à  m. 

Nous  avons  indiqué  cette  démonstration,  non  seule- 
ment à  cause  de  sa  simplicité,  mais  surtout  parce  qu'on 
y  trouve  l'origine  de  l'extrême  généralisation  que  La- 
guerre  est  parvenu  à  donner  au  théorème  de  Descaries. 
Rien  dans  cette  démonstration,  et  c'est  là  le  point  dé- 
cisif, ne  suppose  que  F  (x)  soit  un  polynôme  entier;  le» 
exposants  pourraient  être  fractionnaires  ou  incommen- 
surables; F(x)  peut  même  être  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  décroissantes  ou  croissantes  de  x. 
Le  théorème  de  Descartes  prend  dès  lors  une  extension 
considérable,  et  Laguerre  l'énonce  comme  il  suit  : 

W  étant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières,  fractionnaires  ou  incommensurables  de  x,  le 
nombre  des  valeurs  positivées  de  or,  pour  lesquelles  la 
série  W  est  convergente  et  a  pour  ^valeur  zéro,  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  ^variations  que  présente  la 
suite  des  divers  termes  de  la  série. 

De  là  découlent  un  grand  nombre  de  règles  simples 
ri  nouvelles  pour  certains  types  d'équations  remarqua- 
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hïeSj  telles  que 

A 


-^., 


et 


/ 


b 


e-^^^(z)dz 


i 


où  ^(z)  désigne  une  fonction  qui  peut  être  discontinue. 
Nous  citerons  encore  les  deux  théorèmes  suivants  : 

F  (x  )  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  et  ajant  tous  ses  coefficients 
positifs  ou  nuls,  ai,  as,  . . .,  a^  désignant,  d'autre  part  y 
des  quantités  positives  rangées  par  ordre  décrois- 
sant de  grandeur,  le  nombre  des  racines  positives  de 
l'équation 

AiF(aia?)-t-A,F(a,ar)  -h. .  .-hAnF(a„a:)=  o, 

cest-à-dire  le  nombre  des  valeurs  positives  de  x,  pour 
lesquelles  le  premier  membre  converge  vers  zéro,  est 
au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite 

A,,    Aj,     ...,     A„. 

Etant  donnés  un  polynôme  entier  f{x)  et  un  nombre 
positif  quelconque  ol^  on  peut  toujours  déterminer  un 
nombre  entier  p,  tel  que  l'équation 

{l'^(tX)Pf{x)  =  0 

présente  autant  de  variations  que  l'équation  f[x)=  o 
!  a  de  racines  positives. 

Cette  seconde  proposition  a  été  généralisée  depuis 
par  M.  Poincaré. 
I  Mais  Laguerre    ne   s'est  pas  arrêté  là.  Il  a  étendu 

i 
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d'abord  la  règle  des  signes  de  Descartes  au  cas  où  le 
premier  membre  de  l'équation  est  exprimé  linéairement 
au  moyen  des  polynômes  de  Legendre,  et  plus  générale- 
ment au  moyen  de  polynômes  entiers  satisfaisant  à  cer- 
taines équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre; 
puis,  poursuivant  encore  le  cours  de  ses  recherches,  il 
a  étudié  les  équations  dont  le  premier  membre  est  une 
fonction  entière  de  x^  en  introduisant,  d'après  Weier- 
strass,  la  notion  du  genre  d'une  fonction.  La  plupart  des 
propositions  relatives  aux  équations  dont  le  premier 
membre  est  un  polynôme  entier  ne  s'appliquent  plus 
alors  que  sous  de  nombreuses  réserves.  Tel  est,  par 
exemple,  le  théorème  des  lacunes;  après  avoir  cité  des 
exemples  où  cette  proposition  est  en  défaut,  Laguerre  a 
montré  que  le  théorème  subsiste  dans  le  cas  où  les  élé- 
ments simples  du  premier  membre  de  l'équation  sont 
des  fonctions  du  genre  zéro  ou  du  genre  i  y  ou  des  expo- 
nentielles de  la  forme  c*'-^'"^*-^''^,  «,  i,  c  désignant  des 
nombres  réels  quelconques  dont  le  premier  est  essen- 
tiellement négatif.  Dans  ce  même  ordre  d'idées,  il  a  fait 
voir  encore  que  : 

Si  la  fonction  entière  du  genre  n^  F(a:),  ne  s'annule 
que  pour  un  nombre  limité  de  valeurs  imaginaires^ 
toutes  les  dérivées  deF  [x)  sont  du  genre  n. 

Enfin,  il  a  réussi  à  démontrer  que  la  transcendante 
de  Bessel  est  du  genre  zéro,  proposition  que  Fourier 
avait  trouvée  jadis,  mais  par  des  raisonnements  juste- 
ment contestés  par  Poisson  et  Cauchy. 

Passons  maintenant  à  la  deuxième  Partie,  c'est- 
à-dire  aux  questions  relatives  à  l'approximation  des 
racines  des  équations  algébriques  ou  transcendantes. 

La  méthode  de  Newton  pour  déterminer  une  limite 
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supérieure  des  racines  positives  d'une  équation 

consiste  à  trouver  une  quantité  a  qui  rende  positives  la 
fonction /(x)  et  ses  dérivées  successives.  Mais  le  calcul 
des  valeurs  numériques  de  la  suite 

'^)  /(^)»  /'(^),  .-M  r'^Hx) 

est  pénible,  d'autant  plus  que  la  connaissance  des  va- 
leurs de  plusieurs  termes  de  cette  suite  ne  facilite  en 
rien  le  calcul  des  suivants.  Laguerre  montre  qu'on  peut 
atteindre  le  même  but  à  l'aide  des  fonctions 

/OT(ar)=  Ao, 
i//i.-i(j?)=  Aoa?  -V- A,, 
f/m-î(j^)=  Aoa:»-+- A|ar-+- A,, 


«3) 


f/i(^)=  Ao^F'w-î-i-  Aiar'«-«-i-...H-A,„_i, 

.  /(a:)=  Aoa?;„-+-A,x'»-»-4-...-f- A;„_,a:-h  A,,„ 

dont  le  calcul  est  beaucoup  plus  aisé,  attendu  que  les 
valeurs  de  ces  fonctions  se  présentent  successivement 
d'elles-mêmes  dans  le  calcul  de  la  valeur  que  prend  la 
dernière  y (  a:  )  pour  une  valeur  donnée  de  x.  Ainsi  : 

Tout  nombre  positif  a,  qui  rend  positifs  les  po- 
lynômes de  la  suite  (3),  est  une  limite  supérieure  des 
racines  de  l'équation  (i). 

Les  mêmes  observations  critiques  s'appliquent  encore, 
et  avec  plus  de  force,  au  théorème  de  Budan  qui  indique 
comme  limite  supérieure  du  nombre  des  racines  réelles 
comprises  entre  deux  nombres  a  et  &  la  différence  entre 
les  nombres  de  variations  qu'oiire  la  suite  (2)  pour 
a:  =  a  et  a:  =  i.  Laguerre  résout  le  même  problème, 
d'une  manière  bien  moins  pénible  : 
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Si  l'on  désigne  par  a  et  b  deux  nombres  positifs  et 

par 

Go  H-  Ciar  -i- . . .  4-  G,„_jrp'»-« 

la  partie  entière  du  quotient  du  poljrnôme  f{x)  par 
(x  —  a){x  —  A),  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'é- 
quation  (i)  comprises  entre  a  et  b  est  au  plus  égal  au 
nombre  des  variations  des  termes  de  la  suite 

]/{b)-b^{b-a)C,. 


(4) 


\/ib); 

et,  si  ces  deux  nombres  sont  différents,  leur  différence 

est  un  nombre  pair. 

» 

Faisant  ensuite  l'application  de  ce  théorème  à  la 
question  suivante  ;  Déterminer  deux  limites  entre 
lesquelles  restent  comprises  les  valeurs  du  poljrnôme 
f{x)  lorsque  x  reçoit  toutes  les  valeurs  situées  entre 
deux  nombres  positifs  a  etb^  il  trouve  que  ces  limites 
sont  le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  termes  de  la 
suite  (4). 

Dès  qu'on  a  une  valeur  sufCsamment  approchée 
d'une  racine  d'une  équation,  la  méthode  d'approximation 
de  New^ton  et  la  méthode  des  parties  proportionnelles 
fournissent  l'une  et  l'autre  des  moyens  commodes  et  ra- 
pides pour  approcher  indéfiniment  de  cette  racine.  La 
difficulté  principale  est  d'obtenir  cette  valeur  assez  ap- 
prochée pour  servir  de  point  de  départ.  Laguerre  cherche 
à  l'éviter  en  posant  la  question  d'une  autre  façon  \  Etant 
donné  un  nombre  arbitraire  x,  déterminer,  sans  tâ- 
tonnement et  par  suite  d'opérations  régulières,  des 
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valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine  immé- 
diatement supérieure  ou  immédiatement  inférieure 
àx,  11  résout  complètement  ce  problème  pour  les  équa- 
tions algébriques  dont  toutes  les  racines  sont  réelles ,  à 
l'aide  de  la  proposition  suivante  : 

En  désignant  parf{x)  =  o  une  équation  de  degré  n 
dont  toutes  les  racines  sont  réelles  et  par  a  une  quan- 
tité arbitraire,  les  deux  valeurs  de  x  déterminées  par 
l'équation 

x—oL  /(a)        wA*)     ' 

sont  respectivement  comprises  entre  a  et  les  deux  ra^ 
cines  de  l'équation  proposée  qui  avoisinent  x. 

Dans  la  formule  (5),  e  désigne  Tunité  prise  aVec  le 
signe  dey*(a),  et  H(a:)  représente  le  hessien 

ll(x)=/'^{x)--n/(x)/'(a:) 

àef{x)  ;  on  sait  d'ailleurs  que  ce  liessîen  a  une  valeur 
toajours  positive. 

Ce  théorème  résout  pleinement  la  question  proposée  : 
on  tirera  de  la  formule  (5)  une  valeur  convenable  de 
X —  a*,  puis,  en  partant  de  la  nouvelle  valeur  de  x^  ou, 
pour  faciliter  les  substitutions,  de  toute  autre  valeur 
comprise  entre  x  et  a,  on  continuera  les  opérations  qui 
permettront  ainsi  d'approcher  indéCniment  de  la  ra- 
cine. 

Cette  méthode  offre  sur  celle  de  Newton  l'avautage 
de  n'être  jamais  en  défaut,  quelle  que  soit  la  valeur  de 
départ  a,  et  Ton  démontre  sans  peine  que,  dans  le  cas 
où  la  méthode  de  Newton  peut  être  employée  avec 
sûreté,  la  formule  (5)  donne  toujours  une  approxima- 
tion plus  grande. 
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Signalons  encore  uu  théorème  très  important  sur  la 
séparation  des  racines  des  équations  dont  toutes  les  ra- 
cines sont  réelles  : 

Si  l'on  désigne  par  cl  une  quantité  réelle  arbi- 
traire, les  nombres  $  et  Ç',  /jui  satisfont  à  la  relation 

(î-a)(î'-.a)[/'«(a)-/(a)/(a)] 

4-($-4-r-aa)/(a)/(a)+/i/(a)»=o, 

et  dont  l'un  est  arbitraire,  séparent  les  racines  de  Vé- 
q nation,  de  degré  n^  f(x)=  o. 

Nous  appellerons,  à  ce  sujet,  l'attention  sur  le  prin- 
cipe élégant  qui  sert  de  base  à  la  démonstration  de  ce 
théorème  et  de  plusieurs  autres  propositions  du  même 
genre  :  il  consiste  à  mettre  la  relation  qui  exprime  la 
propriété  à  démontrer  sous  une  forme  telle  qu'elle  ne 
renferme  que  des  covariants  de  la  forme  binaire 
f(Xyj)=^o\  la  propriété  ainsi  présentée  se  trouve 
alors  projective  et  il  suffit,  pour  l'établir  généralement, 
de  la  démontrer  pour  deux  valeurs  particulières  des 
deux  variables  indépendantes. 

Le  cas  des  équations  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles  est  très  important,  les  équations  de  ce  genre 
s'oflrant  d'une  manière  fréquente  en  Analyse.  La  place 
nous  manque  pour  suivre  Laguerre  dans  les  diverses 
applications  de  ses  méthodes  aux  équations  qui  déter- 
minent cos-  >  tang-  j  . .  • ,  ainsi  qu'à  celles  qu'on  obtient 

en  égalant  à  zéro  les  polynômes  X^  de  Legendre,  les 
polynômes  U,,  de  M.  Hermite,  et  plus  généralement  lc5 
polynômes  <[>(x)  qui  satisfont  à  une  équation  différen- 
tielle linéaire  du  second  ordre.  Dans  le  cas  où  l'équation 
4>(x)=  o  a  toutes  ses  racines  réelles,  Laguerre  forme 
une  expression  simple  ù  qui  doit  avoir  une  valeur  po- 
sitive ou  nulle  toutes  les  fois  qu'on  y  met  pour  x  une 
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ANNUAIRE  POUR  L'AN  1887,  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes,  coaie- 
nant  la  Notice  siiivaiUe  :  L(t  Photographie  axtronomique à  l'Observrttoù-t* 
de  Paris  et  la  Carte  du  Ciel;  par  l'amiral  Mouchez,  Membre  de  l'Insli- 
tiit,  Oircctcur  de  l'Observaloire  de  Paris.  In-i8  de  89a  paços,  avec  figures 
dans  le  texte,  deux  nouvelles  Cartes  magnétiques  cl  trois  Planches  hors 
texte,  dont  deux  en  hélioi^ravure. 

Broché i  fr.  5o  c. 

Cartonné 2  fr. 

Pour  rece^foir  l\\.nnua\rQ  frofico  par  la  poste,  dans  tous  les  pays  f rusa* tt 

partie  de  l'Union  postcdc,  ajouter  35  c. 

JAMIN  (J.),  Secrétaire  perpétuel  do  l'Académie  des  Sciences,  et  BOUTY, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences.  —  Cours  de  Physique  à  l'usage 
de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  2'  édition.  Deux  volumes^ 
in-8;  1886 20  fr. 

On  vead  séparément  : 
Tome  I  :  Instruments  de  mesure.  Hydrostatique.  —    Optique  géonté- 

trique.  —  Notions  sur  les  phénomrnes  capillnhes.  In-8,  avec  3 12  figures 

dans  le  texte  et  4  planches 1  o  fr . 

Tome  II  :  Thermomctrie.    Dilatations,  —  Calorimétrie.   In-8,    avec 

146  figures  dans  le  texte  et  1  planches 10  fr. 

Cette  nouvelle  édition,  destinée  aux  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  spé- 
ciales, correspond  exactement  au  pro(;rnmnie  actuel  d'admission  à  ''"ole  Po> 
I^techniquc.  Elle  comprend,  avec  un   Chapitre  sur  les  )>l)énomèiies  *^aires, 

quatre   petits   l'raités  diâtincts,    extraits  du  {^rand   Ouvra{j[o   de  MM.  Janiin    et 
l^onty,  mais  rédiges  spécialement,  et  dès  l'origine,  en  vue  des  élèves  des  lycét"s. 

Ceux  d'entre  eux  qui  poursuivront  l'étude  de  la  Physique,  dans  les  grande:» 
licoles  do  l'Etat  ou  dans  les  Facultéx,  pourront  se  procurer  le  reste  du  grand  On- 
vrage.  Ils  y  trouveront  traiiéos,  avec  tous  les  développements  que  comporte  Tetat 
actuel  de  la  Science,  les  matières  correspondant  &  1  enseignement  supérieur  de  la 
Physique. 

JÂYS  (L.),  Professeur  de  Physique,  ancien  Météorologiste  adjoiat  de 
l'Observatoire  de  Lyon,  et  ancien  chef  des  travaux  de  Physique  à  la  Fa- 
culté de  Médecine  de  Lyon.  —  Problèmes  de  Physique  et  de  Chimie,. 
choisis  parmi  les  sujets  de  compositions  proposés  dans  les  concours  et 
par  les  diverses  Facultés  dans  ces  dernières  années.  In-8,  avec  figures 
dans  le  texte;  1886 6  fr . 

LEMSTROM,  Professeur  de  Physique  à  l'Université  d'Helsingfors.  —  L'au- 
rore boréale.  Etude  générale  des  phénomènes  produits  par  les  couran  t  ^ 
électriques  de  l'atmosphère.  Grand  in-8,  avec  quatorze  plancher,  dont 
cinq  en  chromolithographie,  et  fÎL^ures  dans  le  texte;  1886..    6  fr.  5o  c. 

LEROT.  —  Traité  de  Stéréotomie,  comprenant,  les  Applications  de  la 
Géométrie  «descriptive  à  la  Théorie  des  ombres,  la  Perspective  li- 
néaire, la  Gnamonique,  la  Coupe  des  pierres  et  la  Charpente.  Revu  et 

annoté  par  E,  Martelet,  ancien  Rlève  de  l'École  Polytechnique,  Profes- 
seur de  Géométrie  descriptive  à  TRcole  centrale  des  Arts  et  Manufactures. 
Il*  édition,  auirmentée  d'un  Supplément  :  Théorie  et  constntctioii 
de  l'appareil  hélicoïdal  des  arches  biaises,  par  J.  de  la  Gocrnhiiir. 
rédiiîées  par  Ernest  Lebon,  Agrégé  de  l'Université,  Professeur  au  lycôe 
Charlemagne.  ïn-4,  avec  Atlas  do  7G  planches  in-folio;  1887..-     a6  fr. 


],•) 


(  >«•  ) 

racine  de  l'équation.  Si  donc  li  n'est  pas  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  or,  on  obtiendra  par  là  même  des 
limites  comprenant  les  racines  de  l'équation;  en  parti- 
culier, si  ù  est  toujours  négative,  on  pourra  affirmer 
l'existence  de  racines  imaginaires. 

La  troisième  Partie  concerne  la  reclierclie  des  racines 
imaginaires.  Elle  renferme  une  notion  absolument  nou- 
velle, celle  des  points  dérwés,  dons  nous  allons  indi- 
quer en  quelques  mots  le  sens  et  l'utilité. 

Soit  l'équation  y(x,^)=o,  de  degré  w,  où  j  est 
égal  à  l'unité  et  a  été  introduit  pour  rendre  le  po- 
lynôme /  homogène  ;  si  l'on  représente,  à  la  manière 
de  Cauchy,  une  quantité  imaginaire  par  un  point  du 
plan  et  si  M  est  le  point  représentatif  de  x^  Laguerre 
nomme  point  dérivé  de  M  le  point  m  qui  représente  la 
quantité  Ç  définie  par  la  relation 


^r 


$  -p-  -i-  -T-  =o; 


d'où  il  résulte  que,  si  M  est  le  point  représentatif  d'une 
valeur  x  approchée  d'une  racine  et  si  M'  désigne  le 
point  représentatif  de  la  valeur  approchée  que  donne 
la  méthode  de  Newton,  le  point  dérivé  m  s'obtiendra  en 
portant  à  partir  de  M,  dans  la  direction  MM',  une  lon- 
gueur égale  à  /i.MM'. 

Cette  considération  donne  lieu  à  plusieurs  proposi- 
tions nouvelles  dont  voici  les  deux  plus  simples  : 

Tout  cercle  passant  par  un  point  quelconque  du  plan 
et  peu'  le  point  déri\^é  renferme  au  moins  une  racine  de 
V  équation;  et  iljr  a  aussi  au  moins  une  racine  en  dehors 
du  cercle. 

Pour  qu'une  équation  ait  toutes  ses  racines  réelles^ 
il  faut  et  il  suffit  que  chaque  point  du  plan  et  son 
Ann.  de  Mathémat.,  3"  série,  t.  VI  (Avril  1887).  12 
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point  dériifé  soient  situés  de  part  et  d'autre  de  l'axe 
des  X. 

Du  premier  théorème  résulte  le  moyen  de  calculer 
les  racines  par  approximations  successives.  Supposons, 
en  effet,  qu^on  ait  déterminé  un  contour  fermé,  un 
cercle  par  exemple,  renfermant  dans  son  intérieur  une 
seule  racine.  Si  Ton  a  déterminé  une  valeur  suffisam- 
ment approchée  de  la  racine,  on  pourra  trouver  uu 
point  M  intérieur  au  cercle  et  tel  que  ce  cercle  renferme 
aussi  le  point  dérivé  m.  Par  les  points  M  et  m  on  mènera 
alors  deux  cercles  C  et  C  tangents  au  cercle  donné,  et 
il  est  clair  que  la  racine  cherchée  devra  se  trouver  dans 
la  lunule  commune  à  C  et  à  C'^  en  continuant  les  mêmes 
constructions,  qui  peuvent  d'ailleurs  être  remplacées 
par  des  formules  analytiques,  on  parviendra  à  déter- 
miner la  racine  avec  telle  approximation  qu'on  voudra. 

Laguerre  a  appliqué  les  considérations  qui  précèdent  à 
la  détermination  des  racines  imaginaires  des  équations  à 
coefficients  réels  qui  n'ont  que  deux  raciues  imaginaires. 

Cette  troisième  Partie,  on  le  voit,  est  la  moins  com- 
plète, sinon  la  moins  remarquable  des  trois.  Nul  doute 
que,  si  le  temps  ne  lui  eut  fait  défaut,  Laguerre  n'eut 
heureusement  complété  ses  belles  tentatives  dans  un 
genre  de  recherches  si  hérissé  de  difficultés. 

IX. 

Les  travaux  de  Laguerre  sur  les  équations  différen- 
tielles comprennent  :  d'abord  un  Mémoire  sur  le  facteur 
intégrant  des  équations  du  premier  ordre,  et  deux  aulres 
applications  intéressantes  du  principe  du  dernier  multi- 
plicateur de  Jacobi  5  puis  un  Mémoire  fondamental  sur 
les  équations  linéaires  d'ordre  quelconque,  enSn  une 
exposition  fort  ingénieuse  et  très  nette  de  la  méthode  de 
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MoDge  pour  rintëgration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre. 

Le  Mémoire  relatif  à  la  recherclie  du  facteur  d'in- 
tégrabilité  complète  d'importants  résultats  obtenus  par 
Lagraoge.  Soit 

dy  —  z  dx  =  o 

Tëquation  du  premier  ordre  à  intégrer,  dans  laquelle  z 
est  déterminé  par  Téquation  V(a:,^,  z)=z  a,  où  a  dé- 
signe une  constante  arbitraire.  M  étant  un  facteur 
propre  à  rendre  dj  —  z  dx  une  différentielle  exacte,  on 
peut  supposer  que,  dans  son  expression,  on  ait  rem- 
placé a  par  V(j:,  j^,  5),  en  sorte  que  le  multiplicateur  M 
soit  une  fonction  des  trois  variables  indépendantes  Xy 
r,  z\  cette  fonction  satisfait  à  une  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  dont  il  suffira  de  trouver  une  so- 
lution particulière  pour  intégrer  Téquation  proposée.  In- 
versement, étant  donné  un  multiplicateur  M(x,^,  z),  on 
peut  demander  toutes  les  fonctions  V  jouissant  de  la  pro- 
priëtéquc,z étant déterminépar la  relation  V  (a:,j',z)  =  a, 
l'équation  dy  —  zdx  admette  M  comme  facteur  inté- 
grant. En  se  fondant  sur  la  théorie  du  dernier  multi- 
plicateur, Laguerre  fait  voir  que,  si  Ton  connaît  une 
valeur  particulière  de  V,  on  peut  les  déterminer  toutes 
par  une  quadrature  pouvant  être  réellement  effectuée. 
De  là  résulte,  en  particulier,  que  si  Ton  sait  intégrer 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre  renfermant 
une  constante  arbitraire  ou,  ce  qui  est  équivalent,  une 
équation  différentielle  du  second  ordre,  ou  saura  par  là 
même  intégrer  un  type  d'équations  diiïërentielles  du 
premier  ordre  renfermant  trois  fonctions  arbitraires. 
Lagrange  avait  déjà  donné  une  proposition  semblable, 
mais  où  il  n'entrait  qu'une  fonction  arbitraire. 
Les  deux  autres  applications  du  principe  du  dernier 
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multiplicateur  ont  trait  :  l'une  à  Téquation 

(I)  ^  =  _2^, 

OÙ  F  désigne  une  fonction  quelconque  et/* un  poIyn6iuc 
du  second  degré  ;  l'autre  à  l'équation 

<-)  ^g-l(Ê)' -««')• 

<L(x)  désignant  un  polynôme  du  second  degré.  Laguerre, 
en  utilisant  les  propriétés  des  formes  quadratiques, 
montre  qu'on  peut  intégrer  Téquation  (i),  dès  que  Ton 
connaît  une  solution  particulière  de  l'équation 

cp  désignant  un  autre  polynôme  du  second  degré. 
Quant  à  Téquation  (2),  qui  est  évidemment  satisfaite 
par  tous  les  polynômes  du  troisième  degré  dont  le  hes- 
sien  est  /( x),  Laguerre  donne  l'expression  de  son  inté- 
grale générale  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques. 

Arrivons  aux  équations  linéaires  d'ordre  quelconque. 
Si,  dans  une  telle  équation  d'ordre  72,  on  conserve  la 
variable  indépendante  X,  en  remplaçant  la  fonction  in- 
connue j^  par  zu^  et  si  l'on  dispose  de  z  de  manière  à 
faire  évanouir,  dans  la  transformée,  le  second  terme, 

c'est-à-dire  le  terme  en   ,  ^  ^  >  les  coefficients  des  termes 

qui  suivent  sont  des  fonctions  que  Laguerre  qualifie  de 
semi-ins^ariants ;  ces  fonctions  jouissent  en  eil'et  de  la 
propriété  d'invariance  lorsque  Ton  conserve  la  variable 
indépendante  en  prenant  une  autre  fonction  pour  in- 
connue. De  l'étude  de  ces  semi-invariants,  Laguerre  dé- 
duit, en  particulier,  que  l'on  peut  toujours,  dans  une 


(  «65) 
équation  diflcrentiellc  linéaire  d'ordre  quelconque, 
faire  disparaître  le  troisième  et  le  quatrième  terme  par 
l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre  et 
une  quadrature.  Il  signale,  en  outre,  pour  l'équation  li- 
néaire du  troisième  ordre,  un  invariant  tel  que,  lorsqu'il 
s'annule,  il  existe  une  relation  homogène' et  du  second 
degré  entre  trois  solutions  quelconques  de  Téquation 
différentielle  proposée. 

Nous  ne  saurions  trop  appeler  l'attention  sur  ce  tra- 
vail dont  M.  O.  Bonnet  et  M.  Hermite  ont  parlé  tour  à 
tour  à  l'Académie  des  Sciences  en  termes  si  élogieux.  Ce 
n'est  que  deux  ans  après  avoir  communiqué  ses  idées  sur 
ce  sujet  à  M.  Bertrand  que  Laguerre,  toujours  peu  em- 
pressé de  mettre  au  jour  ses  recherches,  les  a  publiées 
dans  les  Comptes  rendus.  Pendant  qu'il  parvenait  ainsi 
à  la  conception  si  originale  des  invariants  des  équations 
différentielles,  M.  Halphen,  en  suivant  un  ordre  d'idées 
différent,  arrivait  de  son  coté  à  la  notion  des  invariants 
différentiels  qu'il  a  développée  avec  tant  d'éclat.  Ces  deux 
géomètres  se  partagent  donc  la  gloire  d'avoir,  simultané- 
ment et  indépendamment  l'un  de  l'autre,  ouvert  une 
voie, féconde  déjà  très  brillamment  parcourue,  mais  non 
encore  entièrement  explorée. 

Dans  son  exposition  si  élégante  et  vraiment  curieuse 
de  la  méthode  de  Monge  pour  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  Lagucrre  com- 
mence par  observer  que  le  premier  membre  W  de  l'é- 
quation à  intégrer 

Hr  -4-  2K5  H-  Lf  —  M  4-  N(r/  —  5»)=  o 
peut  être  mis,  d'une  infinité  de  manières,  sous  la  forme 

o    r    s  \ 


\V  = 


I     s     t 
h     r     d 
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«,  i,  c,  r/,  a,  P,  v,  o  étant  des  quantités  dont  trois  peu- 
vent être  choisies  arbitrairement.  Tous  les  systèmes  de 
valeurs  de  ces  quantités  se  distribuent  en  deux  groupes 
correspondant  aux  deux  signes  du  radical 


/K«— HL  — MN. 
Représentons  par  F(  A,  B,  C,  D)  l'expression 

et  désignons  par 

(a,  6,  c,  d,  a,  p,  Y,  S),  («',  ^',  C,  é/',  a',  p',  f,  o') 

deux  systèmes  de  valeurs  des  indéterminées  n'apparte- 
nant pas  à  un  même  groupe.  Toute  la  méthode  pourra 
être  renfermée  dans  ce  théorème  unique  : 

u  et  ^'  étant  deux  solutions  communes  au  système 
d' équations 

F  (a,  6,  c,  c?)  =  o, 

F(a,  p,  Y,  S)  =  o, 
et  u  et  v'  deux  solutions  communes  au  système 

¥{a\b\c\d)  =  o, 
F(a',  P',  y',  8')  =  o, 
sij  des  équations 

a'— o(i;')  =  o, 

oiifet  cp  désignent  des  fonctions  arbitraires,  on  tire  p 

et  q  en  fonction  de  x^  y,  z^  ces  'valeur s  y  substituées 

dans 

pdx-^qdy, 

rendront  cette  expression  une  dijfférentielle  exacte,  et 
l'on  aura  la  fonction  inconnue  z  par  la  formule 

z  =  fipdjT  -h  q  dy). 
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Dans  le  cas  où  le  radical  dont  nous  avons  parlé  ci- 
dessus  s'annule,  un  seul  système  de  valeurs  de  a,  i,  c,  d^ 
a,  ,3,  V,  0  suflit. 

Passons  maintenant  aux  travaux  sur  les  transcendantes 
elliptiques  et  abéliennes.  Nous  avons  cité  déjà  la  belle 
t'onstruction  que  Laguerre  a  donnée  pour  Faddition  des 
fonctions  ultra-elliptiques  de  première  espèce.  Nous 
devons  signaler  encore  diverses  recherches  sur  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques,  entreprises  surtout 
dans  le  but  de  généraliser  des  résultats  trouvés  par 
M.  Hermite  relativement  à  la  transformation  du  troi- 
sième ordre. 

Le  problème  de  la  translormation  peut  être  posé  dans 
les  ternies  suivants  : 

U  {x^y)  ^^^^^  une  Jonction  homogène  du  quatrième 
degré  (j"  est  ici  introduit  pour  l'homogénéité  et  doit 
être  supposé  égal  à  i)  e«  H  étant  son  hessien,  trousser 

une  intégrale  rationnelle  z=  yde  l'équation 
dz  dx 


les  nombres  Xet  y-  étant  cornue  noblement  choisis. 

Dans  le  cas  où  le  degré  de  la  transformation  est  de  la 
forme 4«±  i,  Laguerre  ramène  la  détermination  de  X 
et  Y  à  celle  de  deux  polynômes  homogènes  en  U  et  H, 
qui  ne  dépendent  des  valeurs  particulières  attribuées 
à  U  que  par  les  valeurs  des  invariants  S  et  T  de  ce  po- 
lynôme U*,  cette  détermination  peut  s'eilectuer  par  les 
méthodes  données  par  Jacobi . 

Laguerre  fait  connaître  en  outre  une  transformation 
remarquable  de  l'équation  différentielle 
dr 


v/Aa:^-T-4Br*-hG;r«-H4D^-t-K 


du: 
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X  ... 

en  posaim:=  y  ,  on  peut  remplacer  cette  équation  par 

un  système  (Inéquations  renfermant  une  fonction  arbi- 
traire Uy  et,  dans  le  cas  où  cette  fonction  se  réduit  à  une 
constante,  les  valeurs  de  X  et  de  Y  qui  satisfont  à  ce 
système  d^équations  donnent  les  fonctions  0  de  Jacobi 
et  les  fonctions  Al  de  Wcierstrass.  Laguerre  déduit  de 
là  plusieurs  résultats  importants  déjà  trouvés  par  Jacobi 
et  Eisenstein. 

Enfin,  tandis  que  Jacobi  avait  ramené  la  réduction  en 
fraction  continue  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du 
quatrième  degré  à  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques, Laguerre,  adoptant  le  point  de  vue  opposé, 
montre  que  l'intégrale  algébrique  de  Téquatiou 

r/ç  n  dx 


où  n  est  un  nombre  impair  et  où  7|  et  y  sont  introduits 
pour  r homogène! té,  résulte  de  la  connaissance  de  deux 
polynômes  homogènes  dont  la  détermination  se  ramène 
à  la  réduction  en  fraction  continue  de  la  racine  carrée 
d'un  polynôme  du  quatrième  degré.  Il  donne  d^ailleurs 
cette  intégrale  algébrique  sous  forme  explicite  pour 
le  cas  de  «  =  3  et  pour  celui  de  /i  =  5. 

Laguerre  s'est  aussi  occupé  avec  succès  des  fonctions 
abélicnnes.  Dans  un  Mémoire  trop  peu  remarqué  sur  le 
calcul  des  systèmes  linéaires^  après  avoir  développé  les 
règles  de  ce  nouveau  calcul  qui  a  une  étroite  connexion 
avec  les  quaternions  d'Hamilton,  les  clefs  algébriques  de 
Cauchy  et  les  imaginaires  congruenti elles  de  Galois, 
Laguerre  en  fait  l'application  à  la  théorie  des  formes 
et  à  celles  des  fouclioiis  abéliennes.  En  représentant 
toutes  les  variables  par  ce  qu'il  appelle  une  variable 
linéaire,  il  obtient  une  notation   commode  à  certains 
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égards,  et  qui  lui  permet  de  condenser  en  une  formule 
unique  les  a^"  séries  différentes,  dont  les  quotients  don- 
nent les  fonctions  abéljcnnes  d'ordre  n.  Il  parvient  ainsi 
à  étendre  aux  fonctions  abéliennes  d'ordre  quelconque 
plusieurs  propriétés  données  antérieurement  par  M.  Hei> 
mile  sur  les  fonctions  du  premier  ordre,  et  notamment 
celle  notion  capitale  des  formes  abéliennes  que  M.  Her- 
inite  a  introduites  dans  la  Science  et  qui  jouent,  dans 
celte  théorie,  un  rôle  analogue  à  celui  des  formes  bi- 
naires dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  achever  notre  tache,  nous  n'avons  plus  qu'à 
parler  d'un  dernier  travail  concernant  l'attraction  des 
ellipsoïdes  et  où  l'on  retrouve  en  quelque  sorte  inopiné- 
ment une  fort  ingénieuse  application  de  cette  théorie 
des  imaginaires,  qui  a  toujours  été  l'étude  de  prédilec- 
tion de  notre  savant  ami.  La  méthode  consiste,  en  effet, 
à  décomposer  les  ellipsoïdes  en  tranches  comprises  entre 
(les  plans  infiniment  voisins  et  parallèles  au  plan 

ix  cos  o  -+-  êy  sin  <p  -H  >5  =  o . 

Il  est  vrai  que  ces  plans  sont  imaginaires  et  au  premier 
abord  la  décomposition  ne  semble  avoir  aucun  sens; 
mais  il  résulte  des  principes  établis  par  M.  Hermite, 
dans  sa  belle  théorie  des  coupures  des  intégrales  défi- 
nies, que,  si  l'on  effectue  les  calculs  en  attribuant  à  i 
une  valeur  réelle,  les  résultats  obtenus  sont  encore 
valables  lorsqu'on  fait  i  =  ^ — i.  C'est  ainsi  que  La- 
guerre  parvient  à  une  expression  du  potentiel  de  deux 
ellipsoïdes  qui  est  relativement  d'une  extrême  simpli- 
cité; la  comparaison  de  ses  formules  avec  les  résultats, 
déjà  si  parfaits,  qu'avaient  obtenus  ses  nombreux  et 
célèbres  devanciers,  conduit  à  des  propositions  nou- 
velles dont  la  démonstration  directe  offrirait  de  sérieuses 
difficultés. 


f  cos® 
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^/^  ' 
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I 
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Le  théorème  de  Laguerre  peut  être  énoncé  simple- 
ment comme  il  suit  : 

Soient  ^[x^jyz)  et  i/^  ( x,  y^  z  )  deux  formes  qua- 
dratiques^ Û  et  û^  leurs  discriminants,  et  A  et  A^  les 
^valeurs  que  prennent  leurs  formes  adjointes^  quand  on 
j  remplace  respectivement  les  variables  par 


et  par 


Désignons  par  Ç,  Tj,  Ç  ^*  coordonnées  du  centre  du 
second  ellipsoïde  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires 
passant  par  le  centre  du  premier,*  les  équations  des  sur- 
faces extérieures  des  deux  corps  étant 

représentons  par  f^k^)  etfo^k^)  les  densités  des  cou- 
ches dont  les  surfaces  extérieures  ont  pour  équations 

et  posons 

f  f{\)d\^¥{t),  f  /o(X)rfX  =  Fo(fo). 

Le  potentiel  P  des  deux  ellipsoïdes  s^  ex  prime  par  la 
formule 


^-m:/.:/: 


F(t)FQ(to)dtdtodrD 


i^  coso  -+-tTj  sini:  -i-Ç  —  f /Â —  /o/^o 

dans  laquelle  V  et  V©  sont  les  volumes  des  deux  corps 
et  oii  l'on  suppose  î^  >  o . 
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La  formuler  se  réduit  notablement  lorsque  les  e]li|)' 
soldes  sont  de  révolution,  A  (*t  1^  étant  alors  des  carrés 
parfaits. 

Dans  le  cas  où  les  ellipsoïdes  sont  homogènes,  en 
appelant  co  et  coo  leurs  densités,  on  a 

F(/)=  a)(i  -  f«),        Fo(fo)  =  t«>o(i  -  tl). 

D  est  aisé  de  voir  que  A  a  la  même  valeur  pour  des 
ellipsoïdes  homofocaux,  ce  qui  conduit  au  théorème  de 
Maclaurin.  Mais  hâtons-nous  d'observer,  avec  Laguerre, 
pour  faire  ressortir  pleinement  la  perfection  de  la  mé- 
thode, que  ce  théorème  ne  résulte  pas  seulement  du  ré- 
sultat final  du  calcul  :  il  est  encore  une  conséquence 
immédiate  de  la  marche  même  suivie  pour  effectuer  les 
intégrations.  Tous  les  plans  parallèles  au  plan 

ix  ces  <p  -f- 1/  sin  {p  -H  z  =  o 

sont  des  plans  isotropes,  et,  pour  déterminer  les  limites 
des  intégrations  relatives  à  £  et  à  £09  îl  suffit  de  déter- 
miner ceux  de  ces  plans  qui  touchent  chacun  des  ellip- 
soïdes. Comme  «p  prend  toutes  les  valeurs  possibles  de 
0  à  27Z,  on  a  donc  à  considérer  tous  les  plans  isotropes 
qui  sont  tangents  à  chacune  des  surfaces;  et,  comme 
deux  surfaces  homo focales  du  second  ordre  touchent  les 
mêmes  plans  isotropes,  il  faut  conclure  que  le  potentiel 
n'est  modifié  que  par  l'introduction  d'un  facteur  con- 
stant, lorsque  Ton  substitue  à  l'un  des  ellipsoïdes  un 
ellipsoïde  homofocal. 

Enfin  Laguerre  montre  comment  l'expression  du  po- 
tentiel donnée  ci-dessus  conduit  aisément  à  son  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  Tinverse  de  la  distance 
des  centres  des  deux  corps. 
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Tel  est  l'inventaire  des  richesses  que  nous  a  laissées 
notre  regretté  camarade. 

On  ne  saurait  s'y  méprendre.  L'homme  que  la  Science 
vient  de  perdre  n'était  pas  seulement  un  géomètre  dis- 
tingué, habile  à  trouver  d'heureux  développements  el 
des  solutions  élégantes  :  c'était  un  inventeur,  aux  idées 
neuves  et  fécondes,  dont  les  écrits  sur  l'emploi  des  ima- 
ginaires, sur  la  théorie  des  équations,  sur  les  cycles,  etc., 
rendront  le  nom  impérissable.  «  Laguerre  » ,  disait 
M.  O.  Bonnet,  dans  un  savant  Rapport  à  l'Académie, 
«  est  un  des  géomètres  les  plus  pénétrants  de  notre 
époque*,  ses  découvertes  en  Géométrie  lui  assignent  le 
premier  rang  parmi  les  successeurs  de  Chasles  et  de  Pon- 
celet,  et  ses  recherches  nombreuses  et  profondes  sur 
l'Algèbre  et  le  Calcul  différentiel  et  intégral  accusent 
un  talent  d'analyste  de  premier  ordre.  » 

Et  cependant  jamais  plus  de  modestie  ne  s'allia  à  un 
mérite  si  éclatant.  «  Edmond  Laguerre  »,  écrivait  notre 
illustre  et  vénéré  maître,  M.  Bertrand,  pour  les  funé- 
railles de  son  jeune  Confrère,  «Edmond  Laguerre,  pas- 
sionné pour  la  Scieni'.e,  semblait  indifférent  au  succès. 
Jamais  il  n'a  négligé  un  devoir*,  jamais  il  n'a  sollicité 

une  faveur Toujours  oublieux  de  se  faire  valoir,  il 

a  pris  sa  retraite,  jeune  encore,  sans  avoir  atteint  dans 
l'artillerie  les  hauts  grades  où  son  mérite  semblait  l'ap- 
peler  Ses  découvertes  l'avaient  placé  au  premier 

rang  des  géomètres  français  avant  que  l'Académie  des 
Sciences  eu  eût  entendu  discuter  et  proclamer  l'impor- 
tance. » 

Hélas!  ce  fauteuil  à  l'Institut  qu'il  avait  conquis  sans 
coup  férir,  il  devait  à  peine  l'occuper!  C'est  au  moment 
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OÙ  tout  semblait  lui  sourire  et  où  la  bienveillance  do 
M.  Bertrand  lui  ouvrait  les  portes  du  Collège  de  France 
que  la  mort  est  venue  nous  le  ravir.  Son  beau  travail 
sur  l'attraction  des  ellipsoïdes  a  été  le  chant  du  cygne. 
Â  la  un  des  examens  de  février,  à  TEcole  Polytechnique, 
une  fièvre  violente  le  prit  que  rien  ne  put  vaincre,  ni 
les  soins  les  plus  atiectucux,  ni  le  séjour  momentané 
de  Versailles,  ni  Tair  du  pays  natal,  conseillé  comme 
dernier  recours.  Le  1 4  août  1 886,  cette  belle  intelligence 
s'éteignit  doucement,  sans  avoir  livré  tous  ses  secrets. 
Paissent  sa  veuve  et  ses  enfants  puiser  quelques  con- 
solations dans  les  paroles  éloquentes  que  M.  Halphen  a 
prononcées  sur  sa  tombe,  et  dans  le  pieux  hommage  que 
j'adresse  ici  à  notre  cher  camarade,  au  nom  de  cette 
École  qu'il  aima  avec  passion,  su^r  laquelle  il  a  fait  re- 
jaillir tant  d'éclat  et  qui,  par  un  sort  étrange,  au  moment 
oùrinslruction  est  partout  eu  honneur,  semble  avoir  à 
se  faire  pardonner  de  produire  encore  de  si  glorieux 
enfants. 


APPLICATMN  Vm  THÉORÈME  DE  STEWART; 

Par  m.  B.  NIEWENGLOWSKI. 


Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C  en  ligne  droite,  et 
un  quatrième  point  O,  on  a,  en  vertu  d'un  théorème  de 
Slewart, 

(i)       ÔÂ*.BG-f-ÔB*.CA-+-6c'.AB-4-AB.BG.GA  =  o, 

pourvu  que  les  segments  AB,  BC,  CA  soient  comptés 
avec  le  signe  -h  dans  un  sens,  avec  le  signe  —  en  sens 
contraire. 


(  '74  ) 
Posons 

en  substituant  dans  l'égalité  (i),  on  obtient  immédiate- 
ment 
(a)  aBC-+-pGA-HYAB-+- AB.BG.GA=  o, 

équation  qui  fournit  une  relation  entre  les  puissances  de 
trois  points  A,  B,  C  situés  en  ligne  droite,  par  rapport  k 
un  cercle  quelconque. 

Cette  équation,  conséquence  immédiate  du  théorème 
de  Stcwart,  permet  de  faire  une  discussion  très  simple 
de  ce  problème  : 

Mener  par  deux  points  A,  B  une  circonférence  tan- 
gente à  une  circonférence  donnée  O. 

Supposons,  en  effet,  le  problème  résolu,  et  soit  C  le 
point  où  la  tangente  commune  à  la  circonférence  cher- 
chée et  à  la  circonférence  donnée  rencontre  la  droite  AB^ 
on  a 

(3)  7  =  CA.CB. 

En  introduisant  cette  hypothèse  dans  Téquation  (2), 

celle-ci  devient 

aBG4-  pGA  =  o 
ou  bien 

Cela  étant,  si  le  problème  est  possible,  les  points  A  et  B 
sont  évidemment  tous  deux  extérieurs  ou  tous  deux  in- 
térieurs au  cercle  donné  O. 

Réciproquement,  si  A  et  B  sont  tous  deux  extérieurs 
ou  tous  deux  intérieurs  au  cercle  O,  on  peut  choisir 
sur  ABun  point  C  vérifiant  Téquation  (4);  ce  point  C 
sera  extérieur  au  segment  AB,  puisque  les  puissances 
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a  ei  ^  seront  de  même  signe.  Or  on  aura  celle  fois 

«BC-hpCA  =  o: 

d'où,  à  cause  de  l'équalion  (2),  51  résulle  que 

Y  =  CA.CB. 

La  puissance  du  point  C  par  rapport  au  cercle  O  sera 
donc  positive;  on  pourra,  par  suite,  mener  de  C  deux 
tangentes  CT,  CT'  au  cercle  O,  T  et  T'  désignant  les 
points  de  contact.  Les  égalités 

CT«=  CA.CB,        CT'»=  CA.CB 

montrent  que  les  cercles  passant  par  A,  B,  T  et  A',  B',  T' 
sont  tangents  au  cercle  donné. 


SOLUTION  vmi  question  DALGÉBRE; 

Par  m.  a.  AUBRY, 
Élève  du  lycée  Louis-lc-Grand  (classe  de  M.  Niewenglowski). 


Etant  donnée  l' équation  x*4-ax*-h  ij:-+- c=  o, 
trouver  les  substitutions  rationnelles  qui  reproduisent 
l'équation. 

On  sait  que,  dans  le  cas  du  troisième  degré,  la  trans- 
formation rationnelle  la  plus  générale  est  la  transforma- 
tion entière  du  second  degré.  C'est  donc  parmi  les 
substitutions  de  ce  degré  qu'il  faut  chercher  les  solu- 
tions du  problème  proposé. 

D'abord,  quel  est  le  nombre  de  ces  solutions  ?  C'est 
ce  que  va  nous  faire  connaître  le  théorème  de  Bézout. 
Effectivement,  soit 


(  '76) 
l'équation  qui   définit  Tune  des  substitutions  deman- 
dées ]  désignons  par  Xf,  «^2,  Xj  les  trois  racines  de  Féqua- 
tîou  proposée 

(a)  x*-{-  ax^-\-  bx  -^  c  =  o^ 

parj'o  yii^Ji  les  valeurs  correspondantes  dej>^  et  enfin 
par  s  fi  la  somme  des  puissances  k  des  racines  x  1,0:3, 
Xs.  Les  quanti  tés  j'i,  r2>J^8  doivent  représenter,  dans 
un  certain  ordre^  les  quantités  X|,  x^i  x«* 

Cela  étant,  si,  dans  la  relation  (1),  on  remplacer 
successivement  par  x^,  x,,  x^  (et  en  même  temps  j^  par 
^-1,^2,  ^3)  et  que  l'on  fasse  la  somme  des  résultats  ob- 
tenus, on  aura 

(3)  Si=  Isf-h  mSi-{-pSo, 

Cette  même  formule  (1)  nous  fournira  par  Télévation 

au  carré 

j^s  =  l' x^ -h m' x^ -+- . .  .-hp\ 

/',  m',  •  •  ^-iijf  représentant  des  fonctions  du  second  degré 
par  rapport  aux  lettres  /,  m,  p.  Nous  déduirons  de  là, 
comme  précédemment, 

(4)  5j  =  V S^->r  m' S^-V- ,  .  ,-\- p' Sq, 

Nous  aurons  de  même  par  une  élévation  au  cube 

(5)  .^3=  /'f«H-m"55-+-...-+-/>'fo» 

l"y  fri!\  . .  .,^'^ étant  des  polynômes  entiers  du  troisième 
degré  des  quantités  /,  m,  /?. 

Les  égalités  (3),  (4)  et  (5)  constituent  un  système 
de  trois  équations  à  trois  inconnues  /,  /w,  p  dont  les  de- 
grés respectifs  sont  i ,  2  et  3  :  le  nombre  des  solutions  est 
donc  égal  à  i .  2  •  3  =  6. 

11  s'agit  maintenant  de  trouver  ces  solutions.  Remar- 


(   »77  > 
quons,  à  cet  eflet,   qu'il  peut  arriver  de  trois   choses 
lune  :  ou  bien  on  n*a,  pour  aucune  valeur  de  /, 


ou  bien 


^/=  V/, 
J-i  =7/ 
pour  une  valeur  de  i  seulement,  ou 
Xi  =  yi 

pour  les  trois  valeurs  de  i. 

Examinons  successivement  chacune    de    ces    liypo- 
thèses  : 

I**  On  a,  par  exemple, 

')  m,  p  vériBent  donc  les  trois   équations  du  premier 


Ixl  •+■  mxi  -f-/î  =  Xf, 
Ixl  -h  mxt  -\-  p  T=i  x^y 
Ixl-^  mxz-\- p  =^Xiy 

desquelles    nous   tirons    la   valeur    de  ces   inconnues, 
savoir 


/  = 


^t 

Xi        I 

a^3 

Xt        I 

^1 

^1     I 

D 

X\        Xf  I 

xl       X^  I 

xl       Xi  I 


Xl  Xl  x% 
x\  Xl  Xz 
X\       Xji      Xl 


D 
Ann,  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VI  (Avril  1887). 


i3 


en  posant 


D  = 


x\  Xi  I 
xl  Xi  I 
xl      X^      I 
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=  {Xt—Xt){Xt  —  Xi){Xi—Xz). 


On  peut  exprimer  la  valeur  de  D  au  moyen  des  coeffi- 
cients  de  Téquation  proposée,  car  le  discriminant  de 
elle-ci  est 

Nous  avons  ensuite 

,    ___  xl  -hxl-hx\^XxXi—XjX:i  —  XnXi 

""  D 

__   (Xx -h  Xj -\- X^)*  ^  ^(XiXi-^XiX:i-^XiXi) 


l  = 


D       ' 


puis 


__  x\xi-h  x^Xi-hx^Xi — x\  —  xl  —  xl 


Il  nous  faut  calculer  la  fonction  des  racines 

ï  =  37}  073  M-  x\Xi-hxlXf, 

qui  est  susceptible  de  deux  valeurs.  Soit  tf  la  seconde 


On  a 


t'  =  XiXl'\-XiX\-hXiXl. 


t-ht'=  I.XiXji{xi-hXi)=  I.xix^{—a  —  Xi) 
=  —  a^XiX^  —  3  â7i  âT]  ^^3 1 

t'{-t'=z  —  ab-h3c, 

«  —  t'  =  XiXiiXi  —  Xz)  -^  xl  {Xi  —  Xz) — Xi(x\—X2) 

=  (xi —  373)  {xiXz  -harj  — XiXi  —  x^x^), 
f  —  /'  =  (a:,  —  Xi){xi  —  xt)  (x:i—xt  )  =—  D. 

Ces  deux  relations  fournissent  les  valeurs  de  t  et  de  «', 
r  =  |(— D  — a6-+-3c),        «'  = -Î-(D  —  a6  h- 3c). 


(  «79  ) 
D'ailleurs 

=  3^1  ar, ara -H  ( a-i -+- a-j -+- Xj )(a:} -H  x| -hx|  —  j?! Xj  — . . . ) 
=  ZxfXfX^ -f-  (ri  H-  Xj -h  a?j)  D / 
=  _3c— a(a«— 36). 

Donc 

4(-.  D  —  aô -f- 3c) -^  3c  +  a(a«— 36) 
m= g , 

aa*-4-  oc — yab  —  D 
m  = =r • 

Quant  à  la  valeur  de  p^  c'est 

_  jplxj-^xlxj-^xlxi  —  ^xlxl 
^^  D 

_  T]Xi(xi-\-x^)-^  xlx^lxf-^Xi)-^  xlxiixs-^  Xi)  —  a£2r|â7| 

b 

_  x}jrt(— g — Xi)-^xlXi(-'a-^Xi)-^xlXi(—a—Xf)  —  2Lxlxl 

D 

—  a(a?}a:i-4-a:|x3-ha:îa:i) — XiXfXi(xi-hXt-hXi)^  ^^SarfarJ 
D • 

—  a£—ca —  iY,x\x\ 
^  D 

Or 

S:r|:r|  =  (2ar,ar,)«  — aaria?ja:j(a:iM- arj-Ha?3)  =  b^—iac\ 

donc 

—  a<'—  ac  —  26*-+-  3ac 
/>  = B 

3ac— a6«—-(D  — a6-+-3c) 

=  ^ ' 

3ac  —  46*M-  a*6  —  aD 
^  = ÏD 

En  résumé  la  substitution 

y-  ^(«'— 36)g«-i-(aga—  706  -^  9c  —  D)a?  -h  (3ac  —  46»  -h  a«6  — aP) 

2D  ' 


(  «So  ) 
OÙ  D  désigne  l'une  quelconque  des  racines  carrées  do  la 
quantité   D^=  a^b^  —  4i»  — 4a'c—  ayc*  H- i8aic, 
donne  deux  solutions  de  la  question. 

Exemple.  —  x' —  5  jr^  -f-  6x —  i  =  o  j  on  a  ici 

a  =  — 5,        ^  =  6,        c=  —  I, 
D«=25  X  36  — 4x6  X  36  —  4  xiaS  — 274-18  x  5x6 
=  36  —  4  x5(25  — 27)— 27  =  9-4-4  X  5  X2  =  49, 

D  =±7. 

a«— 3*  =  a5  — 18  =  7, 

2a»  — 7  aô -H  9c  =— 2x1 25 -+-7x5x6  —  9 

=  —  5  X  2(25  — 21)— 9  =  —  49  =  —  7  X7» 

3ac  — 4A«-i-a«ô  =  i5  — 4  x  36-4-25  x6 

=  i5-4-6(— 24-H  25)  =  21  =  3  X7. 

En  prenant  D  =  -f-  7,  on  obtient 

„,-7X;-;^-7-.^_ 

2X7  2 

3  X  7H-5X7        8 

p  =  i i.  =  -  =4. 

^  2x7  2 

Donc  la  substitution  y=z(x —  2)^  reproduit  Téqua- 

tion 

X* —  5x^  -f-  6ar  —  I  =  o. 

On  peut  prendre  D  =  —  7  et  Ton  a 

—  2  X  7 
3X7—5X7 

'^  —2  X7 

Autre  exemple.  —  x^  —  3X x^  —  3  x  4-  ).  =  o  5  c'est 
Téquation  qui  donne 


lang  ô  =  ^ 


(  '8.  ) 

eu  fonction  de 

tanga=  X. 

Il  faut  faire,  dans  les  formules  générales, 

a= — 3X,        b=  —  3,        c  =  X. 

On  a  alors 

D«=  3  X27X«-f-4  X  '274-4  X  27X*— 27X^-^  18  x  gX» 
=  4  X  27(1  -H  X*-4-  2X»)  =  4  X  9  X  3(1  -^  Xï)«, 

D  =±6(i-hX«)/3. 

a«—  36  =  9X«-+-  9  =  9 (n-  X«), 
2a«4-9c  — 7a6=— 2  x  27X»4-9X  — 7  X9X  =— 54X(i-hX«), 
3ac  —  4ô«  -+-  a«6  =  —  9X«—  4  X  9  —  3  X  9X*  =  —  36 (I  -+-  X«). 

Donc 

6(i-hX«)xe^  a 

—  54Xri-4-  X«)— 6(i-f-  X«)/3  X  e 

2X6(h-X«)ev/3 
=  _1(i  +  3e/3X), 

—  36ri-hXî)-H3Xx6(i-+-X«)ev/3       3X  ,- 

D     = — = £V  J. 

2x6(i-hX*)ei/3  î» 

Au  lieu  de  garder  la  transformation  entière 

ev/3     ,       i-H3Xe/3  3X  — 2sv/3 

^  %  2  2 

nous  allons  chercher  la  transformation  homographique 
équivalente.  On  atteint  ce  but,  comme  Ton  sait,  par  une 
simple  division  algébrique.  Or  on  trouve 


xï— 3).JF«--3j:-t-X 


î/3     ,       i-+-3X£^3 

X*  —  

2  2 


3X  — 2£v/3\  /   2  2\    , 


Donc 


r  =  - 
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—  |:^>^|Ev/3  _  i(3r-£v/3)  _    r-e/S 


./3' 


f(xBv/3H-i)        l-^a:sv/3 


On  arrive  à  ce  résultat  connu,  à  savoir  que,  si  x  =  tang  ? 
est  une  racine,  les  deux  autres  sont 


;__/3  tangç-tangj 


i-4-a;v/3 


el 


I -f- tang  9  tang  j 
=  tang^<p— I  -h7rj  =  tang/?p-+-^j 


î> 


^-h/3 

tang<pH-tang^ 

1  —  37/3 

I  — tang  <p  tang  ^ 

2'»  On  a 

7i  =  ^i' 

73=^2» 

^2=3:3; 

c'est-à-dire 

/arj  H-  ma?!  H-/>  =  ari, 

/a?!  -H  mxi  -\-p  =  iTi, 

/a:|-+-  mxt-hp  =  x^. 

Ces  équations  nous  donnent  les  valeurs  des  inconnues 


/  = 


X\       Xi  I 

Xf       X3  I 

X^       X^  I 
Xi 

Xz  I 

Xt  I 


—  D 
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{Xi  —  Xt  )(^l  —  ^3){X3  —  Xi  ) 
_         1X1^X3  — T*  _^  ZXx  —  Tx~-  Xf 


-a-3 


x\-^Xi{a-h  Xx) 

Xi 

l  =        J'i(3j?i-f'a) 

—  ax\~-  %bxi—  3c' 


Xl  ^  Xi{Xi-^  Xz  )  -^  XfX3 

_     a-|  (  3  3^1  -h  g  ) 
a«rif  -t-  ax} —  c 


arj     ar, 


Xt       I 


___  a?}  5*2  -+-  ari  xl-h  x^- 


-xxxl 


-  D 
^  rî(j-a  — a:3)-f-a'i(ar«  — y»)  — (.rj-^a-») 

(a:,  — X2)(J7,— .raXara  — -Cl) 
_  ^î-^J^iCj-jH-Xa)— arl  —  rcaya  — ar| 

(ari  — a's)(a:3— a7,) 
_  Jri(a?i4-a?»-f-ar3)  —  (a-,-ha'3)«-t-a'aar3 
—  (a-i— a-j)(a-i  — ar,) 


aari-i-(a-+-arj)«H 

a?! 


ar}-hari(a-ha7,)  — 


a?f -^-3aa:î-^  a'a*, -hc 


a?, 


ar,(2aari-4-a* —  6) 

m  = —^ 

—  axj  —  'ioxi  —  3  c 


P  = 


X\      X\      X\ 

x\     ar,     zr, 
x\     Xf    a-3 


=  ^1 


arj 


a:s     a-, 
37,     a-a 


-D 


—  D 
a?!       1  o 

a?§     a:3    x^  —  x^ 

X\      Xf      X3  —  Xf 

Xi 


—  D 

_  a?i(a'3  —  Xj) 


~x\     37, -Ha?3 


Xl  Xf 


I  O 

a?3     —  I 

Xi  I 
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—  {Xi  —  XijiXi—XzXXi—Xi) 
~  xl^Xiix^-^  Xz)-i- XiXj 

Xi  \-—{a-hXt)(a-h^Xi)—  —  I 

xf-hxi{a-hxi) 

_  — Xi(2x\-\-3ax\-{-  a^xi-h  11c) 

'Jtxl-h  ax\  —  c 
_  — (2371-4-  a)ix\->r  ax\-^  ÔJTi-h  c)-{- ibx\-k- abxx^^  ac 
~  — ax\—ibxx  —  3c 

_    ^bx\->rabxx-^- ac 
^~  —  ax\  —  ibxi^  ^c' 

En  remplaçant  x  par  chacune  des  trois  racines  de 
Téquation  donnée,  nous  obtiendrons  trois  solutions  de 
la  question. 

On  sait  comment  on  pourrait  ramener  les  expressions 

précédentes  de  l^m^  p  k  la  forme  ^ — |,  • 

On  voit  facilement  comment  on  pourrait  former  l'é- 
quation du  troisième  degré  dont  dépend  Tun  des  coeffi- 
cients /,  m,  p  et  déterminer  rationnellement  les  deux 
autres  en  fonction  de  celui-là.  Il  faudra  en  tous  cas 
résoudre  une  équation  du  troisième  degré  qui  a  le  même 
nombre  de  racines  réelles  que  la  proposée. 

3^  Si  1  on  a 

/37?  -H  mxi-^p  =  Xi 

pour  les  trois  valeurs  i,  2,3  de  Tindice  i,  on  a  identi- 
quement 

lx'^->r  mx  -h/)  =  37, 
c'est-à-dire 

/  =  p  =  o,        m  =  I. 

Nous  trouvons  ainsi  la  solution  j^  =  x,  qui  était  à  pré- 
voir. 

Remarques,  —  1 .  En  supposant  réels  les  coefficients 
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de  l'équation  proposée,  quatre  des  substitutions  trou- 
fées  sont  à  coefficients  réels.  En  effet,  quand  les  racines 
Xi,X2,j:8  sont  réelles,  D^  est  négatif,  et  par  suite  D 
imaginaire  :  les  deux  solutions  trouvées  dans  le  premier 
cas  sout  imaginaires  et  les  quatre  autres  sont  réelles^ 
si,  au  contraire,  x  seule  est  réelle,  D^  est  positif  et  les 
seules  solutions  imaginaires  sont  celles  du  deuxième  cas 
qui  correspondent  à  x^  et  Xj. 

2.  On  pourrait  se  proposer  de  généraliser  la  question 
et  de  prendre,  au  lieu  d'une  équation  du  troisième  degré, 
une  équation  de  degré  /i.  Le  nombre  des  solutions  serait 
alors  1.2.3...  /z  ^  il  est  remarquable  que  ce  nombre 
est  précisément  le  degré  de  Téquation  de  la  résolution 
de  laquelle  Lagrange,  cherchant  à  généraliser  ce  que 
l'on  connaissait  relativement  à  la  résolution  des  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degré,  avait  fait  dé- 
pendre celle  de  l'équation  du  degré  n. 

En  étendant  l'analyse  exposée  précédemment,  on  peut 
d'ailleurs  ramener  la  résolution  de  celte  équation  de 
degré  n\  à  celles  de  plusieurs  équations  de  degrés  moin- 
dres et  au  nombre  de  n.  On  est  en  effet  naturellement 
conduit  à  distinguer  n  cas  : 

1®  on  n'a  Xi  =  yi  pour  aucune  valeur  de  i\ 
a*  on  a      yt=  xt  pour  une  seule    »  ; 

3^    »  »         pour  deux  »  ; 

4**     »  »         pour  trois  »  ; 

(/i  — i)**  »         pour  n  —  a  »  ; 

n"  »         pour  n  —  i  et  par  suite  pour  n. 

Mettons  de  côté  le  /i*®"®  cas,  qui  comporte  évidemment 
une  seule  solution  j^  =  x,  et  appelons  u^  le  nombre  de 
solutions  qui  correspondent  au  premier.  Considérons 
le  (p  +  i)*^™*  cas,  celui  où  xi-^  yi  pour  p  valeurs  de  i\ 
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laissons  d'abord  fixes  ces  valeurs  de  i  :  nous  aurons  un 
nombre  de  solutions  égal  à  u„_p  ;  cela  est  évident  d'après 
la  définition  môme  de  w^.  Or  il  y  a  CJ  manières  de  sup- 
poser l'égalité  Xi=ji  satisfaite  pour  ;:;  valeurs  de  15  donc 
le  nombre  de  solutions  aflérentes  au  (p  -4-  i)'*™«  cas  est 

De  plus  nous  avons,  en  égalant  deux  expressions  du 
nombre  de  solutions 

Wa -h  C;  Mn_,  -^  .  .  .  4-  C  J  Un-p  + .  .  .  -h  CS"»  M,  -4-  I  =  /l  ! . 

En  faisant  successivement  /2=  2,  3,  4»  5,  . . .,  n — i, 
n  dans  cette  formule,  on  calculera  u^^  puis  U3,  U4,  U5, ..., 
W/i-o  W/ï.  Attribuons  à  ti  la  valeur  2-,  nous  trouvons 

Mj  -4-  ï  =  1 .  a,        «t  =  i , 

ce  qui  était  à  prévoir. 
Si  72  =  3,  on  a 

W3-+- 3i/i-M  =  1.2.3,        «^3=6  — 3  — 1  =  2, 

résultat  que  nous  avons  efiectivement  trouvé. 
Remplaçons  n  par  4  et  nous  trouvons 

Mfc-+-4w3-i-  ôMj-i-i  =  1.2.3.4» 
M4  =  24  —  8  —  6  — 1  =  9. 

Ainsi,  dans  le  cas  du  quatrième  degré,  la  résolution 
de  l'équation  du  vingt-quatrième  degré,  qui  résout  la 
question  posée,  se  ramène  à  la  résolution  de  quatre  équa- 
tions dont  les  degrés  respectifs  sont 

"*  =  9»        4ws=8,        6w,=  6,        I. 

La  façon  la  plus  simple  de  calculer  Un  consiste  à  re- 
marquer que  l'on  a 
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Pour  le  démontrer,  posons  Uk  =  A  !  v^kS  nous  aurons 


'■•  "T  "»-+••  • 


es  cr» 


I 


c'est-à-dire 

I  I 

Retranchons  de  cette  égalité  celle  que  Ton  obtient 
en  y  remplaçant  n  par  n  —  i  et  nous  verrons  que 

La  forme  de  cette  relation  montre  que,  si  Von  y  at- 
tribue successivement  à  n  les  valeurs  n,  /z  —  i,  . . . ,  3, 
on  obtiendra  un  système  de  /z  —  3  équations  linéaires 
par  rapport  aux  inconnues  {^n —  ^n-ty  "-,  Vfs —  ^/t-it  •••^ 
Vi — ^2  qui  admettra  un   système  unique  de  solutions. 

Or,  si  Ton  fait  généralement  Vft —  i^^^i  =      ,,     et  t'a  =  i 

dans  le  premier  membre  de  la  précédente  égalité,  le  ré- 
sultat a  pour  expression 

(—1)1»  (— l)n-l  (_,)/i-p 


,  (-1)^  .  (-1)'  .       T  (-1)1 

(/i-3)!3Î  "^(/i  — 2)!a!^/i!        (,i-i)!il 
=:(_,)«n![i-C,l-h...-f-(-i)PCg-4-... 

-f-(—  iy*-»C2  *  -f-(~  i)«-i-(—  i)«-»C2  -»  ] 
=  (— i)«/i!(i  — i)''  =  o. 
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La  solution  du  système  en  question  est  donc 

(_iyt 
vk—i^k-i=  ""XT"        (^  =  ^^  '*  — ï'  .   .,3). 

Ainsi,  l'on  a  bien 

Un  Un-i  r— I)" 


-9 


n!       (/i  — I)!    ■ 
ce  qui  équivaut  à 

"/»=ntt„_t-h(— ly». 

On  voit  que  Un  croît  à  peu  près  aussi  rapidement 
que  71  ! 

L'expression  de  Un  en  fonction  de  n  s'obtient  facile- 
ment en  employant  la  relation  précédente;  on  en  déduil 
immédiatement 

Un  _  (-!)«       (-1)"-*    .         .   (-1)'   .    Ut 
n!  ""     n!     "^  (n- 1)!  "^' * '"^     3!      "^  a! 

ou,  puisque  U2  =  i , 

Un=  nl\i 1 '   -h... H- p-     • 

L        ï       *-2        1.2.3  n!    J 

L'expression   entre   crochets   est   le  développement 

de  -f  arrêté  au  (/i  -f- 1)»"^'™»  terme;  donc  pour  /i>  3,  ^  est 

compris  entre  -  et  «  • 

Observons  que  l'équation  de  degré  u„,  à  laquelle  nous 
sommes  arrivé,  ne  renferme  que  n  coefficients  arbitraires, 
ceux  de  l'équation  proposée  de  degré  /i;  elle  n'est  donc 
pas  la  plus  générale  de  son  degré.  Il  est  visible  que  si  la 
proposée  peut  ôtre  résolue,  elle  pourra  l'être  également 
et  sa  résolution  dépendra  de  celle  d'une  équation  de 
degré  n  au  plus. 

A  l'égard  de  l'équation  de  degré  C""''iip(/:;^a),  nous 
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remarquerons  qu'elle  peut  être  résolue  si  la  proposée 
est  aussi  résoluble. 

De  ce  qui  précède,  il  ressort  que,  si  Féquation  pro- 
posée f  peut  être  résolue,  il  en  sera  de  même  de  notre 
résolvante  y  du  degré  n\\  si  Ton  peut  trouver  seulement 
q  racines  de  y,  on  en  pourra  trouver 

def . 

Supposons  que,  réciproquement,  Féquation  ^  soit  ré- 
soluble, ou  même  seulement  que  Ton  puisse  trouver  une 
racine  de  Téquation  de  degré  Un  dont  il  a  été  parlé.  Ou 

aura 

x,=  e(a:|),  a?,  =^0(2:,),  ..., 

^(x)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  x.  On  en 
déduira 

x„  =  e«-i(a?„_,),        x,=  0«(a?„). 

L'équation  y*  sera  abélienne  et  par  conséquent  réso- 
luble algébriquement. 

Si  Ton  sait  calculer  une  racine  de  Téquation  de  degré 
CJ ««_;,,  n  —  p  racines  de  Téquation  y  pourront  être 
exprimées  rationnellement  à  Taide  des  p  autres  et  Ton 
peut  affirmer  que  l'équation /est  susceptible  d'abaisse- 
ment. 

En  résumé,  on  a  ce  théorème  : 

l?oar  que  V équation  (f  =  o  soit  résoluble  algébri- 
quement, il  faut  et  il  suffit  que  V équation  f  soit 
elle-rnéme  résoluble. 

On  voit  maintenant  pourquoi,  dans  le  cas  du  troisième 
degré,  on  a  dû  nécessairement,  pour  résoudre  complète- 
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ment  cp,  résoudre  d'abord  l'équation  f  (ou  une  autre 
tout  à  fait  analogue). 


SUR  UNE  APPUGATIO!«  DU  THÉORÈME  DE  ROLLE; 

Par  m.  Cn.  BIEHLER. 


1 .  Si  Ton  prend  les  dérivées  par  rapport  à  x  et  à  ^' 
de  l'expression  (x'^-^j^  — ^^)^^  «  fois  par  rapport  à 
j:  et  ^  fois  par  rapport  à  j)^,  les  nombres  a  et  ^  étant  des 
entiers  quelconques,  mais  tels  que  a/i  —  (a  +  ?)!>0î 
on  obtient  une  fonction  de  degré  2/1  —  (a+p)  enx 
et  y.  Si  Ton  égale  à  zéro  cette  fonction,  l'équation  ob- 
tenue représente  une  courbe  qui,  abstraction  faite  des 
axes  de  coordonnées,  se  trouve  tout  entière  renfermée 
dans  le  cercle  x^  -{-j^  —  r^  =  o. 

Nous  allons  démontrer  cette  propriété,  bien  connue 
d'ailleurs,  en  nous  appuyant  sur  les  théorèmes  sui- 
vants : 

2.  Théorème  I.  —  Si  ^{x)  est  un  polynôme  en  x^ 
dont  tous  les  zéros  sont  imaginaires,  mais  de  la  forme 
dt  fli,  a  étant  une  quantité  réelle,  les  équations  que 
l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  successi^^es 
de  ^{x)  nont  d^ autres  racines  réelles  que  x=oet 
leurs  racines  imaginaires  sont  toutes  de  la  mêmeforme 
que  celles  de  ^(x)  =  o. 

En  elFet,  soit 

<ï>(a;)  =  9(3:*), 
on  aura 

Si  l'on  pose  .r^  =  «,  l'équation  o{z)  =  o  a  toutes  ses 
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racines    réelles    et    négatives  ;  par   suite ,    Téquatiou 
o'{z)  =  o  SL  aussi  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives  : 
le  théorème  est  donc  démontré  pour  Téquation 

4>'(ar)  =  o. 

Formons  ^'(or),  ou  a 

1  équation  <^'(x)  =  o  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  x  ;  en  posant  x^  =  z,  nous  allons  montrer  que 
Téquation 

a  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives.  En  effet,  l'équa- 
tion ç(z)  =  o  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  néga- 
tives, il  en  est  de  même  de  l'équation  ç'(^)  =  o.  Soient 
a^,  ao,  . . .,  cLn  les  n  racines  de  cette  équation  ;  sub- 
stituons-les dans  la  fonction 

izff^z)  H-  io'(z)y 

elle  devient  successivement 

4a,  ç"(ai),     4aj?"(as)»     •••,     4a«  ?"(««). 

Les  quantités  '/'(«i),  ^"{ol^)^  .  .,  ?"(a«),  d'après  le 
théorème  de  Rolle,  sont  de  signes  contraires,  par  con- 
séquent la  suite  des  quantités 

4ai?'(ai),     4a2?''(ai),     ...,     4a/»?'(a«) 
ne  présente  que  des  variations.  L'équation 

4^  0{Z)  -h  2<p'(^)  =  O 

a  donc  n —  i  racines  réelles  comprises  entre  ai  et  ao, 
a,  et  aj,  . . . ,  a„_i  et  ol^  ;  comme  elle  estde  degré  /?,  elle 
a  toutes  ses  racines  réelles. 

Lji^ième  racine  ne  peut  pas  être  positive,  QdiVo"{z) 
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el  ^'{z)  sont  des  polynômes  qui  ne  présentent  pas  de  va- 
riations, puisque  tous  leurs  zéros  sont  réels  et  négatifs; 
par  suite 

n'en  présente  pas  non  plus  *,  toutes  les  racines  de  Téqua- 
tion 

sont  donc  réelles  et  négatives.  On  en  conclut  que 
les  racines  de  l'équation  4>"(x)  =  o  sont  toutes  imagi- 
naires et  de  môme  forme  que  celles  de  $(x)  =  o. 

Il  est  bien  évident  que  ces  deux  propositions  démon- 
trent le  théorème. 

3.  Théorème  II.  —  Si^{x)  est  un  polynôme  en x'^ , 
tel  que  l'équation  <^(a:)=o  n  admette  pour  racines 
imaginaires  que  des  quantités  de  la  forme  ±ai,  a 
étant  réel,  les  dérii^ées  successii^es  de  ^{x)  égalées  à 
zéro  nous  fourniront  des  équations  dont  toutes  les  ra- 
cines réelles  sont  comprises  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  des  racines  réelles  de  <I>(.r)  =  o. 

Si 

ai ,  ^2,  . . . ,  an  étant  des  quantités  que  nous  supposerons 
positives  et  rangées  dans  Tordre  croissant,  a^ ,  a^,  ...,0^ 
des  quantités  réelles,  les  racines  réelles  des  équations 
<I>  (  H")  (x)  =  o  sont  toutes  comprises  entre  —  a„  et  -+-  fl». 

Posons  encore 

*(ar)  =  ç(a?«), 
on  aura 

<ï>'(a:)  =  2a?cp'(a:'); 

en  posant,  comme  précédemment,  x^  =  z^  Téqualioii 
ç'(z)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 
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4>'(j:)=:o   a  pour  racines  réelles  /.éro  et  2(/i — i) 
aiilres  racines  comprises  entre  les  nombres  des  suites 


H 


—  «n»      ~«/i-i, 

...,    —  rt, 

f,,     -h  as.      ..., 

-hrt„.  1,     -f  r/„ 

bn-i,      — />/i-s. 

...,       —^i,      o, 

^6.,     ^6,, 

...,      -f-^«    1 

Soient 


les  2/ï —  I  racines  réelles  de  réqualion  dérivée 

4>'(j?)  =  o, 

que  le  théorème  de  Rolle  nous  permet  de  mettre  immé- 
diatement en  évidence  ^  une  autre  racine  de  l'équation 
ç'(z)  =  o  est  comprise  entre  a^^  et  —  a^  ;  elle  peut  être 
positive  ou  négative.  Si  elle  est  positive,  a  cette  ra- 
cine correspondront  deux  racines  réelles  de  l'équation 
4>'(x)  =  o,  en  valeur  absolue  moindres  que  a^  ei,  si 
elle  est  négative,  il  lui  correspondra,  dans  ^'(x)=o, 
deux  racines  imaginaires  de  la  forme  zhai-^  quant  aux 
racines  de  ©'(s)  =  o,  comprises  entre  —  aj  et  —  a'  il 
ne  leur  correspond  dans  <I>'(a:)  =  o  que  des  racines  ima- 
ginaires de  la  forme  ±ai'^  l'équation  0'(jt:)  =  o  n'a 
doue  pour  racines  réelles  que  des  quantités  comprises 
entre  —  a„  et  -ha/,,  ce  qui  démontre  le  théorème  pour 

On  a,  comme  précédemment, 

L'équation  ^"(x)  =  o  ne  renferme  que  despuissanct^s 
paires  de  x;  en  posant  x-  =  3,  elle  devient 

Cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles. 
Eu  eflet,  nous  avons  vu  que  <ï>'(a;)=  o  a  2« —  t  ra- 
Ann,  de  \fathémat.,  3-  série,  t.  VI  (  Vvril  1887).  \!\ 
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ri  lies  réelles 

et  qu'elle  pouvait  avoir  de  plus  deux  autres  racines 
réelles  entre  o  et  b^  et  entre  o  et  —  A| .  Elle  a  toujours 
au  moins  a(^ — i)  racines  imaginaires  de  la  (orme 
±ai.  Si  <^\x)  =  o  a  a/i —  i  +  a  raciues  réelles, 
0"(ar)  =  o  a  2/2  racines  réelles  dans  les  intervalles  pré- 
sentés par  les  premières  ;  mais  alors  9(2;)=:oa/i  ra- 
cines positives  et  p  —  a  racines  négatives  ;  car  nous 
avons  vu  que  (f\z)  =  osip —  i  racines  négatives,  et 
ces  racines  substituées  dans  B(z)  donnent  des  résultats 
de  substitution  de  signes  contraires.  L'équation 

a  donc,  dans  ce  cas,  n-i-  p  —  a  racines  réelles  et,  comme 
elle  n'est  que  de  degré  n-^-p — i,  toutes  ses  racines 
sont  réelles. 

Si,  au  contraire,  4>(j:)=  o  n'a  que  a  « —  i  racines 
réelles,  0"(a:)=  o  n'aura  que  aw — a  racines  réelles 
dans  l'intervalle  de  —  bn-\  à  -+-  i/,_i ,  mais  alors 

a  p  raciues  négatives  qui  sépareront/; —  i  racines  réelles 
de  B(«)  =  o  ;  on  en  conclut  que  6(2)  =  o  a  n  -f-  /^  —  2 
racines  réelles  et,  par  suite,  que,  dans  les  deux  cas, 
toutes  ses  racines  sont  réelles. 

L'équation  0(a:*)  =  o  est  de  la  forme  de  ^{x)  ==  o  \ 
elle  n'a,  d'après  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  que 
des  racines  réelles  et  des  racines  imaginairesde  la  forme 
ih  ai  \  on  démontrerait  sur  celte  équation  que  ses  deux 
premières  équations  dérivées  remplissent  également  les 
conditions  de  l'énoncé,  et  ainsi  de  suite. 

11    faut  toutefois    que  la    («-+-/? — 1  )**"»«    racine   de 
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H(z)=:  o,  sur  l'ordre  de  grandeur  de  laquelle  nous  ne 
savons  rien  jusqu'iei,  soit  moindre  que  a,,,  si  elle  est 
positive.  Nous  allons  démontrer  qu'elle  est  moindre  que 
la  plus  grande  racine  positive  a  de  Téquation  cp'(z)  =  o^ 
elle  sera  alors  moiudre  que  a„.  Il  suflGt  de  faire  voir  que 
6(4-  00  )  et  ©(a)  sont  de  mêmes  signes.  Or,  6(-+-  00) 
est  du  signe  de  ç"(-t-  00  ),  6(a)  est  du  signe  de  ©''(a)  ; 
entre  a  et  -f-  00  ,  <f"{z)  =  o  n*a  pas  de  racine  :  donc, 
6 (-f-  00  )  et  ©(a)  sont  de  mêmes  signes. 

•1.  Les  théorèmes  I  et  II  subsistent,  quand  même  un 
certain  nombre  de  facteurs  de  la  forme  x^  —  a-  ou 
X*  -f  a*  deviennent  égaux  entre  eux. 

En  particulier,  si  toutes  les  racines  sont  imaginaires 
et  deviennent  égales  deux  par  deux,  c'est-à-dire  si 

toutes  les  équations  4>^H'^(x)  =  o  ont  toutes  leurs  ra- 
cines imaginaires,  sauf  la  racine  x  =  o'^  si 

toutes  les  équations  4>fl*^(.r)  =  o  ont  leurs  racines 
réelles  et  comprises  entre  —  a  et  -ha. 

Les  démonstrations  précédentes  s'appliquent  sans 
modifications  sensibles. 

Cela  posé,  nous  allons  passer  à  la  démonstration  du 
théorème  énoncé  au  début. 

5.  Considérons  la  fonction  U  =  (x- -j-j-  —  /-)". 
Nous  allons  démontrer  que  l'équation 

=  o 


f)x^  ôy^ 
représente  une  courbe  qui,  abstraction  faite  des  axes  de 
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coordonnées,  est  renfermé  tout  entière  dans  le  cercle 

La  dérivée  -r--  est  de  la  forme 

-j-j  =:(ar«4-j«-r«)''-a*(a7,>'); 

^{Xy  y)  étant  un  polynôme  en  x-  et^',  et  qui  renferme 
X  en  facteur  s'il  est  de  degré  impair.  On  voit,  à  l'inspec- 
tion de  ce  polynôme,  qu'il  est  de  la  forme 

:r*<p(ar*,  x'^  -^  y^  —  r'), 

la   fonction  o  étant  homogène  en  air^  et  x^ -+- j  -  —  /•', 
et  £  étant  zéro  ou  un. 
On  pourra  donc  écrire 

- —  =  x^(x^  -^y^  —  /•*)'*^*o(j?*,  ar'  H-^'  —  /•*). 
ox* 

La  fonction  liomogène  o(x^,  x^  -^J^  —  ''^)  peutètre 
décomposée  en  un  produit  de  facteurs  de  la  forme 

(x^  -T-y^  —  r*-h  lix^), ..  (a?*  H-j^«  —  r*  -f-  X^.x'^); 

les  quantiléi  X,,  X3,  ...,  Xa*  ^*>(>i^^  indépendantes  de  x, 
dej  et  de  r  ;  ce  sont  des  quantités  numériques  réelles 
et  positives. 

En  eflet,  dans  l'hypothèse  de  r^  —  r*  >  o,  les  racines 

de  réquatîoii 

d^V  _ 
àx^  """ 

sont,  d'après  les  théorèmes  précédents,  toutes  réelles  et 
comprises  entre 

_- y//.2  —  -yt     et     -}-  y//-* — 7*. 
Comme  on  doit  avoir,  en  désignant  par  x^  une  de  ces 
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raclues, 


•  r*  -h  Xj-J  =  o 


ar*<r«— ^«, 


et  que 

il  s'ensuil  que 

et,  par  suite,  Xx,^'  est  positif,  ce  qui  exige  que  X  soit  po- 
sitif. 

Nous  avons  supposé,  pour  établir  ce  résultat ,  que 
,.2  — yi  ^  o  ;  il  est  évident  que,  les  quantités  \  étant 
indépendantes  de  a:,  de  j'  et  de  r,  la  conclusion  précé- 
dente subsiste  dans  tous  les  cas;  on  a  donc 

^  =  Nar«(ar«  -h^»  -  /•«)—«  \x\  i  -f-  X,)  -h^*  —  r«] 

En  égalant  à  zéro  -r-^y  on  obtient  un  certain  nombre 

de  fois  le  cercle  x^-hj^  — r'  =  o,  Taxe  de  j'  si  e^o, 
et  enGn  une  série  d^ellipses,  dont  les  équations  sont 
toutes  de  la  forme  ' 


ar*(l  -+-X)H-j^«  —  r«  =  o, 

qui  ont  pour  grand  axe  le  diamètre  vertical  du  cercle, 
pur  petit  axe  une  portion  du  diamètre  horizontal. 
Elles  sont  donc  renfermées  dans  le  cercle 

37»  -4-  ^'  —  r'  =  o. 

Si  maintenant  on  prend  ^  fois  la  dérivée  par  rapport 
àj'  de 


on  obtient  un  polynôme  en  x  et  j-  de  degré 
2/1  — (a-i-  3). 
Ce  polynôme,  considéré  comme  une  fonction  de  y^ 


I 
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pioveiiaiit  par   fJ   clérivalioiis  successives  du  polynôme 

en  j2,  y^  a,  d'après  le  théorème  IJ,  tous  ses  zéros  réels 

compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  racine 
réelle  de  Téquation 

Il  est  évident  que  la  quantité  r^  —  x^  est  supérieure  à 
toutes  les  quantités  de  la  forme 

r«  — ar«(i-t-X), 

où  )v  est  une  quantité  positive.  Par  suite,  toutes  les  ra- 
cines réelles  de  Téq nation  en  y 

sont  comprises  entre 

—  y^r*  —  37»     et    -+-  v^r*  —  a?*  ; 

on  a  donc,  en  désignant  par  j^  une  racine  réelle  quel- 
conque de  cette  équation, 

jkJ  <  r*  —  x^ 

ou  bien 

les  points  de  coordonnées  x  et  y^  sont  donc  situés  à 
l'intérieur  du  cercle 

x^  -\-  y^  —  /*'  =  o. 

Ce  sont  d'ailleurs  les  seules  solutions  réelles  de 
l'équation  ;  car,  si  r^  —  j:-  <^  o,  toutes  les  racines  en  y 
de  l'équation 

^^  =  ^ 

sont  imaginaires,  à   l'exception  de  la  racine  ^  =  o,  si 
elle  s'y  trouve. 
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6.  Considérons   maintenant   la  fonction  plus    coin- 

|)lexc 

la  dérivée  d'ordre  a  de  V, 

e  étant  Tun  des  nombres  o,  i,  2,  3  et 

ïp(iF*  -4-^*  —  r*,  a:*) 

une  fonction  homogène  des  quantités  a:*-hJK*  —  '* 
et  x*^  dont  les  coefficients  sont  indépendants  de  x,  dej^ 
el  de  r. 

On  voit  immédiatement  que,  si  Ton  prend  les  déri- 
vées successives  de  (x*  -\-  a*)'*,  ces  dérivées  sont  de  la 
forme 

e  étant  Tun  des  nombres  o,  i,  2.  3  et  8  une  fonction 
de  X*  qui  n'a  que  des  permanences  ;  Téquation  obtenue 
en  égalant  à  zéro  Tune  quelconque  de  ces  dérivées  a 
donc  toutes  ses  racines  imaginaires,  excepté  la  racine 
x=o. 

Pour  que  les  dérivées  de  {x*  -\-y^  —  ''*)">  égalées  h 
^ro,  aient  des  racines  réelles,  il  faut  donc  que 

r*  — y^  >  o. 

On  peut  alors  écrire 

f^r*  •+■/*-''*)'*  =  [^* —  ('•* -J^*)J'* 

cette  fonclion  rentrant  dans  le  type  de  celles  du  théo- 
rème II. 

On  en  conclut  que  l'équation 


(  aoo  ) 
a  toutes  ses  raciues  réelles  comprises  entre 

—  y/r^  — y^     et     H-  \^r^  —  y'*  : 
et  Ton  en  conclut  aussi  que 

ix^-^y^  —  rs  -h  Xtx*)...  (jr^-^j^*  — r*  -h  X^iX*). 


Les  quantités  Aj,  A-j,  ...,  ^a-  sont  réelles  et  positives  *, 
la  démonstration  se  fait  comme  dans  le  cas  précédent. 

En  vertu  d\iu  théorème  plus  général  que  nous  énon- 
cerons plus  loin,  si  4>(a:)  est  un  polynôme  de  la  forme 

4>(a7)  =  ( x*  —  aj  )  (a-*  —  a*  )  . . . 

(xv  —  ai )  (a?^  4- «}  ) . . .  (^* -f.  «p)S 

les  équations  dérivées  ^^l*^(a:)  =  o  ont  toutes  leurs  ra- 
cines réelles  comprises  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  racine  de  ^(j")  =  o,  c'est-à-dire  entre  —  a„  et 
+  (inj  si  an  est  la  plus  grande  des  quantités  a{,  a^,  . .  • , 
rt„.  En  prenant  les  dérivées  d'ordre  ^  des  deux  mem- 
bres de  l'égalité 

- —  =,  xi(x^  ^  y'*  —  r'*)'^-'^ 

{x*  -^y^  —  r^  +  Xi^F*). . .  {x^-^ y^  —  r^-4-  Xa,a7*), 

,   .       ,    r        •        ^^-^Pv       .    ,    1 ,    ,     , 
on  obtient  la  lonction  »  qui,  égalée  a  zéro,  a  toutes 

ses  racines  comprises  entre  —  \jr^  —  x*  et  -4-  \Jr^  — a:*, 
et,  pour  qu'elle  ait  des  racines  réelles,  il  faut  que 

r*  —  ir*  >  o . 

On  en  conclut,  comme  précédemment,  que  toutes  les 
courbes 

z  ==■  t> 

(fx^ôy^^ 


(   aoi    ) 
sont  renfermées  dans  la  courbe 

j-i  ^y*  —  /•*  =  o- 
7.  Si  Ton  considère  la  fonction 

w  =  (x*'"  -h^-'«  —  /•*'"  y, 

letiuatioii 

représente  des  courbes  qui,  abstraction  faite  des  axes  de 
coordonnées,  sont  toutes  renfermées  dans  la  courbe 

Cette  proposition  est  une  conséquence  des  théorèmes 
suivants  : 

I.  Si  ^(x)  représente  le  polynôme 

*(x)  =  (x»'»  -f-  a}'")(x»'«  H-  a|'«) . . .  (x«'«  -h  aj»»), 

les  racines  de  4>^I*J(j:)  =  o  sont  toutes  imaginaires; 
«1,  flj,  ...,  a„  sont  supposées  des  quantités  réelles. 

II.  Si  ^(x)  représente  le  polynôme 

♦(a:)  =  (x«'«  —  a?"» )  (x»'«  —  a;'«)  . . . 

fc^  équations  ^^^\x)  =  o  ont  toutes  leurs  racines 
réelles  comprises  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
racine  réelle  de  ^{x)  =  o. 

La  démonstration  de  ces  théorèmes  est  tout  à  fait 
analogue  à  celle  des  théorèmes  du  même  genre  que  nous 
avons  démontrés  dans  le  cas  de  m  =  i  -,  nous  n'insiste- 
rons pas  pour  éviter  des  longueurs  et  nous  allons  passer 
.i  une  généralisation  f|ui  s'ofïre  d'elle-même. 
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8.  Considérons  la  fonction 

Je  vais  démontrer  que  les  surfaces  représentées  par 
les  équations 

sont,  abstraction  faite  des  plans  coordonnés,  toutes  ren- 
fermées dans  la  sphère 

a?*  -+-  ^*  H-  -2*  —  ^*  =  O. 

Eu  effet, 

-— ■  =  x^(x*  H-  y«  -f-  ^*  —  /•»)«-»  ^{Xy  y,  z) 
(e  =  o     ou     6  =  i). 

On  montrera,  comme  précédemment,  que  ^(.r,  j-,  z) 
est  de  la  forme 

^1)  ^2?  •••5  ^a'  étant  des  quantités  positives  et  N  un 
nombre.  <I>(a:,  j-,  z)  =  o  représente  donc  une  série  d'el- 
lipsoïdes renfermés  tous  dans  la  sphère. 

La  fonction  ^— ^  peut  s'écrire  aussi 

Si  Ton  prend  ^  fois  la  dérivée  des  deux  membres  par 
rapport  à  y^  il  viendra 

7,  étant;  comme  £,  zéro  ou  un,  et  la  somme  2  v  '\-  ip  +  iq 
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eUiil  la  iiièiue  pour  tous  les  termes  du  polynôme  qui 
ijgurc  dans  le  second  membre. 
Les  racines  de  Téquatiou  en  7,  représentée  par 

sont,  d*aprÙ5  les  théorèmes  démontrés,  toutes  comprises 
entre 

—  v^r"  —  2?*  —  ^*     et    -f-  v/r*  —  r*  —  ^*, 

M  elles  sont  réelles. 
Elles  sont  toutes  imaginaires  si  r^  —  x^  —  z*  <^  o. 
Le  polynôme 

étant  homogène  en  x'^  -^-J^  -h  «^  —  r^*  JC'"'  *î' J"^?  "  l*o" 
pose 

X»  -+->'«  -H  ^*  —  r«  =  —  X>ï, 
Téquation 


devient 


2Bx^(fr=.. 


Dans  cette  équation,  la  quantité  V  est  indépendante 
de  z,  et  Féquation  x-  +  JK^  +  ^^ —  '''  =  —  "^'j^  montre 
que  les  quantités  V  sont  positives.  On  pourra  alors 
poser 

x( X»  H- j^«  -4-  «*  —  r«  H-  X'i^î) . . .  (a:«  -h^«  -hz*  — r*  -h  Xp,^*); 

les  quantités  )4î  ^»  •••  sont  des  fonctions  de  x  et  de  ^' 
seulement,  et  elles  sont  positives.  En  prenant  y  fois  la 
dérivée  par  rapport  à  2,  on  obtiendra  une  expression 
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qui,   égalée  à  zéro,  aura  ses  racines  réelles   comprises 
entre  

—  v/r*  — ar*  — ^*    et    +  /r»  -x^-^y*  ; 

elles  satisfont  donc  à  la  condition 

ou 

X*  -t-  7«  -h  .5*  —  r'  <  o. 

Les  points  réels  représentés  par  réijuation 

sont  donc  tous  renfermés  dans  la  sphère 

a?»  -h  ^2  -f-  ^*  —  r*  =  o , 
à  Texception  de  ceux  qui  sont  donnés  par  les  équations 

a^e  =  o,    ^^  =  o,     5>  =  o. 

La  même  proposition  s'étend  aux  surfaces  tirées  par 
dérivation  de  Texpressiou 


SUR  UNE  EQUATION  DIFFÉRENTIELLE; 

Par  m.  WEILL. 


Soit  une  variable  x  et  une  constante  A*.  Posons 
On  aura 
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GîUe  relatiuli  permet  de  calculer  la  fonction  V^,  consi- 
dérée comme  un  polynôme  en  j^  il  est  facile  de  former 
une  équation  diflerentielle  du  second  ordre,  h  laquelle 
satisfait  cette  fonction.  Ou  a 


—Jt  —pxP-^—pA'Px-p- 


^1 
dx 


dxi 


~    dy^  y      r*/   '^  X*    dy  ' 


d'où,  en  désignant  par  V  la  fonrtion  de^', 

rf'V,   .      ,,,        d\        ,-, 
^(:K'-4A)+J'^-/'n=o. 

Cette  équation  permet  de  calculer  facilement  le  po- 
lynôme V.  En  faisant  A=i,  on  retrouve  des  résultats 
très  connus.  Le  polynôme  V^  est  égal  à  la  somme  des 
^ième*  puissances  des  racines  de  l'équation 


SUR  LES  COURBES  UNIGURSALES; 

Par  m.  WEILL. 


Les  équations 

->    aXp-H6)>/>->-H...  _    k\p-^  /X/>->-^-... 

qui  définissent  une  courbe  unicursale  de  degré  /;,  peu- 
vent s'écrire 


a       V'     A  A-       V'     B 


% 
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Transportons  l'origine  des  coordonnées  au  point  de 
coordonnées 


a  k 

^>  =  :;r'  '      ^»  =  T' 

a  a 


cl  qui  appartient  à  la  courl)C.   Considérons  les  deux 
droites  définies  par  les  é(|uations 

,  A  B 


si  l'on  prend  sur  chacune  de  ces  droites  un  point  cor- 
respondant à  une  valeur  donnée  de  X,  on  obtiendra 
deux  points  variables,  et  la  droite  qui  joint  ces  deux 
points  passera,  quel  que  soit  X,  par  un  point  fixe  P|,  A 
deux  quelconques  des  racines  a,  ^  combinées  entre  elles 
correspondra  un  point  fixe  tel  que  V^\  on  forme  ainsi 
un  système  de  p  droites  fixes  passant  par  Torigine,  et 
parallèles  aux  asymptotes  de  la  courbe  donnée;  un  po- 
lygone variable  a  chacun  de  ses  sommets  sur  une  de  ces 
droites;  la  variation  de  ce  polygone  est  déterminée  par 
la  condition  que  ses  côtés  et  diagonales  intérieures  pi- 
votent autour  de  pôles  fixes;  on  prend  le  centre  G  des 
moyennes  distances  de  ces  sommets  et  l'on  joint  ce  point 
au  point  O  intersection  des  droites  fixes;  enfin  on  prend 

sur  OG  un  point  M  tel  que  ^^  =  -;  le  point  M  décrit 

la  courbe  unicursale  considérée.  On  peut  donc  énoncer 
le  résultat  suivant  :  si  Ton  considère  dans  un  plan 
p  droites  fixes  concourantes  et  {p  —  i)  points  fixes  quel- 
conques, la  courbe  unicursale  la  plus  générale  de 
Tordre  p  est  décrite  par  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  sommets  d'un  polygone  variable  dont  les 
sommets  décrivent  les  droites  pendant  que  (/;  —  i)  côtés 
consécutifs  passent  par  les  points  fixes.  Réciproquement, 
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étant  donnée  une  courbe  unicursale,  il  serait  iuléres- 
sanl  d'étudier  la  position  des  pôles  fixes,  leurs  relations 
géométriques  avec  la  courbe;  maïs  les  résultats  ne  pa- 
raissent pas  assez  simples  pour  être  indiqués. 


CtilCMlS  BAMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTEGH!VIQlE  EN  1886. 

Composition  de  Mathématiques, 
f'oii'y  3*  série,  t.  V^,  p.  4oi. 

Lavais. 

Faire  à  l'encre  de  Chine  et  a  teintes  plates  le  lavis 
d'un  cylindre  couronné  par  un  parallélépipède  rectangle 
à  base  carrée,  portant  ombre  sur  lui. 

Le  fond  restera  blanc.  Les  ombres  sont  à  4^^  selon 
l'usage.  Les  traits  .pour  le  cadre,  les  arêtes  ou  les  con- 
tours apparents  seront  faits  à  l'encre.  Les  contours  des 
ombres  seront  indiqués  par  un  trait  de  crayon  très  fin. 
On  observera  les  filets  de  lumière. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

\)mtl  cylindre  de  front  supposé  plein,  limité  par  le 
plan  horizontal  et  par  une  section  droite,  on  enlève  la 
prtion  située  à  Tintérieur  d'un  cône  de  révolution  dont 
l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  vertical.  Représenter 
par  ses  projections  le  solide  ainsi  obtenu^  en  indiquant 
les  constructions  pour  déterminer  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  l'intersection  des  deux  surfaces. 

La  trace  horizontale  du  cylindre  est  un  cercle  de  o™,  07 
Ail  rayon  dont  le  centre  est  à  o'",o8  en  avant  de  la  ligne 
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de  terre,  «t  à  o",o3  à  gauche  de  la  ligne  qui  joint  les 
milieux  des  petits  cotés  du  cadre.  Les  génératrices  sont 
inclinées  à  45°,  et  Ton  s'élève  sur  chacune  d'elles  en 
allant  de  gauche  à  droite.  Le  centre  de  la  section  droite 
qui  limite  le  cylindre  est  à  o'",i5  au-dessus  du  plan 
horizontal. 

Le  sommet  dn  cône  est  à  o"*,o5  à  droite  du  centre  de 
la  trace  horizontale  du  cylindre,  à  o'",i6  en  avant  du 
plan  vertical,  et  à  0^,09  au-dessus  du  plan  horizontal. 
La  génératrice  horizontale  du  cône  qui  a  sa  trace  verti- 
cale à  gauche  de  celle  de  Taxe  est  coutenue  dans  le 
plan  tangent  au  cylindre,  mené  par  le  sommet  du  cône, 
qui  laisse  le  cylindre  à  sa  droite. 

On  fera  passer  la  ligne  de  terre  par  les  milieux  des 
grands  côtés  du  cadre. 

Composition  de  Trigonométrie . 

On  donne  dans  un  triangle  deux  côtés  et  l'angle 
compris  : 

a  =  SîSSS-'h';»         b  =  456o7"',o5,         C  =  55^1/ 36',  9,5. 

Calculer  les  deux  angles  A  et  B,  le  côté  c\  et  la  surface 
en  hectares. 


QUESTION. 


1563.  En  chacun  des  points  d'un  ellipsoïde,  on  mène 
le  plan  tangent*  On  projette  sur  ce  plan  le  diamètre  issu 
du  point  de  contact.  Démontrer  que  ces  projections,  déjà 
tangentes  à  rcUipsoïdc,  sont  tangentes,  en  ou  ire,  à  une 
seconde  surface.  (Mannheim.) 
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physiques.  Petit  in-8,  caractères  clzévirs,  titre  en  deux  couleurs. 

Tome  l.  —  Première  période  :  De  Thaïes  h  Aristan/ue, —  Deuxième  pé- 
:  le  :  fyjristarquc  à  Hipparquc.  —  Troisième  période  :  D^Hipparquc  à 
ï^wlinnte;  i883 G  fr. 

Tome  II. —  Quatrième  période  :  De  Diophantc  à  Copernic,  —  Cinquième 

:  iode  :  De  Copernic  à  Viète;  1 883 6  fr. 

TiviiR  III.  —  Sixième  période  :  De  Viète  h  Kepler,  —  Septième  période  : 
f)r  Kepler  h  Descartes  ;  1 883 G  fr. 

T  imo  IV. —  Huitième  période  :  De  Descartes  ii  Cavalieri.—  Neuvième 
t  ;  iode  :  De  Caualieri  à  Huygcus;  1 884 G  fr. 

l'inie  V.  — Dixième  période  :  De  Hufgensà  Nnvton. —  Onzième  période  : 
D<'  yrwton  h  Euler;  1884 ' G  fr. 

Lirne  VI.  —  Onzième  période  :  De  Newton  à  Euler  (suite);  i885.     6  fr. 

Tome  VU.—  Onzième  période  :  De  Newton  a  ^^//<^/-( suite);  i885.     6  fr. 

T'tme  VHI.  —  Onzième  période  :  De  Newton  h  Euler  (fin).  —  Douzième 

'  riode  :  D' Euler  à  Lagrangr  ;  1 886 6  fr . 

f(ime  IX.  —  Douzième  période  :  D*  Euler  à  Engrange  (fin).  —  Treizième 

iriode  :  De  Engrange  h  En  place  ;  1 886 G  fr. 

Tome  X.  —  Treizième  période  :  De  Engrange  à  Eaplaee  (fin).  —  Qua- 
rzit'me  période  :  De  Eaplacc  à  Fourier;  1887 6  fr . 

Tome  XI.  —  Quinzième  période  :  De  Fourier  ii  Arago;  1887  ...     6  fr. 

Torae  XII  et  dernier.  —  Seizième  période  :  D'Jrago  à  Jbel  et  aux  Géo- 
'nèires  contemporains  ;  1887 (  Sous  presse.) 


(Troisième  Série.)  —  AirrU  1887. 
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LIBRAIRIE   DE   GALTHIER-VILLARS. 

QUAI    DES   GRANDS -AUGUSTINS,   55,   A   PABI8. 


OPPOLZER  (le  chevalier  Théodore  d'),  Professeur  d'Aslronomie  à  riin- 
versité  de  Vienne,  Membre  de  l'Académie  dos  Sciences  do  Vienne,  (i  :- 
respondant  de  l'Inslilul  de  France,  etc.  —  Traité  de  la  déterminât  ici. 
des  orbites  des  Comètes  et  des  Planètes.  Edition  française,  puhJ: 
d'après  la  deuxième  édition  allemande,  par  Ernest  Pasqnier,  Dmcu-. 
es   Sciences    physiques   et  mathématiques,   Professeur  d'AslronuUii»' 
l'Université   de  Louvain,  etc.  Un  beau  volume  petit  in-4  ( 5oo  pap- 
texte  cl  plus  de  aoo  pages  de  Tables);  1886 Jo  !.. 

RËMOND  (A.),  Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  Licenciées  Scienr»  > 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  à  l'École  préparatoire  de  Simi  - 
Barbe.  —  Exercices  élémentaires  de  Géométrie  anal3rtiqiie  à  deux 
et  à  trois  dimensions,  avec  un  exposé  des  uéthodes  de  rêsolition 
suivis  des  Enoncés  de  problèmes  donnés  pour  les  compositions  d'r  •■ 
mission  aux  Ecoles  Poty technique,  Normale  et  Centrale,  et  au  (  '.  . 
cours  général.  1  volumes  in-8,  avec  figures  dans  le  texte,  so  veiui.î 
sc[>arémont  : 

V*  Partie  :  Géométrie   à  deux  dimensions  ;  1887 s  f- 

]!•  Partie  :  Géométrie  à  trois  dimensions»  Enonces {Soits  pu  «•<• 

RESâL  (H.),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  l'École  Polytechnique.' 
à  l'École  des  Mines.  —  Physique  mathématique.   Électrodrnanr(}u. 
CiipHUirilé  y    Chnlcur ,    Électricité,     Magnétisme,    Élasticité,     \i\- 

1884 I  :.  f . 

RESAL  (H.).  —   Traité  élémentaire  de  Mécanique  céleste.  '>r  édiii' 
Un  beau  volume  in-4  ;  1 884 v.  î  u  . 

Parî'.    -  Jinpriiiierie  de  GALTIlIEfl-VlLLAKS,  ijuai  des  Aasiisitns.  &.%. 

Le  Gérant  :  G K\nïLiKBi'\ Ml' 


(Troialème  liérie.j   —  IHiiI  1887. 


NOUVELLES  Ai^î^ALES 

•"^    (  "  im  10  ic;:r/ 


JOURNAL  DES  CAMHDATS 

AUX  ÉCOLES  POLYTECHNIQUE  ET  NORMALE, 

RÉDIGK    PAR 

I'ar  mm.  GERONG, 

rkOrcesEiR    ne    «athkmatiuccs, 
ET 

M.  Cil.  BRISSE, 

ft'iri.SStrn   liE    1I«TRK1II«TI0UK<«  SPCMALES  Al    I.ÏCKE  OO-iriOli'  K  r, 
hécfcriTEIR    A    L'K(.0LI.    POI.MEi.lIMyrE. 


TROISIEME   SERIE. 


Pi:BLIC\riON    FONDÉE    EN    l8i'2    PAU    MM.    GKIIONO    ET   TKHQLKM, 
KT    tOMTINCÉt    PAR    MM.    CKRONO,    PHOLIIKT    liT    lilURJiET. 


MAI  1887. 


S  adresser,  pour  la  rédaction,  à  M.  6ER0N0,  rue  Halle,  32  et  34, 
ou  à  H.  BRISSE,  rue  de  Bécon,  55,  à  Courbevoie  (  Seine  ). 

(  AFrKA>«;mR.) 


;  -  PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS,  IMPRIMELR-LIBRAIHE 

01     BCRE\U    DKS   LONGITUDES,    DE    l'kcOLE    PO  L  VT  EC  II  NI  QÏ' E, 

siJC(:i:ssE[îR  de  mallkt-rachklikk, 

Quai  des  Aiigustins,  55. 
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LIBRAIRIE   DE   GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DES   AUGUSTINS,  55,   A    PARIS. 


HALPHEN  (6.-H.)i  Membre  de  Tlnstitut.  —Traité  des  fonctions  elliptique  s 
et  de  leurs  applications.  Trois  volumes  grand  in-8,  se  vendant  sépan 
ment  : 

r*  Partie.  —  Théorie  des  fonctions  elliptifjties  et  fie  leurs  dévelnppr- 
ments  en  séries;  \ 886 '* 1 5  I  r . 

Il*  Partie.  —  Applications  à  la  Mécanique ,  la  Physique,  la  Geoiuéu.t 
et  au  Calcul  intégral ; ^  (  SoiLi  prt\<si\ 

m*  Partie.  —  Théorie  de  la  transformation;  Applications  h  VAl^f-luf 
et  a  la  Théorie  des  nombres {Sous  presse  • 

ROUGHÉ  (Eugène),  Professeur  à  l'École  Cenlrale,  Examinateur  à  PÊro!-' 
Polytechnique,  etc.,  et  GOMBEROUSSE  (Charles  de),  Professeur  » 
l'École  Centrale  et  aii Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  etc.—  Traité  de 
Géométrie  conforme  aux  Programmes  officiels,  renfermant  un  très  grar»  ; 
nombre  d'Exercices  et  plusieurs  Appendices  consacrés  à  l'exposition  d^^- 
Principales  méthodes  db  la  Géométrie  moderne.  5*  édition,  revue  o. 
notablement  augmentée.  In-8  de  XLix-966  pages,  avec  plus  de  6o<:»  tj- 
gures  dans  le  texte,  et  1095  questions  proposées;  i883 1 6  fj . 

Prix  de  chaque  Partie, 

P*  Partie.  —  Géométrie  plane : j  fi . 

11*  Partie.  —   Géométrie    de   V espace;    Courbes    et    Surfaces 
usuelles 9  f r . 

Cet  Ouvrage,  si  complot,  dont  le  succès  croissant  n'a  été,  pour  MM.  Roucht*  1 1 
de  Combcrousse.  qu'un  encouragement  à  mieux  faire,  est  conforme  aux  dcriii.^rv 
Programmes  officiels.  Il  renferme  un  très  grand  nombre  d'L'.xerciccs  et  de  Quf^ 
tions  proposées,  classés  par  paragraphes.  Mais  le  caractère  distinctif  qui  lai  dc^nn  > 
toute  sa  valeur  consiste  dans  les  Appendices  consacrés  à  l'exposition,  à  la  ho-^ 
concise  et  approfondie,  des  principales  Méthodes  de  la  Géométrie  moderne  C  i  *.: 
là  un  véritable  service  rendu  à  la  vulgarisation  de  ces  Méthodes.  Comme  l'a  ttit 
M.  Chasles,  en  présentant  la  première  édition  de  ce  Traité  à  l'Académie  d»-^ 
Sciences  :  «  il  parait  satisfaire  aux  besoins  réels  de  renseignement  en  France 
Depuis,  les  .Auteurs  n'ont  rien  négligé  pour  mériter  de  plus  en  plus  cet  éloge.  I> 
nombreuses  traductions  ont  prouvé  qu'on  en  jugeait  ainsi  à  l'étranger. 

ROUGHÉ  (Eugène)  et  GOMBEROUSSE  (Charles  de).  -  Éléments  de  Géo- 
métrie, entièrement  conformes  aux  derniers  programmes  d'enseignemeir 
des  classes  de  troisième,  de  seconde,  de  rhétorique  et  de  philosophie,  sui- 
vis d'un  Complément  à  l'usage  des  Ëlèves  de  Mathématiques  élémen- 
taires  et  de  Mathématiques  spéciales,  et  de  Notions  sur  lé  Lc^er  fUs 
plans^  l'Arpentage  et  le  Nivellement.  V  édition.  In-8  dexxxv-540  pnct'^. 
avec  464  figures  dans  le  texte  et  543  questions  proposées  et  exercicv^: 

1881 G  fr. 

Ces  nouveaux  Éléments  de  Géométrie  (qu'il  ne  faut  pas  confondre  avoc  1.^ 
Traité  de  Géométrie  des  mômes  auteurs)  sont  entiéremeia  conformes  aux  drM- 
niers  programmes  officiels.  Ils  renferment  toutes  les  parties  de  la  Gé<>mctrio  on- 
seignées  successivement  dans  les  établissements  d'instruction  publique*  depuis  1.^ 
classe  de  troisième  jusqu'à  celle  de  Mathématiques  spéciales  inclusivemeni,  r'i 
sont  di'stinés  aux  élèves  appelés  h  suivre  ces  différents  Cours. 

SAINT-GERMâIN  (de),  Professeur  ù  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen.  — 
Résumé  de  la  Théorie  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point 
fixe,  à  Tusago  des  Candidats  à  la  Licence  es  sciences.  Grand  :n-8:  18S7 

I  fr.   5o  0. 

SPÂRRE  (Comte  de),  Professeur  aux  Facultés  catholiques  de  Lyon.  — 
Cours  sur  les  Fonctions  elliptiques,  professé  à  la  Faculté  catholique  do- 
Sciences  de  Lyon  (i"  Partie).  Grand  in-8  ;  1886 


JUN  iO  1B-;/ 


A  MM.  LES  ABONNÉS 
des  «  Nonvelles  Annales  de  Mathématiques  m. 


Près  d'un  demi-siècle  s'est  écoulé  depuis  la  fondation 
des  Nouvelles  Annales. 

Pendant  ce  long  espace  de  temps,  j'ai  consacré,  avec 
Taidede  dévoués  collaborateurs,  tous  mes  soins,  tous  mes 
efforts  à  propager  les  meilleures  méthodes  d'enseigne- 
ment, à  susciter  l'esprit  de  recherche  et  le  goût  des 
Mathématiques,  à  rendre,  en  un  mot,  ce  Recueil  utile  aux 
professeurs  et  aux  élèves. 

Mais  les  années,  qui  s'accumulent,  me  condamnent  au 
repos ^  et  je  suis  obligé,  malgré  mes  regrets,  de  renoncer 
à  cette  œuvre  qui  a  été  la  préoccupation  de  ma  vie. 

M.  E.  Rouché,  examinateur  de  sortie  à  l'Ecole  Poly- 
technique, professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et 
Métiers,  dont  les  beaux  travaux  sont  connus  de  tous,  a 
consenti  à  me  remplacer.  Je  lui  en  adresse  ici  tous  mes 
remerciements. 

C'est  une  grande  consolation,  en  me  retirant,  de 
laisser  la  rédaction  à  M.  E.  Rouché  et  à  M.  Ch.  Brisse, 
mon  ancien  et  dévoué  collaborateur.  Je  sais,  en  effet, 
que  les  Nouvelles  Annales  sont  ainsi  en  bonnes  mains. 

J'ai  vécu  assez  longtemps  en  communauté  d'esprit  avec 

mes  nombreux  lecteurs  pour  me  permettre  de  leur  dire 

adieu  comme  à  d'anciens  et  bienveillants  amis  :  c'est  ce 

que  je  fais  de  tout  mon  cœur. 

GERONO. 

Ann.  de  MathémaL^  3«  série,  l.  VI.  (Mai  1887.)  l5 


(  ^«o  ) 
NOTE  SLR  LA  MULTIPLICATION  DE  DEUX  SÉRIES; 

Pau  m.  T.-J.  STIELTJES. 


Supposons  qu'on  ait  deux  séries  convergentes 

s  =  ttg  -h  «ï  -H  «3  -*-  •  •  •  » 

<  =  i'i  -h  Pj  -f-  t'a  -4- . . . . 

Lorsque  ces  deux  séries  sont  absolument  conver- 
gentes, on  sait  que  la  série  S ««t^p  formée  par  les  pro- 
duits deux  à  deux  de  Jeurs  termes,  écrits  dans  un  ordre 
quelconque,  sera  absolument  convergente  et  égale  à  st 
(JoRDAJv,  Cours  d'analyse,  t.  I,  p.  iio). 

Dans  la  suite^  nous  supposons  que  la  série 

i  =  t'i  -h  pj  -+-  Va  -H . .  . 
est  absolument  convergente*,  mais  quant  à  la  série 

5  =  Wi4-  t/2-H  M3-h.  .  ., 

nous  ne  supposerons  rien  de  plus  que  sa  convergence. 

Dans  ces  conditions,  la  série  ISuoef^p  n'est  plus  néces- 
sairement absolument  convergente,  et  par  conséquent 
il  faudra  préciser  Tordre  dans  lequel  on  effectue  la  som- 
mation. 

Écrivons  pour  cela  les  termes  iiaV^  dans  le  Tableau 
suivant 

M,Pl,      Wji^i,      UiVu      u^^u      ..., 

M,p,,     UiVi,     wgVj,     a^t'î,     ..., 

UiV3,       UiS^iy       ll3i'3y       «^^'3,        •.., 
W,P4,       UiV,,,       U^Vi,       M4P4,        ..., 


(a.i  ) 
OU,  plus  simplement,  en  indiquant  les  termes  Ua^p  par 
des  points 


lA) 


Traçons  maintenant  dans  ce  Tableau  (  A  )  une  courbe  C 
qui  est  coupée  en  un  point  seulement  par  une  droite 
horizontale,  et  prenons  la  somme  de  tous  les  termes 
Wa^'p  qui  se  trouvent  du  même  côté  de  cette  courbe  que 

Si  maintenant  la  courbe  C  se  déforme  d'une  manière 
quelconque  en  s'éloignant  indéfiniment,  mais  à  la  con- 
dition d'avoir  toujours  une  seule  intersection  avec  une 
droite  horizontale,  nous  aurons  fixé  par  là  Tordre  dans 
lequel  on  doit  prendre  les  termes  de  la  série  Siia^p- 
Nous  allons  faire  voir  qu'on  a  alors 

Soit  L  la  limite  supérieure  des  modules  des  sommes 


^l, 

M, -h  a,, 

Ui-\-Ui-^-  Ui, 

Ui  -h  aj  -K  ^3  -h  Ui 

(  ^'2  ) 

et  t„  la  limite  supérieure  des  modules  des  sommes 

Alors  L  est  finie  et  e^  converge  vers  zéro  en  même 

temps  que  -  »  parce  que  la  série  5  =  «,  -|-  «2  H-  - . .  est 

convergente. 

Soit  enfin  ri„  la  limite  supérieure  des  sommes 

mod  Vfl^t  -^  mod  «?«+,  4-  mod  p^+s, 


Comme  nous  admettons  que  la  série 

T  =  inodpi  +  modi^s+modp3  +  . .. 

est  convergente,  7^,1  converge  encore  vers  zéro  en  même 
temps  que  -  • 

Posons  maintenant 

^„  =  W,  -H-  M,  -f. .  .  .  -1-  u„ , 

et  prenons  dans  la  série  ^Ug^i^^un  nombre  de  termes 
assez  grand  pour  y  retrouver  tous  ceux  du  produit  s„  /„ . 


(a.3) 
La  courbe  C  enveloppera  alors  le  carré 


"/*%    • 

• 

"h'*j 

• 

• 

-f*    • 

• 

•S«» 

m 

•p 

l 

'^'h.  • 

• 

'^^L 

• 

■     \ 

et,  si  nous  prolongeons  le  côté  horizonlal  inférieur  jus- 
qu'à Tintersection  avec  C,  nous  aurons 

-hVi  (tt«H-iH-i*rt^-,-+-...) 


Q  = 


-i- «^«+3(  Wl -H  tt, -h  W3 +.  -  .  ) 


D*après  ce  qui  précède,  on  a  évidemment 

modP  <  6rt(mocli^iH-  modt^j-h. . .-+- t^/iXTr^, 
modQ<  Lrin, 

d*où  Ton  conclut,  pour  n==<:c^ 

limP  =  o,         limQ  =  o, 

et,  par  conséquent, 

}ÙUoiV^=  \imSntn^==  st.  c     Q.    F.    D. 


(  =»i4) 

Applications. 

I.  Prenons  les  deux  séries 

(i)  /(^)=  ao-+-«i-5-f-a,^«-Ha3^3^..., 

En  ordonnant  le  produit  suivant  les  puissances  de  z 

(3)  /(-)  g{s)=  Co-f-  CiiS-f-  C,^«-h  C3^»-4-. . . , 

les  courbes  C  sont  des  droites  inclinées  de  45"*. 

Si  les  séries  (i),  (a)  sont  convergentes  pour  ^  =  R  et 
que  la  convergence  soit  absolue  pour  Tune  de  ces  deux 
séries,  alors,  d*après  le  théorème  démontré,  la  série  (3) 
sera  également  convergente  pour  z  =  R  et  égale  à 

/(R)^(R). 

II.  Prenons  les  séries 

En  multipliant,  on  peut  mettre  le  produit  sous  la 
forme 

en  posant 

/i(/i)=£/W^(^), 

d  parcourant  tous  les  diviseurs  de  n.  Les  courbes  C  sont 
évidemment  des  hyperboles  équilatères. 

D'après  notre  proposition,  lorsque  la  convergence  de 
l'une  des  séries  F  (5),  G (5)  est  absolue,  alors  la  série 

sera  convergente  et  égale  à  F(5)  G(s). 


(    2.5) 

Nous  énoncerons  encore  la  proposition  suivante  : 

Supposons  que  les  séries  F(5),  G  (s)  soient  conver- 
gentes pour  5  =  a,  elles  seront  encore  convergentes 
pour  5  >  a.  Si  maintenant  la  convergence  n'est  pas  ab- 
solue, on  pourra  cependant  déterminer  deux  nombres 
positifs  ^,  v,  tels  que  la  série  F(5)  soit  absolument  con- 
vergente pour  j=  a-f-  p,  et  la  série  G  (s)  absolument 
convergente  pour  j  =  a  -h  y. 

Alors  la  série 

est  convergente  et  égale  à  F(s)  G(s)  pour  les  valeurs 

de  5^  a  H- Q        ■  Cette  série  est  aussi  convergente   et 

égaleàF(5)G(5)  pour  j>aH-{. 

Lorsque  ^  ou  y  est  égal  à  zéro,  on  retombe  sur  la 
proposition  démontrée  plus  haut. 


.  REMARQUES  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE; 

Par  m.  E.  CESARO. 


I.  Coordonnées  d'inertie.  —  Soient  A|  A2  A3  un  tri- 
angle scalène  (  *  ),  ^  son  aire,  G  son  barycentre,  x  ety  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  du  plan,  par  rapport 
aux  axes  principaux  d'inertie,  issus  de  G.  Ce  sont  les 
coordonnées  d^nertie  du  f  oint.  En  particulier,  soient  Xî 


(')  Qaelques-uns  des  résultats  que  nous  allons  obtenir  sont  en  dé- 
faut daoB  1q  cas  des  triangles  isoscèles  :  il  serait  facile  d'examiner  à  part 
ce  cas  spécial. 


(a.6) 
et  ji  les  coordonnées  de  A/.  D'après  un  théorème 
connu  (*),  Jes  moments  et  le  produit  d'inertie  d'un 
triangle,  relativement  à  deux  axes  orthogonaux  de  sou 
plan,  sont  les  mêmes  que  si  l'on  concentrait  Taire  du 
triangle  en  trois  masses  égales,  appliquées  aux  milieux 
des  côtés  ;  par  conséquent,  si  a  et  &  sont  les  demi-axes 
de  l'ellipse  centrale  d'inertie,  et  si  l'on  observe  que  les 

coordonnées  du  milieu  du  côté  opposé  à  A/  sont 

Yt 

et  —  —  >  on  a 

2 

(I)  2'^'  =  '^^''      ^y\=^^'^^\ 

/  devant  toujours  varier  entre  i  et  3.  On  a,  en  outre, 

(3)  2a:/=o,         ^7^=0. 

2.  Cela  posé,  les  relations  (a)  et  (3)  donnent  immé- 
diatement 

(4)  \ 

X\  —  X^  a7j  —  X\  X\ X^  9 

y\      "     y%      ~     yz      ~     66»' 

pourvu  que  Ton  tienne  compte  de  (i)  et  de  la  formule 
connue 

Pour  que  les  égalités  (4)  soient  compatibles  entre  elles, 

(')  Voir  une  Question  proposée  par  M.  G.  Cesàro,  professeur  à  Liège, 
xlans  la  Nouvelle  Correspondance  malhématique  (t.  IV,  p.  4oi,  et  t.  V. 
p.  29)- 


(  »«7  ) 
il  faut  que  Ton  ait 

(5)  j  =  6a6v/3. 

EnGn  il  ne  serait  pas  dîfGcile  de  démontrer,  au  moyen 
des  relations  qui  précèdent,  une  foule  d'autres  égalités, 
plus  ou  moins  intéressantes,  ayant  toutes  quelque  im- 
portance dansl'étudc  du  triangle.  On  trouve,  par  exemple , 
les  relations 

que  nous  allons  immédiatement  employer  dans  une  re- 
cherche particulière. 

3.   Cercle  circonscrit.  —  Soient  r,  a,  ^  le  rayon  et 
les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit.  On  a 

^7)  r«=:(a-:r/)«-f.(?-^,)«. 

Multiplions  d'abord  cette  équation  par  .r/,  puis  par  yi. 
Faisons  ensuite  i=  i,  a,  3,  successivement.  Par  ad- 
dition et  en  ayant  égard  à  (6),  nous  trouvons 

a«— 6«  «  a»  — 6* 


Dès  lors,  les  formules  (6)  deviennent 

(9)     < 

Voici  d'autres  formules,  qu'il  serait  facile  de  déduire  de 


(  ^'8) 

(i),(^),(3): 

(10)  1  "^xjy}=iia^b\ 

L'addîlion  des  égalités  (y)  donne 

(11)  /•«=  a«-t-  ?«-+-  4(«*-4-  **). 

Si,  avant  d^ajouter,  on  multiplie  chaque  équation  (7) 
par  x^  ou  par^J,  on  obtient,  à  cause  de  (10), 

(la)  a«a«-i-^>ï3>  =  -î(rt«— 6«)«. 

Par  combinaison  de  (i  i)  avec  (i  2)  on  trouve, 

4.  Ellipse  de  Steiner,  —   L'équation  générale  des 
coniques,  dont  le  centre  est  en  G,  est 

Aa:*-+-  Bj*-h  iQûcy  =  I. 

Ecrivons  que  cette  équation  est  vérifiée  par  les  coordon- 
nées de  A/.  Multiplions  d'abord  par  i,  puis  par  x/, 
enfin  par  j^,-,  Téquation  obtenue.  On  trouve,  en  faisant 
/=  I,  2,  3  et  en  ajoutant,  les  égalités 

(Aa»— B6*)a-+-2G6«p  =  o,        (Aa«— B6«)P  —  9Xa«a  =  o, 


(*)  Si  l'on  compare  ce  résultat  à  l'un  de  ceux  que  nous  avons  obtenus 
dans  l'article  Sur  la  droite  de  Simson,  on  Toit  que  le  cercle  géné- 
rateur de  l'hypocyclolde  de  Fcrrers  est  égal  au  cercle  des  neuf  points  : 
on  sait  déjà  que  le  cercle  directeur,  trois  fois  plus  grand,  est  concen- 
trique au  même  cercle. 


pourvu  que  Ton  ail  égard  aux  formules  (9).'  L'équation 
de IcIIipse  de  Steîner  est  donc 

^  ^    Ai  -  ^• 

Ainsi,  les  axes  de  l'ellipse  de  Steiner,  que  nous  désigne- 
rons désormais  par  E,  ne  sont  autres  que  les  axes  prin- 
cipaux d'inertie  du  triangle,  relatifs  au  barycentre  (*). 

5.  Points  de  Steiner  et  de  Tarrj.  —  La  circonférence 
circonscrite  rencontre  E  en  quatre  points,  dont  trois 
sont  les  sommets  du  triangle,  et  le  quatrième,  R,  est  le 
point  de  Steiner.  Résolvons  le  système  formé  par  les 
équations  de  E  et  du  cercle  circonscrit.  Par  élimination 
dej",  on  trouve  une  équation  du  quatrième  degré  en  x. 
Il  suffit  de  calculer  les  coefficients  de  x^  et  x*  :  leur 
rapport, changé  de  signe, représente,  à  cause  de  (3),  l'ab- 
scisse de  R.  On  trouve  ainsi 

Le  point  de  Tarry  est  le  point  N,  diamétralement  op- 
posé à  R,  sur  la  circonférence  circonscrite.  Ses  coordon- 
nées sont  donc 

D  en  résulte  que,  si  l'on  se  donnait,  dans  un  triangle, 
l'orthocentre.  H,  le  barycentre  et  le  point  de  Tarry,  on 


(*)  Lm  longueurs  des  demi-axes  sont  lay/iL  et  "ib  \pi  et  l'aire  de 
l'cUipsc  est  81: a*.  Comme,  d'autre  part,  l'ellipse  E  est,  d'après  un  théo- 
rème d'Euler,  la  plus  petite  qu'on  puisse  circonscrire  à  un  triangle, 
on  Toit,  en  vertu  de  (5),  que  le  rapport  de  l'aire  d'une  ellipse  à  l'aire 

a  an  triangle  inscrit  n'est  jamais  inférieur  à  ^    /^  • 


(  "o  )  I 

construirait-fort  aisément  les  axes  de  E   :  ceux-ci  sont, 

en  effet,  les  bissectrices  de  NGH. 

6.  La  relation  (12)  conduit  à  poser 

a  = — -  cosç,  ?  =  -— — -  sm^, 

ayi  b^% 

où  (p  représente  toujours  un  angle  aigu,  pourvu  que  1  on 
dirige  les  axes  de  façon  que  les  coordonnées  a  et  ^  soient 
positives.  On  a,  du  reste,  une  interprétation  simple  de  ^, 
en  observant  que  les  formules  (i4)  deviennent 

a7  =  2av^coso,        ^  =  —  26y^sin<p. 

L'anomalie  excentrique  de  R  est  donc  —  ç.  Si  ©/  est  Ta- 
nomalie  excentrique  de  A/,  on  a,  en  vertu  de  (8)  et  des 
formules  fondamentales, 

sin«pi-4-  sin?pj-4-  sincp3==  o, 

sintp]  sin^p^-f-  sincps  sin(pi-h  sîn^i  sincp]=  |, 

sinçi  sin<pj  sincp3  =  —  \  sino. 

Conséquemment  (  *  ) 

,   r..                     ?                       9-4-27:                       0-1-47: 
(16)  ?i=^'  ?«=  — 3 '  ^'"^   ^ 

Les  sommets  du  triangle  et  le  point  de  Steiner  sont 
donc  isolés  par  les  axes  de  E,  de  telle  sorte  que  chaque 
quadrant  renferme  un  de  ces  points  et  un  seul.  Nous 
voyons,  en  outre,  à  cause  de  (16),  que  les  perpendicu- 
laires abaissées  sur  le  grand  axe,  par  les  sommets  du 
triangle,  rencontrent  la  circonférence  décrite  sur  le  grand 
axe  comme  diamètre  en  trois  points,  sommets  d^un 
triangle  équilatéral. 


('}  Voir,  par  exemple,  le  Matmel  des  candidats ^  etc.,  de  M.  Culalan 
(t.  I,  p.  262). 
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Soient /?  rextrémité du  demi  grand  axe  positif,  et//, 
jP  les  points  de  rencontre  de  relHpse  (deuxième  et  troi- 
sième quadrant),  avec  la  perpendiculaire  au  grand  axe, 
passant  par  le  milieu  du  demi  grand  axe  négatif. 

Soient,  de  même,  q  Textrémité  du  demi  petit  axe  né- 
gatif, et  y',  </"  les  points  de  rencontre  de  Tellipse 
(deuxième  et  premier  quadrant),  avec  la  perpendicu- 
laire au  petit  axe,  passant  par  le  milieu  du  demi  petit  axe 
positif.  Les  sommets  A|,A2,A3  doivent  être  situés,  res- 
pectivement, sur  les  arcs  pq['^  j/q\  p"y.  Si  Ton  donne 
Tellipse  E,  on  voit  qu'il  y  a  une  infinité  de  triangles, 
inscrits  à  E,  admettant  pour  point  de  Steiner  un  point 
situé  sur  un  quadrant  déterminé  de  E.  Leurs  positions 
extrêmes  sont  indiquées  par  les  triangles  isoscèles  pp'p"y 
f\<f(f  '  Tous  ces  triangles  ont  même  aire,  et  ils  sont  cir- 
conscrits à  une  ellipse  e,  homothétique  à  E,  le  rapport 
d'homothétie  étant  ^.  L'ellipse  e  touche  chaque  côté  en 
son  milieu.  Si  l'on  fixe,  sur  E,  la  position  de  R,  le 
triangle  correspondant  est  défini,  et  le  problème  de  sa 
détermination  se  confond  avec  celui  de  la  trisection  de 
r  angle  ^ . 

7.  Relations  entre  les  coordonnées  d'inertie  et  les 
coordonnées  barjcentriques,  —  On  sait  qu'un  point 
quelconque  du  plan  d'un  triangle  peut  être  considéré 
comme  le  centre  de  gravité  de  trois  masses  [jl,,  jjlq,  [Xj, 
dont  la  somme  est  i ,  appliquées  aux  sommets  du  triangle  : 
ces  masses  sont  les  coordonnées  barjcentriques  du 
poiat.  11  est  évident  que  les  coordonnées  d'inertie  sont 
données  par  les  formules 

('7)  x=^\>.iXi,         y=^^iyi. 

Inversement,  si  Ton  demande  de  calculer  les  coordonnées 
barycenlriques,  connaissant  les  coordonnées  d'inertie, 
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on  doit  remarquer  *  avant  tout,  que  l'expression 

a»    "^     6» 

est  égale  à  8  ou  à  —  4?  suivant  que  i  et  ;  sont  ou  ne  sont 
pas  égaux  entre  eux.  Cela  posé,  si  Ton  multiplie  respec- 
tivement les  équations  (17)  par  ^  et  ^»  on  obtient,  eu 
ajoutant, 

On  donne  souvent  les  coordonnées  [x  en  fonction  des 
côtés  du  triangle.  Soit  c,-  le  côté  opposé  à  A/.  Il  est  clair, 
d'après  (4)^  que  Ton  a 

(19)  ^?=iir^?-^Tr>'''- 

Inversement, 

8.  Point  de  Lemoine,  —  On  appelle  ainsi  le  point  K, 
dont  les  coordonnées  barycentriques  sont  proportion- 
nelles aux  carrés  des  côtés  du  triangle.  D'après  les  for- 
mules (17)  et  (19),  on  a 

aa*a                             26*3 
(20)  37= 7-,  v= — ',-• 

Si  Ton  observe  que — 2  a  et —  2  ^  sont  les  coordonnées 
de  H,  les  équations  (20)  prouvent  que  les  projections  de 
l'orthocentre  sur  les  axes  sont  en  ligne  droite  avec  le 
point  de  Lemoine.  On  voit  donc  qu'il  est  facile  de  con- 
struire les  axes  de  E,  connaissant  les  points  G,  H,  K.  Il 
suffit  de  décrire  la  circonférence  sur  le  diamètre  GH,  et 
de  joindre  G  aux  extrémités  du  diamètre  qui  passe  par  K. 
Si  l'on  demande  de  tracer  les  axes  de  l'ellipse  centrale 
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(1  mertîe  d*une  section  triangulaire  donnée,  les  dévelop- 
pements qui  précèdent  fournissent  une  construction 
simple  et  directe.  Il  faudra  commencer  par  construire 
les  points  G  et  II,  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté.  Quant 
au  point  K,  il  y  a  plusieurs  manières,  très  simples,  de 
le  déterminer.  Par  exemple,  d'après  Schlomilcli,  K  est  à 
l'intersection  des  droites  joignant  les  milieux  des  côtés 
aux  milieux  des  hauteurs  correspondantes. 

9.  Les  formules  (i4)?  (i^)?(^o)  mettent  en  évidence 
les  nombreuses  liaisons  qui  existent  entre  les  points  G, 


H,  K,  R,  N.  On  remarquera,  avant  tout,  que  le  triangle 
HNR  admet  pour  centre  de  gravité  le  point  G  :  le  milieu 
du  côté  NR  est  le  centre  O  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  fondamental;  le  milieu  de  NH  est  un  autre 


(  '>M  ) 

point  remarquable,  Q,  appartenant,  ainsi  que  le  mîtieu 
de  RH,  l\  la  circonférence  des  neuf  points,  relative  au 
triangle  fondamental.  Rappelons  que  le  centre  U  de 
cette  circonférence  est  le  milieu  de  OH.  Enfin  dësig:iions 
par  V  le  milieu  de  OK,  centre  du  cercle  de  Brocard, 
Cela  étant,  remar(]uous  encore  que,  connaissant  les 
points  G,  H,  K,  on  en  déduit  facilement  les  points  R  et 
N  :  ceux-ci  sont,  en  effet,  avec  G  et  le  point  D,  symé- 
trique de  H  par  rapport  à  G,  les  sommets  d'un  parallé- 
logramme, dont  les  côtés  sont  autiparallèlesàGHetà  GK^ 
relativement  aux  axes.  Voici  d'autres  remarques,  que  Ton 
déduit  immédiatement  des  formules  (14)9  (i^)  ^^  (^o)  : 

l '^  Les  droites  GN  et  GH  sont  antiparallèles  par  rap- 
port aux  axes.  Il  en  est  de  même  de  GR  et  GK,  de  HK 
et  HN,  de  RN  et  OK. 

a°  Considérons  les  droites 

GK,     GH,     GR,     GN,     RK,     RN, 
GH,    HK,     GN,     HN,     RN,     KN; 

désignons  par  A  une  quelconque  des  droites  de  la  pre- 
mière ligne,  et  par  A'  la  droite  qui  lui  correspond  dans 
la  seconde  ligne.  On  peut  affirmer  que,  dans  l'ellipse  de 
Steiner,  les  normales  aux  extrémités  du  diamètre  paral- 
lèle à  A  sont  parallèles  à  A'.  Il  en  résulte,  par  exemple, 
que  la  normale  en  R  à  Tcllipse  de  Steiner  est  parallèle 
à  GN  :  c'est  donc  RD.  Ce  théorème  est  dû  à  Steiner. 

3°  On  peut  trouver  cinq  nouveaux  couples  de  points, 
appartenant  à  E  :  ils  sont  à  l'intersection  des  parallèles 
h  A  avec  les  perpendiculaires  à  A',  passant  par  R  et  par 
le  point  S,  symétrique  de  R  relativement  à  G. 

4**  Le  point  V,  centre  du  cercle  de  Brocard,  est  en 
ligne  droite  avec  le  bary centre  et  le  point  de  Tarry.  La 
distance  OG  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances de  G  à  V^  et  à  N. 
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10.  Droites  de  Sinison.  —  Clierchons  la  relalîonqui 
doîlcxîsler  entre  p  et  0  jwur  qii<'  ré(|ualion 

:rsinO  -f- vcosO  =  p 

représente  une  droite  de  Sinison.  Le  côté  opposé  à  A,  a 
pour  équation 

Quon  lui  élève  la  perpendiculaire  par  le  point  où  il 
rencontre  la  droite  considérée.  On  trouve  que  celte  per- 
pendiculaire est  représentée  par  l'équation 


af- -ifV-^s -'•'"«- S --0 


,,,)  y.^'^m 

Soit,  successivement,  i  =  i,  si,  3  :  on  obtient  par  addi- 
tion, 

(2'/)    p   >    —  —  -{>-     . 

^^  ""[  cose  -  ^[\  sinO  ^^  '^  cosO  --^i  sinO 

a*  b^  Oi  b- 

\près  une  suite  de  calculs,  qui  n'olfrent  aucune  difli- 
cullé,  pourvu  que  Ton  ait  soin  de  recourir  constamment 
aux  propriétés  fondamentales  des  coordonnées  d'inertie, 
on  réduit  Téquation  (22)  à  la  forme  que  voici  : 

/  9.p  ^ — (asinO-hp  cosÔ) 

-^ ; rr-asinSOn ; 7-  ÔCOS3  0. 

Pour  interpréter  cette  relation,  considérons  deux  rayons 
du  cercle  des  neuf  points,  coïncidant  primitivement  avec 
la  partie  positive  de  Taxe  des  ordonnées,  et  tournant 
ensuite,  autour  de  U,  Tun  vers  la  droite,  l'autre  vers  la 
Ann,  de  Malhémat,,  3'  série,  t.  VI.  (Mai  1887.)  16 
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gauche  avec  une  vitesse  triple.  L'éfjuatiou  (aS)  exprime 
que  la  droite  de  Simson,  perpendiculaire  au  premier 
rayon,  et  la  perpendiculaire  menée  par  Q  au  second 
rayon  sont  à  égale  distance  du  point  U.  On  a  ainsi  le 
moyen  de  construire  la  droite  de  Simson,  parallèle  à  une 
direction  donnée.  En  particulier,  les  droites  de  Simsoii, 
parallèles  aux  axes,  passent  par  le  point  Q.  De  même, 
on  détermine  aisément  les  points  de  rebrousse  ment  et  les 
sommetsderiiypocycloïde  de  Ferrers;  car,  pour  ces  points, 
la  distance  de  la  droite  de  Simson  au  point  U  devient 
nulle  ou  maxima.  Dès  lors,  si  le  deuxième  des  rayons, 
considérés  plus  haut,  passe  par  le  point  Q,  le  premier 
rayon  détermine,  sur  la  circonférence,  un  des  sommets  : 
les  deux  autres  sommets  forment,  avec  le  premier,  un 
triangle  écjuilatéral,  inscrit  h  la  circonférence  des  neuf 
points.  Prolongeant  en  sens  inverse  les  rayons  ainsi  obte- 
nus, on  détermine,  sur  la  circonférence  directrice,  les 
trois  points  de  rebroussement.  Le  rayon  de  courbure,  en 
chaque  sommet,  est  double  de  la  distance  de  ce  point  au 
point  de  rebroussement  opposé.  D'autre  faits  géométri- 
ques sont  renfermés  dans  la  formule  (23)  :  on  les  met 
bien  facilement  eiT  évidence  parles  méthodes  de  la  Géo- 
métrie intrinsèque,  comme  on  Ta  vu  dans  Tarticle  sw 
la  droite  de  Simson. 

H .  Si,  avant  d'ajouter  les  équations  (2 1),  on  les  mul- 
tipliait par  Xi  et  y i^  successivement,  on  obtiendrait  les 
valeurs  de  x  et  )- ,  c'est-à-dire  des  coordonnées  du  point, 
pour  lequel  la  droite  considérée  est  une  droite  de  Simson. 
Mais,  pour  connaître  ce  point,  nous  n'avons  besoin  que 
d'une  seule  relation  entre  a:  et  y,  puisque  nous  savons 
déjà  qu'il  appartient  nécessairement  à  la  circonférence 
circonscrite.  Chassons  donc  les  dénominateurs  de  la  for- 
mule (21),  et  multiplions  les  deux  membres  par  XiYi: 
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soit  ensuite  f  =  i,  :î,  3.  li  vient,  par  addition, 

(2ï)      xcosO  -+■  ysinO  =  — = r;-(a*acosO  —  ^>3sin0). 

équation  qui  représente  une  droite,  passant  toujours  par 
le  point  de  Steîner.  En  outre,  la  direction  anti parallèle  à 
cette  droite,  par  rapport  aux  axes,  est  perpendiculaire  a 
la  droite  de  Simson  correspondante.  Nous  parvenons  donc 
à  la  proposition  que  voici  :  la  droite  de  Simson,  relative 
à  un  point  P,  et  la  droite  qui  joint  le  point  de  Steiner  au 
point  P',  diamétralement  opposé  à  P  sur  la  circonférence 
circonscrite,  sont  anti  paraît  clés  par  rapport  aux  axes  de 
l'ellipse  de  Steiner.  En  particulier,  les  parallèles  aux 
axes,  passant  par  R,  déterminent,  sur  la  circonférence, 
les  deux  points  pour  lesquels  les  droites  de  Simson  sont 
parallèles  aux  axes.  De  même,  les  quatre  couples  de  di- 
rections antiparallcles,  que  nous  avons  signalés  plus 
haut,  donnent  lieu  à  huit  propositions  particulières, 
telles  que  les  suivantes  : 

1®  La  droite  de  Simson,  relative  au  point  de  Steiner, 
est  parallèle  au  diamètre  du  cercle  circonscrit,  qui  passe 
parle  point  de  Lemoi ne.  Ce  théorème  est  connu  :  il  est 
dû  à  M.  Boubals. 

a®  La  parallèle  a  GR,  menée  par  le  point  de  Tarry, 
rencontre  la  cîrconféi-encc  en  un  point,  pour  lequel  la 
droite  de  Simson  est  parallèle  à  GK. 

3**  Les  droites  de  Simson,  relatives  aux  projections  du 
point  de  Steîner,  sur  les  droites  joignant  le  point  de 
Tarry  au  barycenlre  et  »î  Torthocentie,  sont  respective- 
ment parallèles  aux  droites  qui  joignent  Torthocentrc  au 
barycentre  et  au  point  de  Lenioinc. 

i2.  Digression  sur  la  ihéorie  des  antiparallèles , 
—  Nous  pouvons  réduire  ces  résultats  à  une  forme  très 
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simple,  au  moyen  de  la  tlitWie  dvs  aiilîparallèlos,  donl 
nous  allons  rappeler  rapidement  les  principes,  sans  insis- 
ter sur  les  démonstrations,  extrêmement  élémentaires. 
Si,  par  les  sommets  d'un  triangle,  on  mène  les  anlipa- 
rallèles  aux  eôtés  opposés,  relativement  à  une  direction 
donnée,  les  trois  droites  ainsi  obtenues  coneourent  en 
un  point  s  de  la  circonférence  circonsc:rite.  Soit  r,  un 
autre  point  de  ccîtte  circonférence,  tel  que  le  rayon  Or^ 
soit  parallèle  à  la  direction  considérée  (*).  Les  pointseetr, 
se  poursuivent,  sur  la  circonférence,  la  vitesse  de  t  étant 
quadruple  de  celle  de  r,.  Soit  B/  le  pohit  où  la  parallèle 
menée  par  A/  au  coté  opposé  rencontre  la  circonférence. 
Il  est  clair  que,  si  Ti  se  trouve  au  milieu  de  Tare  A/B/,  le 
point  Ê  coïncide  avec  B/.  Cela  étant,  partageons  Tare 
A|B/,  au  point  C/,  dans  le  rapport  de  i  à  a.  Il  est  évi- 
dent, d'après  ce  que  Ton  vient  de  dire,  que  les  points  e 
et  Tj  se  confondent  en  chaque  point  C/.  Remarquons, 
en  passant,  que,  d'après  la  dernière  propriété,  le  triangle 
C1C2C3  est  nécessairement  équilatéral.  Ajoutons,  pour 
(inir,  que  toute  conique  circonscrite  au  quadiîlalèrc 
sA|  A2A3  a  un  axe  parallèle  à  Oti-  Il  en  résulte  que,  si 
la  direction  de  Or^  est  celle  d'un  axe  de  E,  le  point  î 
coïncide  avec  B . 

13.  La  dernière  remarque  va  nous  permettre  de  sim- 
plifier considérablement  les  propositions  obtenues  pour 
les  droites  de  Simson.  P  et  P'  étant  deux  points  diamé- 
tralement opposés  sur  la  circonférence  circonscrite, 
nous  avons  vu  que  la  droite  de  Simson,  relative  a  P, 
est  antiparallèle  à  RP',  par  rapport  aux  axes  de  E. 
Il    est    presque  évident   que    cette   propriété   ne  cesse 


(')  A  chaque  point  £  corrcspondoiit,    sur    la   circonrércnce,  quatre 
points  7i,  êgalemcnl  cspacôfl  :  nous  n'en  considérons  qu'un  seul. 
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d  èlre  vraie  si  les  axes  de  E  toiinient  aulourde  rorigiiic, 
pourvu  que  le  point  U  se  déplace  sur  la  circonférence 
avec  une  vitesse  angulaire  quatre  fois  plus  grande.  Donc, 
plus  généralement,  la  droite  de  Sinison,  relative  «i  1^,  est 
antiparallèle  à  sP,  parrapport  h  Or^.  Autrement:  soient 
c'et/;  les  points  de  rencontre  de  la  circonférence  avec  la 
parallèle  et  la  perpendiculaire  à  Or,,  menées  respective- 
ment par  £  et  par  P.  La  droite  de  Sinison,  relative  à  P, 
est  parallèle  h  e'/;. 

Exemples,  —  i"  Si  e  coïncide  avec  B/,  s'  n'est  autre 
(|ue  A|.  Donc  :  la  droite  de  Simson,  relative  à  un  point 
P,  est  parallèle  aux  droites  qui  joignent  les  sommets 
du  triangle  aux  extrémités  des  cordes  issues  de  P,  et 
perpendiculaires  aux  côlés  opposés. 

2**  Si  £  coïncide  avec  C/,  il  en  est  de  même  de  e'  et  de 
y,.  Donc,  pour  obtenir  la  droite  de  Simson,  relative  à  P, 
il  sufiit  de  mener,  par  ce  point,  la  parallèle  à  OC/,  qui 
rencontre  en  p  la  circonférence.  La  droite  demandée  est 
la  parallèle  à  pC/,  passant,  en  vertu  d'une  propriété 
connue,  par  le  milieu  de  PIL 

3®  En  particulier,  si  P  est  sur  le  diamètre  perpendicu- 
laire à  OC|,  la  droite  correspondante  est  parallèle  à  PC|  : 
elle  passe  par  le  milieu  de  HC/.  Si  P  coïncide  avecC/,  la 
droile  correspondante  est  parallèle  à  OC/  :  elle  passe  par 
le  milieu  de  OH,  c'est-à-dire  parU.  Nous  voyons  donc  que 
C,,  C2,  C,i  sont  précisément  les  points  pour  lesquels  la 
droile  de  Simson  contient  le  centre  du  cercle  des  neuf 
points.  Remarquons,  à  ce  propos,  que  Ton  peut  faire 
correspondre,  point  par  point,  la  circonférence  circon- 
scrite et  la  circonférence  des  neuf  points,  en  considérant, 
sur  les  deux  lignes,  les  extrémités  de  deux  rayons  paral- 
lèles, dirigés  en  sens  inverse.  C'est  ainsi  que  les  points 
U,  A|,  B/,  C|  corresj)ondent  respectivement  au  point  Q, 
aux  milieux  des  colésdu  triangle  fondamental,  aux  pieds 
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(les  hauteurs  de  ce  triangle,  et  aux  sommets  de  l'hypo- 
cycloïde  de  Ferrcrs.  En  général,  tout  point  e  correspond 
au  point  de  rencontre  des  droites  de  Sirasou  parallèle  et 
perpendiculaire  à  Or,.  Remarquons,  en  outre',  que  la 
droite  joignant  deux  points  correspondants  passe  par  le 
barycentre,  qui  la  divise  dans  le  rapport  de  2  a  i,  et 
que  le  milieu  de  s  H  est  diamétralement  opposé,  sur  la 
circonférence  des  neuf  points,  au  point  qui  correspond 
à  e.  Tout  cela  lient  A  ce  que  les  deux  circonférences, 
dont  il  s*agit  ici,  admettent  respectivement  pour  centres 
de  similitude  directe  et  inverse  l'orthocentre  et  le  bary- 
centre. ^ 

11.  Coniques  circonscrites,  contenant  le  bar jcentre, 
—  Le  procédé  qui  nous  a  servi  pour  trouver  réquatioii 
de  E  nous  conduit  à  Téquation 

qui  représente  toute  conique  circonscrite  au  triangle  fon- 
damental. Si  Ton  veut  que  la  conique  passe  par  le  bary- 
centre, on  doit  poser 

Aa*H-  B6*  =  o. 
Pour  satisfaire  à  cette  équation,  on  peut  prendre 

A  =  B  =  o, 
et  alors  Téquation  (a4)  devient 

Mais,  plus  généralement,  nous  pouvons  faire 

X 
col  - 

A  ~  — - ,  B  —  —  -7-7         C  —  — — -  . 

a^  b^  ab 
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Ces  coniques  soul  donc  nëccssaireineut  des  hyperboles, 
dont  les  asymptotes  font  entre  elles  un  angle  Y,  déter- 
mine par  la  relation 

(26)  tangt  =  tang  V  sin -' j 

T  étant  Tangle  des  diagonales  du  rectangle  formé  par  les 
tangentes  aux  sommets  de  E.  On  démontre  aisément  que 
les  centres  de  toutes  ces  hyperboles  sont  sur  Tellipse  e, 
qui  louche  les  côtes  du  triangle  en  leurs  milieux.  On 
jMîut  faire  voir,  en  outre,  que  "k  représente  l'angle  que  le 
rayon  déterminant  l'anomalie  excentrique  du  centre  de 
l'hyperbole  fait  avec  le  rayon  analogue^  relatif  au  point 

Q.  D'après  (26),  pour  avoir  V=  -,  il  faut  que  A  =  o. 

Parmi  les  hyperboles  considérées,  il  y  en  a  donc  une 
seule  équilatère  :  elle  a  pour  centre  le  point  Q.  A  me- 
sure que  le  centre  de  l'hyperbole  s'éloigne  de  Q,  sur  e, 
les  asymptotes  se  rapprochent,  mais  leur  angle  ne  peut 
devenir  inférieur  à  t  ;  il  atteint  ce  minimum  pour  \  =  tu, 
c'est-à-dire  lorsque  le  centre  de  l'hyperbole  est  au  milieu 
de  GR.  Cette  conique  particulière  passe  évidemment 
parle  point  de  Steiner»  Ses  axes  sont  donc  parallèles  à 
ceux  de  E,  et  ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  diago- 
nales du  rectangle  formé  par  les  tangentes  aux  sommets 
deE. 

15.  Hjperbole  de  Kiepert.  —  On  appelle  ainsi  l'hy- 
perbole équilatère  circonscrite,  qui  passe  par  le  centre 
de  gravité.  Nous  venons  de  voir  que  (aS)  est  l'équation 
de  cette  courbe,  et  que  son  centre  est  le  point  Q.  En 
outre,  d'après  (25),  les  asymptotes  de  cette  hyperbole 
sont  parallèles  aux  axes  de  E.  Comme  toute  hyperbole 
équilatère  circonscrite,  elle  passe  par  H  :  c'est  ce  que 
Ton  vérilie  au  moyen  de  (af)).  Elle  passe  donc  aussi  par 
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Je  symëuiquc  de  H,  par  rapport  à  Q,  c'csl-à-dire  par  le 
point  de  Tarry.  Elle  contient,  enGn,  le  symétrique  de  G, 
par  rapport  h  Q,  c*esl-à-dire  Je  point  S,  diamétralement 
opposé  à  R,  sur  E.  Quelques-unes  de  ces  propriétés 
peuvcntôtre  aisément  généralisées  parla  tliéoriedes  anti- 
parallèles.  On  trouve  que  Thyperbole  équilatère  cir- 
conscrite, dont  une  asymptote  est  parallèle  à  Or,,  a  pour 
centre  le  point  qui  correspond  à  e  sur  la  circonférence 
des  neuf  points  :  elle  passe,  en  outre,  par  le  point  dia- 
métralement opposé  à  £,  sur  la  circonférence  circon- 
scrite. Ainsi,  par  exemple,  toute  hyperbole  équilatère 
circonscrite,  ayant  pour  centre  un  sommet  de  l 'liypocy- 
cloïde  de  Fcrrers,  a  une  asymptote  parallèle  à  0C|,  et 
passe  par  le  point  diamétralement  opposé  h  d  sur  la 
circonférence  circonscrite. 

16.  On  sait  que  la  tangente  en  un  point  quelconque 
d*une  hyperbole  équilatère  est  antiparallèle  au  rayon 
vecteur  issu  du  centre,  par  rapport  aux  asymptotes. 
Dans  le  cas  actuel,  en  tenant  compte  de  quelques  re- 
marques précédentes,  nous  voyons  que  les  tangentes  eu 
(j  et  en  II  sont  respectivement  antiparallèles  à  (ill  et  à 
iMI  :  ce  sont  donc  les  droites  GK  et  IIK.  Conséqueni- 
inent,  les  droites  qui  touchent  Thyperbole  de  Kiepert, 
au  barycentre  et  à  l'orthocentre,  se  coupent  au  point  de 
L<Muoine.  De  même,  aux  extrémités  du  diamètre  que 
riiyperbole  a  en  commuji  avec  le  cercle  des  neuf  poinLs, 
les  tangentes  sont  parallèles  au  diamètre  OK  du  cercle 
de  Hrocard,  elc!. 

17.   Un  sait  ('  )  que  les  quatre  projections  d*uu  [)oiiit 


(»)   Voir,    «la lis  la  Aouvrltc    Correspondance   ntathi'matir/tic   (t.    VI. 
|).  2'|i),  Tarliclc  de  M.  Nenbcrj',  Sur  irs  normales  à  l'eilipsc. 
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P  sur  une  ellipse  E  appailicniieiit  h  une  liyperbole  équi- 
latère,  cjuî  eonticnt,  en  outre,  les  points  P  et(x,  et  dont 
lesasymptotes  sont  parallèles  aux  axesdeE.  D*apièsccla, 
sllepoiot  Pesirortliocentrell,  ilest  clairqueriiyperhole 
correspondante  n'est  autre  que  l'hyperbole  de  Kie}>ert  : 
les  projections  de  II  sur  E  sont  S,  A|,  A2»  A.n.  On  pour- 
rait étudier,  en  général,  les  liaisons  existant  entre  le 
pint  P  et  le  centre  Po  de  riiypcrbole  correspondante. 
Uii  trouve  sans  peine  que,  si  (vPq  ^^^  parallèle  ou  auti- 
prallèle  .1  une  droite  A,  la  di*oiteGP  est  respectivement 
anliparallèle  ou  parallèle  à  A\  Ainsi,  par  exemple,  on 
peut  donner  n  ces  droites  les  directions  que  voici  : 

(OPo) GK,     GN\     GH,     GH,     HK,    OK; 

(Gl») GN,     HK»     GlI,     UN,     OK,     NK. 

Pour  pouvoir  déterminer  euinplètement  un  des  points  P, 
Po,  connaissajit  Taulre,  il  faut  encore  observer  que  la 
ilireclion  PPo  se  déduit  de  (iP,  conime'celle-ci  a  été  dé- 
(liiile  de  GPq.  Cela  nous  |)ermet,  par  exemple,  de  donner 
à  CCS  droites  les  directions  suivantes  : 

(GPo) GK,     GR,     UK; 

(GP) GN,     Glï,     OK; 

(PPo) HK,     HN\     NK. 

Ainsi,  lorsque  Pq  coïncide  successivement  avec  K,  Q,  le 
milieu  de  QR,  le  milieu  de  (jR,  etc.,  P  coïncide  avec  le 
symétrique  de  H,  relativement  à  K,  ou  avec  les  points 
H,  O,  D,  etc.  Ajoutons  que  le  point  P^  est  toujours  en 
ligne  droite  avec  les  projections  de  P  sur  les  axes.  Reve- 
nons au  cas  de  P  et  P,,  coïncidant  avec  H  et  Q.  L'équa- 
liou  (25),  mise  sous  la  l'orme 
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montre  que  les  parallèles  à  A  et  A',  menées  respcelivc- 
mcnt  par  G  et  H,  concourent  sur  riiypcrboledc  Kîeperi. 
Si  nous  employons  les  six  couples  de  directions  A,  A\ 
signalés  plus  haut,  lesijnalre  premiers  nous  conduisent 
aux  points  connus  G,  U,  S,  N,  et  les  deux  derniers  nous 
donnent  deux  nouveaux  points  de  riiyperholedeKieperl. 
Tout  point,  P,  de  cette  ligne  est  le  milieu  d'un  segment 
intercepté,  par  les  axes  de  E,  sur  une  droite  issue  de  S. 
Le  symétrique,  par  rapport  à  G,  du  milieu  de  GP,  est  le 
centre  d'une  conique  circonscrite  à  RA,  A2A3. 

18.  Autres  points  remarquables, —  Nous  allons  cal- 
culer les  coordonnées  d'inertie  des  principaux  points 
qu'il  y  a  lieu  de  considérer  dans  le  triangle  : 

1°  Nous  avons  vu  qu'un  certain  point  F,  appartenant 
à  l'hyperbole  de  Kiepert,  se  trouve  h  Tîntersection.  des 
parallèles  à  RR  et  RjN,  menées  respectivement  par  les 
points  G  et  H.  Les  coordonnées  d'inertie  de  F  sont 

2®  L'intersection  de  RN  avec  la  parallèle  h  OK,  pas- 
sant par  H,  est  un  aulre  point  remarquable,  to,  dont  les 
coordonnées  sont 

Ce  point  appartient  aussi  à  l'hyperbole  de  Kiepert  :  il 
est  diamétralement  opposé  à  F,  sur  celte  conique.  En 
d'autre^ termes,  w  est  le  symétrique  de  F,  par  rapporta 
Q.  Les  directions  Gw  et  GF  sont  évidemment  antiparal- 
lèles par  rapport  aux  axes.  Il  en  est  de  même  des  direc- 
tions NFet  jNR.  La  figurejNFwHest  un  parallélogramme. 
Les  droites  Gw,  OK  fournissent  un  nouveau  couple  do 
directions  A,  A'.  Enfin,  on  démontre  aisément  que  w  est 
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le  poiiu  donl  les  coordonnées  barycenlrîqties  sont  inver- 
sement proportionnelles  aux  carrés  des  côtés. 

3°  Les  droites  Geo,  OR,  UQ  concourent  en  un  point 
M,  dont  les  coordonnées  sont 

__  art' a  _^  2^*3 

Ce  point  est  évidemment  symétrique  du  milieu  de  Gw, 
par  rapport  à  G. 

4''  L'intersection  de  OK  avec  HN  est  un  point  T,  dont 
les  coordonnées  sont 


T  =  ~^ 


a(3a'-+-5^>»)a*g  2(5rt«-4- 36*)6«3 

3a*-4-2a*6*H-3^^'         *^  ~       3a*-f.  !irt*^^«H- 3^»** 


Les  coordonnées  barycentriques  de  ce  point  sont  propor- 
tionnelles aux  quatrièmes  puissances  des  côtés. 

5°  Les  droites  GT,  Kw,  VH  concourent  en  un  point 
L,  dont  les  coordonnées  sont 

Ce  point  appartient  à  l'hyperbole  de  Kiepert. 

6^  Les  droites  OL,  HiM,  KK  concourent  en  un  point 
W,  dont  les  coordonnées  sont 

^^         a«-f-36«    '         ^'^  3a«H-6« 

Les  droites  GVV,  OK  sont  parallèles.  Le  point  W  ap- 
partient à  rkyperbole  de  Kiepert  :  il  est  diamétralement 
opposé,  sur  cette  conique,  au  point  de  rencontre  des  pa- 
rallèles à  RN  et  KN,  menées  respectivement  par  G  et  H. 

7'  Les  droites  GH,  RIL,  Tw  concourent  en  un  point 
Z,  dont  les  coordonnées  sont 

i6rt»6«a  i6rt«6«3 

cj«*-4- i4rt*62_^  (j/^v  y  90*-»- I  î a* 6'-+- 96^ 


(  ..Mi  ) 
La  parallèle  à  UiV,  niencc  par  le  symétrique  du    milieu 
deGZ,  relalivemeiit  à  G,  passe  par  le  point  de  reucuii Ire 
desdi*oîiesGN,  Qw. 

8"  Les  droites  GK,  ML,  VW  concourent  en  un  même 
point,  dont  les  coordonnées  sont 

9°  'J'ous  ces  points  ont  été  considérés  parM.  Brocard  (*). 
Un  autre  point  remarquable  est  le  point  J,  d'où  Pou 
voit  les  côtés  du  triangle  sous  des  angles  égaux.  Ses  coor- 
données sont 

__        2  a  7.  _        ^h^ 

Il  existe,  dans  le  plan  du  triangle,  un  point  I,  d'où  Ton 
voit  les  côtés  du  triangle  sous  des  angles  de  6o".  Ses  coor- 
données sont 


y^ 


^  ~       a--b'         ^  ~-  a-b 

Les  points  I  et  J  sont  les  centres  isogones  du  triangle  (*). 
Au  moyen  de  (25),  on  vérilîc  sans  peine  que  ces  points 
sont  diamétralement  opposés  sur  Thyperbole  de  Kiepert. 
Le  diamètre  qui  les  joint  passe  évidemment  par  le  point 
de  Lemoine,  et  les  tangentes  à  l'hypcrboli»,  en  I  et  J, 
sont  parallèles  à  GH.  Les  droites  GI,  (iJ  sont  anliparal- 
lèles,  par  rapport  aux  axes  de  E.  Enfin,  le  rayon  GJesl 
celui  qui  détermine  Tanomalic  (excentrique  du  point  de 
Steiner. 

19.   Cercle  et  points  de  Brocard,  —  Le  cercle  de 
Brocard  a  pour  équation 

{a^'->rbi)(œi-^.-j^')-i-{a^'--bi)(oL.T—  [ij-)  ={(i^—b*)*. 


('  )    XoavelU'H  projtriélrs  (ta  triangle  (('ongrês»  ilc  Hoiicn,  iHS3). 
(^)  NKL'DfiH<M  Mcinoirv  sur  le  télr<u'(irv ,  p.  3-. 


(   '^7  ) 
¥a\  s\iî(laiil  (les  formules  (i  •?  )  vl  (  i3),  on  li-oiive  f|uc  son 
(liainètnî  vH 

â'i^Tù*  ''  ' 

U'Ilc  est  la  loiigii(;iir  do  OK.  Les  cteiitres  de  sîtnililude  du 
cercle  de  Brocard  et  du  cercle  circonscrit  sont  situés  sur 
les  axes  de  E.  Il  en  est  de  même  des  centres  de  siniîli- 
lude  du  cercle  de  Bixicard  et  du  cercle  des  neuf  points. 
La  [HTpendiculaire  à  OK,  passant  par  M,  rencontre  la 
rirconfërenee  de  Brocard  en  deux  points,  0/,  ct/,  cju'on 
appelle /wi/i/.v  de  Brocard.  Les  coordonnées  de  ces  points 
sont 

Le  pôle  de  la  corde  w'ci/  n'est  autre  (|ue  le  point  T. 
L'angle  sous  lequel  cette  corde  est  vue  du  centre  ne  dé- 
passe jamais  i  '20'\  On  démontre,  en  effet,  que  le  cosinus 
de  la  moitié  de  Tangle  en  question  est 

a^  A*  I 


—  • 


Il  est  évident  que  le  triangle  o)w'w"  admet  même  bary- 
renlre  que  le  triangle  fondamental.   En  outre,   si  Ton 

pose 

les  coordonnées  des  points  de  Brocaixl  deviennent 

2ma  /a  cos  (  À  ±  -— j  t     9.mb  yj-i  sln  (  X  :^  — ^  j  • 

11  en  résulte  que  le  triangle  tow'w"  est  inscrit  à  une 
ellipse  homotliétique  à  E  :  les  perpendiculaires  abaissées 
sur  le  grand  axe,  par  les  soinmelsdu  triangle,  rencontrent 


(  238  ) 
la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme  diamèue 
en  trois  points,  sommets  d'un  triangle  équilatéral.  Cela 
tient  à  ce  que  le  triangle  ttitù'îù"  a  mêmes  axes  principaux 
d'inertie  que  le  triangle  fondamental. 

20.  Triangle  (te  Brocard.  —  i^es  perpendiculaires 
aux  côtés  de  AiA^Aj,  menées  par  O,  rencontrent  la 
circonférence  de  Brocard  eu  trois  points,  sommets  du 
premier  triangle  dfi  Brocard.  Les  coordonnées  de  ces 
points  sont 


a^-b*  Xi 

«î  _  ^i     y,. 

a«-f-6*    2  ' 

a^-^b^    'à 

Il  en  résulte  que,  après  une  dilatation  convenable  autour 
dubaryccntre,  le  triangle  de  Brocard  devient  symétrique, 
par  rapport  à  Gy^  du  triangle  fondamental.  Celte  rc- 
mai*que  a  déjà  été  faite  (*  ).  Le  triangle  de  Brocard  a  donc 
même  barycentre  et  mêmes  axes  principaux  d'inertie  que 
le  triangle  fondamental,  et  tout  point  remarquable  p 
de  son  plan  se  déduit  du  point  P,  qui  joue  le  même  rôle 
dans  le  triangle  fondamental,  en  cherchant  le  symétrique 
P'  de  P,  par  rapport  à  Q^,  et  en  réduisant  GP'  dans  le 
rapport 

D'après  cela,  le  point  de  Steiner  du  triangle  de  Brocard 
n'est  autre  que  le  point  de  Lemoine  du  triangle  fonda- 
mental. Cette  propriété  est  connue  (2).  De  même,  le 
point  de  Tarry  est  O^  le  point  de  Lemoine  se  trouve  à 
r intersection  de  GR  avec  la  parallèle  à  RN,  menée  par 


(')  Brocard,  Élude  d^un  nouveau  cercle  sur  le  plan  d'un  triangle 
(Conj;i-è8  d'Alger,  i88i). 

(•)  Nbubrrg,  Sur  le  point  de  Steiner  {Journal  de  Mathématique^ 
spéciales,   1886). 


(  =»39) 
V-  rorlhocenlro  est  à  rinlersccliou  des  droites  (}N  ut 
Hftj;  le  point  «o  i»st  à  riulerseclîoii  de(iF  avccOK^  lo  point 
F  ne  diffère  pas  du  point  tOy  relatif  au  triangle  fondatncn- 
lai;  ce  dernier  point  est  donc  commun  aux  liyperkolcs 
de  Kiepert  des  deux  triangles^  etc.,  elc.  Si  Ton  joint  les 
sommets  du  triangle  de  Broeard  aux  sommets  et  aux 
milieux  des  côtés  du  triangle  fondamental,  on  obtient 
six  droites,  qui  concourent  aux  points  co  et  O.  De  môme, 
d'après  Stoll,  si  Ton  joint  les  milieux  des  côtés  du  triangle 
de  Brocard  aux  sommets  et  aux  milieux  des  côtés  du  tri- 
angle fondamental,  on  obtient  six  droites,  qui  concourent 
aax  points  L  et  M.  Enfin,  remarquons  que  le  triangle  de 
Brocard  est  homotliétique  au  triangle  fondamental,  rela- 
tivement au  barjcentre  commun  :  le  rapport  d^liomo- 
lliétîe  est  le  carré  du  rapport  (  aj  ). 

21.  jyansfor  mat  ions.  —  On  sait  que  0/  et  co"  sont 
conjugues  isogonauJT,  ce  qui  revient  à  dire  qu'ils  sont  les 
foyers  d'une  conique  inscrite  au  triangle.  Il  en  est  de 
inème  des  points  O  et  H,  (i  et  K,  L  et  M,  w  et  T,  V  et 
W.  Les  conjugués  isogonaux  de  I  et  J  sont  deux  autres 
points  remarquables,  que  M.  Neuberg  a  nommés  centres 
isodjnamiçues  du  triangle.  Une  autre  transformation 
imj)ortante  est  celle  par  points  conjugués  isotomiques, 
consistant  en  ce  que  les  deux  points,  qui  se  corres- 
pondent, ont  leurs  coordonnées  barycentriques,  de  même 
nom,  inverses  Tune  de  l'autre.  Ainsi,  par  exemple,  les 
point  Ket  <t>  sont  conjugués  isotomiques.  Soit,  en  général, 
Pie  conjugué  isotomique  de  P.  On  trouve  aisément,  au 
moyen  de  (18),  que  les  coordonnées  bar^centriques  de 
P  sont  données  par  la  formule 


|A/  = 


J7»         r2 


(  Mo) 

puis,  au  moycni  de  (17),    on  voir  «|ue  les   coordonmVs 
trînerlic  dii  P  sont 


rt*a     /fj_„ 

x=\ — ^- •, 

.  ^»?    /j^»      .r'\  ,    a«^r 

.       ,  '^^       a«  —  6»  l  ««        ^«  /  "^  ^/ï  — V^» 

a'         />* 

SI  Ton  îulroduit,  comme  plus  liaut^  ranomalic  excen> 
trique  de  R,  et  que  l'on  pose 

v:  =  m  cosX,  =  m  sin  X, 

on  obtient 

— —7^  =      . fcosX  —  m  cos(©  —  'x\  )], 

(•^  ,_  =  — ^--— FsinX  —  msin(o  —  2).)1. 

En  particulier,  si  ).  =  ;^>  on  a 

a-'                   m            o               y'                  m  o 

—  cos  '  y         — ^^-—^  = sin  -•  - 


Il  en  résulte  que,  si  P  est  sur  une  médiane,  il  en  est  do 
même  de  P^  Ces  deux  points  sont  alors  conjugués  har- 
moniques par  rapport  à  deux  points  ilxes  de  la  médiane. 
Si  P  est  sur  £,  P'  est  rejeté  à  Finfini,  suivant  une  direc- 
tion dont  le  coefiicient  angulaire  est 

y'       b       X  -  o 

^  =.   -COL *-• 

a*        a  •! 

En  parliculier,  si  ).  =  —  o,  c'est-A-dirc  si  P  coïncide 


(  »4i  ) 

avec  R,  P  est  à  T infini,  sur  la  direclion  perpendiculaire 
à  GH,  Ole. 

22.  De  la  transformation  par  polarité  trilinéaire  (*  ) 
nous  déduisons  une  transformation  nouvelle,  étroitement 
liée  à  celle  qui  précède.  Lorsqu'un  point  parcourt  une 
conique  circonscrite  au  triangle,  sa  polaire  trilinéaire 
pivote  autour  d'un  point  tc,  pôle  d*homologie  de  la 
conique  considérée.  Soit  it'  le  centre  de  la  conique.  Il  y 
a  réciprocité  entre  les  points  tc  et  V  ^  car,  si  [x/  et  }ji^-  sont 
les  coordonnées  barycen triques  de  ces  points,  on  dé- 
i  montre  que 

I  Or,  identiquement, 

1*11*3+  î^s  l^a  =  i  (I  -  a |x,  )  (I  -  a [x',  )  -+-  1  — ^ji^ j^;.. 

Les  conditions  (ag)  reviennent  donc  à  dire  que  le  pro- 
duit (i  —  a  [X|)  ( I  —  2  [x]  )  ne  dépend  pas  de  i.  Conséquem- 
ment,  pour  obtenir  un  couple  de  points  tî,  it',  il  suflît  de 
prendre  deux  points  P,  P',  conjugués  isoloniiques,  et  les 
points  demandés  sont  les  symétriques,  par  rapport  à  G, 
des  milieux  de  GP  et  GP.  En  particulier,  on  peut  sup- 
poser que  TÇ  et  it'  soient  deux  points,  divisant  harmoni* 
quement  un  des  segments  GA/.  Si  iz  coïncida  avec  O,  tï' 
n'est  autre  que  K^  si  7t  se  meut  sur  une  droite  passant 
par  K,  'rt'  décrit  une  hyperbole  équilatère,  contenant  O; 
si  TT  parcourt  l'ellipse  e  ou  la  circonférence  des  neuf 
points,  it'  est  à  l'infini  ou  bien  sur  la  polaire  trilinéaire 
de  H,  qui  est  Vaxe  radical   du  cercle    circonscrit  et  du 

(')  Mathikc,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i8()5. 
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cercle  (les  neufs  points;  etc.  Les  formules  de  transfor- 
mation se  déduisent  des  formules  (28)  en  y  remplaçant 
X,  j^,  . . .  par  —  ax,  —  a^,  .... 

S3.  Il  7  aurait  à  étudier  plus  généralement,  les  trans- 
formations quadratiques  réversibles,  que  Ton  obtient  en 
cbercbant  toutes  les  formes  quadratiques,  telles  qu'une 
môme  forme  des  coordonnées  barycentriques  d'un  point 
représente  les  coordonnées  barycentriques  de  son  con- 
jugué, et  réciproquement,  abstraction  faite  d*un  facteur 
indépendant  de  i.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  si  Ton 
pose 

t^î— t^l^s  ^  t^î  —  t^3 1^1  ^  !^?--t^i[Xa  ^ 
fA'i  \^'f  l^'i 

on  en  déduit 

{^?  —  ^ î  f^»    ^    l^i    —  t^3  1-^1     ^    t^3"  -   f^t  Kî    ^       r^ 
î^l  H^J  fJLS 

où 

fA  =  I  —  3(  [Xî  [X3H-  [Jta  fJll  -+-  fJLi  ÏJLî  ), 
tx'  =  I  —  3(  u',  (i;  -h  fij  (xV-+-  [s.\  jx',  ), 

et  Ton  démontre  que 

Comme  précédemment,  les  médianes  se  transforment  en 
elles-mêmes,  de  telle  sorte  que  deux  points  conjugués, 
situés  sur  GA/,  sont  séparés  harmoniquement  par  Ai  cl 
par  le  symélri(|uc  de  ce  point,  relativement  à  G.  La 
question  générale,  que  nous  venons  de  poser,  est  sus- 
ceptible d'une  intéressante  interprétation  géométrique, 
et  d'un  développement  considérable. 


SUR  LES  SÉRIES; 

l>AR  M.  Cil.  BIKHLER. 


1.  Si  Ton  a  une  série  à  termes  posilifs 

Mo  -*-  M|  -H  "j  -♦-  .  .  .  ^-  Wrt  -h . . . , 

celte  série  sera  divergente  si  Ton  peut  trouver  une  lonc- 
lioii  o[n)^  telle  que  u,t^[n)  ait  pour  limite  une  quan- 
tité \  diilércnte  de  zéro,  la  ibnetion  ^{n)  remplissant  en 

outre  la  condition  que  la  série   7  —, —  soit  une  série 
divergente. 
La  série 

WO -h  Ml  -h .  .  .-h  W«  -+- .  .  . 

sera  au  contraire  convergente,  si  l'on  peut  trouver  une 
fonction  'f(/i),  telle  que  u„'f(n)  ait   pour  limite   une 

quantité  finie  X,  et  telle  que  la  série  \]  -^ —  soit  con- 
vergente. 

Dans  le  premier  cas,  Un  'f  (/i)  peut  croître  au  delà  de 
loute  limite;  dans  le  second  cas,  X  peut  avoir  pour 
limite  zéro  :  le  théorème  est  encore  vrai;  la  démonstra- 
tion que  nous  allons  en  donner  le  montre  d'une  manière 
évidente. 

2.  Supposons    d'abord  que   u,i'f{n)  n'ait   pas    pour 

limite  /.éro,  et  que  la  série  ^7^ — -  soit  divergente. 

On  pourra  toujours  trouver  un  nombre  [a  supérieur  à 
zéro,  tel  que,  pour  une  certaine  valeur  de  n  et  pour 
toute  valeur  plus  grande,  u,f  '^{n)  soit  plus  grand  que  [x  ; 


(  A\  ) 

on  aura  donc,  à  pariir  de  celte  valeur, 

Mi,^_,  <p(/H-l)>  fl, 


i/«-,-y,©(/i-h/?)>  |ji; 
par  suite, 

Mn -h  «;,+!-+-... -h  M„+^ 

^   r  '         I  I     1 

la  quantité  entre  parenthèses  augmente  indéfînimcnl 
quand  J7  croit  lui-même  indéfiniment*,  par  suite, 

est  divergente. 

On  sait  que  la  série  harmonique  est  divergente;  on 

en  conclut  que  les  séries  V  py^!  >  où  le  degré  du  déno- 
minateur ne  surpasse  pas  de  plus  d'une  unité  celui  du 
numérateur,  sont  des  séries  divergentes^  dans  ce  cas, 

o{n)  =  71  et  ^ifi  \y  dans  les  hypothèses  faites,  est  une 
fonction  qui,  pour  n  infini,  a  pour  limite  une  quantité 
finie,  ou  augmente  indéfiniment  :  la  série  ^1  p7\  ^^^ 
donc  divergente. 

Il  en  est  de  même  des   séries  ^ry-—;  en  posant 

u„  =  r| — —9  la  fonction  nun  croît  au  delà  de  toute  limite 
quand  n  augmente  indéfiniment. 

3.  Supposons  maintenant  que  Un  ^{n)  ait  pour  limite 
une  quantité  finie  X  ou  bien  zéro,  mais  que  o{n)  soit  une 

fonction  telle  que  ^\  -^-r  soit  une  série  convergente;  la 
série  proposée  ^  iin  sera  aussi  convergente. 


(  M5) 
En  eii'el,  si  Uf,'f(n)  a  pour  limite  une  quanlité  X  ou 
zéro,  on  pourra  toujours  trouver  une  valeur  [x  supé- 
rieure a  X,  mais  finie,  et  telle  que,  pour  une  valeur  de  n 
suiBsamment  grande,  et  pour  toute  valeur  plus  grande 
(le  n,  le  produit  Ua^{fi)  soit  inférieur  à  ^-S  ^^^  ^^ra 
donc 


ihi^p^{n-^p)<  |x; 


on  en  tire 


^  r  I  ï  »     1 

l^(n)         o(«-+-l)  ?(/i-H/>)J 

Par  hypothèse,  \^ --; — -  est  une  série  convergente, 
\  M,i  sera  donc  aussi  une  série  convergente. 

On  démontre  que  la  série  ^1— i:^  est  convergente 

pour  toute  valeur  positive  de  a,  quelque  petite  que  soit 

d'ailleurs  la  quantité  a;  par  suite,  les  séries  ^  p/^,> 

dans  lesquelles  le  degré  du  dénominateur  surpasse  de 
plus  d'une  unité  celui  du  numérateur,  sont  conver- 
gentes. 

On  peut  trouver  une  infinité  de  fonctions  o(n)  dont 
Tordre  de  grandeur  est  compris  entre  celui  de  n  et  celui 
de  /!*+«,  a  étant  une  quantité  positive  non  nulle,  et  qui 

jouissent  de  la  propriété  de  fournir  des  séries  \^  — — - 
divergentes  ou  convergentes. 

En  prenant  pour  o(«)  les  fonctions 

/iL/i,    /iL/ïLL/i,     ..., 


(    'id  ) 
1rs  séries   > soiU  dîvors;«îiiles;  les  foiiclions 

où  [X  >>  I,  donnent,  au  contraire,  des  séries  ^^ cjui 

sont  convergentes. 

L'ordre  de  grandeur  de  ces  fonctions  va  en  se  rappro- 
chant de  plus  en  plus;  mais  Abel  a  démontré  qu'il 
n'existe  pas  de  fonction  o{n)  intermédiaire  entre  elles, 
et    telle  que,  si   ii,i^{n)  a   pour  limite  zéro,  la  série 

y^  Un  soit  convergente,  et  si  u„  <f{n)  n'a  pas  pour  limite 
zéro,  la  série  ^  «„  soit  divergente. 

S'il  était  possible  de  trouver  facilement  la  limite  des 
produits 

on  pourrait  mettre  en  évidence  la  divergence  ou  la  con- 
vergence d'un  grand  nombre  de  séries  à  termes  positifs; 
malheureusement  cette  limite  n'est  pas,  en  général,  aisée 
à  trouver.  Prenons  quelques  exemples. 

4.  Soit  la  série  2^1*'^ — FI  P  ^'^  ^  désigne  un  lo- 

11  =  0 

garithme  népérien,  et  o(n)  une  fonction  qui  augmente 
îndéBniment  avec  /i;  nous  aurons 

et,  par-suite^ 

liniMrt  o(/i)  =  Le 
ou 

Vimu,,  o(rt)  =  I. 

Si  donc  la  série  ^ est  convergente,  la  proposée 


(  247  ) 
Tosl  aussi;  si  51 -7—  est  divergente,  la  proposée  est  di- 
vergente. 

Ce  qui  pré<:ède  nous  permet  de  trouver  les  conditions 
dans  lesquelles  un  produit  infini  de  la  forme 

(1-4- ao)(l -+- 3ti). .  .(l  +  «rt).  . . 

est  convergent  ou  divergent. 
Considérons,  à  cet  effet,  la  série 

et  posons,  pour  abréger, 

On  aura 

tto-^-l^l-^-...-^  Mrt=  L(i-h  ato)-f-  L(i-h  ai)-f-. . .-+- LCi-f-a,») 
ou 

Mais  nous  avons  vu  que  le  second  membre  tend  vers 
une  limite  finie  quand  n  auguiente  indéfiniment,  si  la 

série  \]a;,  est  convergente;  par  suite,  le  produit 

(i-+-ao)(i-+-«i  )...(» -H  31,1  )... 

tend  lui-même  vers  une  limite  finie,  si  la  série  \^  a,,  est 
convergente.  Le  logarithme  de 

(n-ae)(;i-f-ai)...(i-ha«)... 
augmente  au   contraire   au  delà  de  toute  limite,  si  la 
série  ^  a„  est  divergente  ^  ou  en  conclu l  que  le  produit 

(  I  -i-  -Zo  H  I  -.    '/.j  ).  .  .1  I  -t-  of„  ).  .  . 


(  a48  ) 
augmenle  aussi  IndéGniment  ou  tend  vers  zéro,  quand  la 
série  ^a„  est  divergente-,  il  augmente  indéfiniineal,  si 

les  facteurs  sont  plus  grands  que  un,  et  il  lend  vers  Lcro 
si  les  facteurs  sont  plus  petits  que  un. 
En  particulier,  le  produit 

(-.^)('-4^)('-i)--(-rii)- 

a  pour  limite  une  quantité  différente  de  zéro,  puisque 

la  série 

lit  I 

est  une  série  convergente. 

5.   Considérons  maintenant  la  série 


j^     2.4-6...2/1      a/i  +  J 

n  =  0 

Soit 

1.3.5. .. (an  — 1)        I 


«/!  = 


2.4-6. ..2/t       2/1-+-1' 
on  peut  écrire  z/«  sous  les  deux  formes  suivantes  : 

"'•=(-0('-i)---(-;ni)a-;rTT' 

"'•==('^0(-*'0'"('^^)W»+»)' 

par  suite, 

■"=(-i)(';r.)- 

^i~  (7n  — 2)*J  V^ïn/a/iCa/t-Hi)»' 
Soit  B„  le  produit 

»»=(-i)('-ii)--[-,-ï7r^«]' 


(  ^9  ) 
et  soit  B  sa  limite  pour  n  croissant  indéfiniment  ;  on  a 

par  suite, 


et 

(2n-M)/aV        V        îi'»/ 
quand  n  croit  indéfiniment, 

Le  second  membre  étant  fini,  et  la  série  \^ r  étant 


n'*S 


convei^ente,  la  proposée  est  aussi  convei^ente  ;  l'expres- 
sion précédente  montre,  en  outre,  que  les  termes  de  la 
série  se  rapprochent  indéfiniment  de  ceux  de  la  série 

^ -\  la  proposée  est  convergente  comme  elle. 

n     * 

6.  Considérons  la  série 

^L      a.4.6...a/i      J 

11  =  0 

En  posant 

ri.3.5...(2/i  — i)ii^ 

"«=[      2.4.6.. .2/1      J   ' 
on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 


ou  bien 


'"^-uk^^sMrW 


"'«-^ôè^V^^K-i)'' 


1 


(     AOO    ) 

el,  par  suite, 

V- 

On  voit  que,  si  ^  >ï,  la  série  proposée  est  conver- 
gente; si  -  =  (  ou  «  -  <  I ,  la  série  est  divergente. 
On  peut  traiter  d*une  manière  analogue  les  séries 

V  ^(^^-^0(a^^^3)...(aX-^2/l  — i)1t* 
2àl    (aXH-2)(2X-h4)...(iX-f-a/i>    J 

et 

y*!     (2X-f.^jL)(4X-hfx)...(2/iX-f-^x)      jv 
^  j{3X-hfi)(5X-hfi)...[(2«-i-i)X-Hfil(  ' 

la  première  renferme  deux  paramètres  X  et  |jl,  la  seconde 
trois  paramètres  X^  pi,  v.  La  première  est  oûttrergentc 

quand  ->i,  la  seconde  est  convergente  quand  v  est 

plus  grand  que  deux  \  dans  tous  les  autres  cas,  elles  sont 
divergentes;  ces  séries  comprennent  un  certain  nombre 
de  séries  bien  connues. 

7.  Soit  encore  la  série    7  — :  on  sait  que 

-^  V^i,2.3...n  ^ 

le  produit  i>a.3*«./i,  pour  de  grandes  valeurs  de  n, 

peut  s'écrire 

1 .3.3. .  .71  =  n^e-»  v/xïrn(i  -4-  e»). 

tfi  ayant  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment, 
on  en  déduit 

I 


ety  en  posant  i/,/  = 


n/ 5 ' 

__  e 


(  ■■'-;»«  ) 

quand  n  augmente  îiidénnitTHMil,  nUft  a  pour  limite  c  :  la 
série  V  ^  est  donc  divergente. 


n  =  « 


8.  Considérons  la  série  ^  — ^^^ — ;  posant 


««=-—-5 -' 

I  .2.0.  .  ./l 

on  a 


par  suite, 


1/211/1(1-4-  e») 
si  ex]>i,  la  série  est  divergente;  si  ex^^i,  elle  est 
convergente  5  si  ex  =  i ,  Hm/i«  ii„  =  -z=  >  la  série  51  ~r 

étant  divergente,  la  proposée  Test  aussi. 

«=• 
9.  Considérons  enfin  la  série  ^1  (v^^  —  ')»  Posant 

fi=t 
tt„=  V^ — I,  le  produit  mi,t=  nÇ\/e  —  1)  a  pour  limite 
Tunilé,  quand  n  augmente  indéfiniment-,  par  suite,  la 
série,  dans  ses  termes  éloignés,  devient  comparable  à  la 
série  harmonique  :  elle  est  donc  divergente. 


SUR  RABAISSEMENT  DES  ÉODATIONS  RÉGIPROODES; 

Par  m.  Cii.  BIEHLER. 


1.  On  sait  que,  si  Téquation  F(x)  =  o  est  réciproque 
ei  n'admet  pas  les  racines  —  i  et  -f-  1,  si  Ton  fait  la 


{  .5«  ) 

subslîtulioii 

1  — T 

r  = ' 

I  -t-a? 
l'équation  en  y  ne  renferme  plus  que  des  puissances 
paires  à^y  et,  en  posant  j^^  =  js,  la  résolution  deTéqua- 
tion  F(jr)  =  o  est  ramenée  à  celle  d'une  équation   de 

degré  sous-double.  A  deux  valeurs  de  jc,  x  =  a,  x  =  -> 

réciproques,  correspondent,  en  effet,  des  valeurs  de  y 
égales  et  de  signes  contraires. 

Nous  allons  nous  proposer  de  chercher  la  forme  gé- 
nérale des  fonctions  rationnelles 

qui  jouissent  de  la  même  propriété  que  la  fonction  — ^ 

Soit 

Ao-f- Aiar-t-  ...  -4-  \m^^ 


•^       Bo-f-Bia7H- 

...-\-  BpXP 

la 

fonction  cherchée  ;  on  doit 

avoir 

>  par 

'(-:)_ 

?(^) 

et, 

suite, 

^(x) 

Ao^:"»  -4-  Ai^c"*-!  - 

+-  ...  -h  A,„ 

x"*-P{BQxP-hBxxP 

Ao-4- Ata7-H 

...  -hXmX^n 

~       ho-^BiX-^ 

.,.-+-  BpXP 

Pour  que  l'identité  soit  possible  entre  les  deux  raem» 
bres,  il  faut  que  m  =  p.  Par  suite, 


Aoa:'»  ■+■  Aj^'w-i  ^  _  .  ^_  A 


m 


Boa:'^  -h  B|  jr»*-!  -h  . . .  +  B;n 

^       A,;i3:^»  -f-  A;n  -1  a^^^-'  -4-  . . .  -4-  Ap 
B,,,a7'«-4-  ...  -hBo 


(  253  ) 

Pour  que  ces  fractions  soient  égales,  il  faut  que  les 
termes  de  même  degré  des  numérateurs  et  des  déno- 
minateurs ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant. 

On  a  donc 

Ao  =  XAmy      \  I  Bo  =  —  XB,«, 

Ai  =  Xkm-u  f       ^gç     1  El  =  —  XB,rt_i, 

A;„  =  XAo,      I  (  B;n  =  -XBo. 

Ces  égalités  donnent 

AqA^  =  A.  AoA^) 
d'où 

Xt=,, 

X  =  ±i. 
Prenons  A  =  i ,  on  aura 

Aq  =  Afff,  Bq  =  —  B/n, 

A|  =  A;„-l,  Bi  =  — B;„_t, 


Distinguons  les  cas  de  m  pair  et  impair  : 

Si  m  est  pair  et  égal  à  2/1,  le  numérateur  devient 

Ao(a:«»-4-  i)-f- Ai(j7«'*->  -f-a:)-h  ...  -f- A/^ar», 

il  est  réciproque. 
Quant  au  dénominateur,  il  devient 

il  renferme  le  facteur  x^  —  1  et  peut  s'écrire 

t'iii-i(^)  étant  un  polynôme  réciproque  de  degré  pair  5 
par  suite, 


OU  bien 


—  x  {\  -^xY^tn  i{or) 


(  "-51  ) 
OU  enfin 

<pa„(x)  et  •}2«(x)  étant  des  polynômos  réciproques  tir 
(hîgré  pair  2/1. 

Si  m  est  impair,  /w  =  a/ï  -f-  i  ;  le  numérateur  devient 

ce  polynôme  renferme  x  -h- 1  en  facteur  ;  on  peut  l'écrire 

{x-h  i)©t„(jr), 

?2/i(^)  étant  un  polynôme  de  degré  pair  et  réciproque  ; 
le  dénominateur  devient  dans  ce  cas 

Bo(ir««-^i  —  i)  -h  Bi(a'««  —  ^)  -h  ...  -h  B«(^«+i  —  a:»). 

C'est  le  produit  de  i  — x  par  un  polynôme  à^„{x) 
réciproque  et  de  degré  pair  ;  on  a  donc 

_  I  —X    9tn(^) 

•^       I  -hX  '^tn{r)' 
La  forme  trouvée  dans  le  cas  de  m  pair,  à  savoir 

se  ramène  immédiatement  à  cette  dernière,  car  on  peut 
l'écrire 

I  -^'T  9a;, (.r)  _  I  —x/i  -hxy  (^mi-r)  . 

les  polynômes  (i  -+- x)'^,  (i — j:)*  sont  réciproques  et 
de  degré  pair. 

En  prenant  \=  —  i,  on  arrive  évidemment  aux 
mêmes  résultats. 

On  peut  donc  dire  que  la  forme  la  plus  générale  de  la 
fonction  rationnelle  qui  jouit  des  mêmes  propriétés  que 
la  substitution 

I  —  X 


(  .55  ) 
est 

•^~  I-har   ^in{^)' 

^3a(x)  et  '^311  (<3:)  étant  des  polynômes  réciproques  et 
de  degré  pair. 

2.  On  sait  aussi  qu^on  ramène  la  résolution  de  Téqua- 
tioQ  réciproque  de  degré  pair  à  celle  d'une  équation  de 
degré  sous-double,  en  faisant  la  substitution 

la  fonction  0  étant  symétrique  en  x  et  ~  et  rationnelle. 

Mais  une  telle  fonction  estle  quotient  de  deux  fonctions 
entières  et  symétriques  en  x  et  -;  chacune  de  ces  fonc- 
tions symétriques  est  une  fonction  entière  de  la  somme 
et  du  produit  des  quantités  x  et  — i  c'est-à-dire  une  fonc- 
tion de  X  H-  -  seulement. 

La  forme  générale  de  la  fonction  0(  or,  *  j  symétrique 
enxet-  est  donc 

.  îMï' 

G  et  H  étant  des  fonctions  entières  quelconques.   La 

pins  simple  de  ces  substitutions  est  évidemment  celle 

ilonton  fait  habituellement  usage,  à  savoir 

I 
^  =  ar  H — • 

X 

Dans  la  question  précédente,  Téquation  en  j^^  ayant 
été  obtenue,  on  Tabaisse  au  degré  sous-double  en  posant 
j'^  =  z  ;  or  la  forme  générale  de  j  est 


(   ^36  ) 
d'où 

Mais  la  fonclion  ) ^-  peut  s'écrire 

(i  — :r)*  _  X 

(I  +x)*  ~  i 

^       arn 1-2 

X 

D'autre  part,  un  polynôme y(x)  symétrique,  de  degré 
2  [X,  peut  s'écrire 

et  Ton  sait  que  tous  les  termes  de  la  forme  xï*-|--- 

sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  H — :  la  valeur  de  z 
peut  donc  s'écrire 

X  Va:/ 

z  =z    i -• 

Celte  forme  rentre  donc  dans  la  forme 


G 


i'-i) 


On   voit  donc  que  les  deux  substitutions  que  Ton 
emploie  dans  la  résolution  des  équations  réciproques,  à 

1  —  X  -  I  .      . 

savoir  y  = >  z=r^etz  =  XH — »  rentrent,  ainsi 

-^  1  -^X  ^  X  ' 

que  les  formes  les  plus  générales  de  ces  substitutions, 
dans  un  type  unique 

G  et  H  étant  des  fonctions  entières. 


LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DES   ACGUSTINS,   55,    A   PAttlS. 


LÉ?Y(Mannce;,  Ingénieur  en  chef  des  PonU  et  Chaussées,  Membre  de 
I  Institut,  Professeur  au  CoIIè-e  de  France  et  à  rÉcole  centrale  des  Arts 
et  Manufactures.  —  La  Statique  graphique  et  ses  appUcations  aux 
construcUons.  a»  édition.  4  vol.  grand  in-8  avec  4  atlas  de  mc^me  for- 

mat  r 

I"  Partie  :  Principes  et  appUcations  de  la  Statique  graphique  pure 
<irand  in-8,  de  xxviii-j4f)  pages,  avec  Atlas  de  2')  planches;  1886. . .     xt*  fr'. 

IP  Pabtib  :  Flexion  plane,  -  Lignes  iVinfluence.  -  Poutres  droites. 
hm\(\  m-8,  de  x-S^S  pages,  avec  Atlas  de  fi  planches;  188O i5  fr. 

lir  Partie  :  Jrcs  métalliques,  ~  Ponts  suspendus  rigides,  ~   Coupoles 

et  corps  de   révolution.  Grand  in- 8  de  ix-4i8  pages,  avec  Atlas  de  8  ni.'- 

1 7  f  r . 

IV*  Partie  :  Ouvrages  de  maçonnerie.  —  Systèmes  rcticuîaires,     (  Sous  pr.  ) 

HARIE  ;  Mamnilien),  Répétiteur  de  Mécanique  et  Examinateur  d'admission 
il  hçolc  Polytechnique.  -  Histoire  des  Sciences  mathématiques  et 
pnysiqnes.  Petit  in-8,  caractères  elzévirs,  titre  en  doux  couleurs. 

.  ^''^^h  -P""^'^^^,  période  •  De  Tludès  à  Arhtarque,^  Deuxième  pé- 
l)in^Àm^^^^^^^  "  ^i/?;?/ïn/'/r'.  -.  Troisième  période  :  D'Wpparque  à 


Lnne  II  -  Quatrième  période  :  De  Diophante  h  Copernic,  -  Cinduicrao 
1  irij^Je  :  De  Copernic  a  Fiète;  i883. .^ .     6  f  r 

T(mie  lU.  -  Sixième  période  :  De  Viète  à  Kepler.  -  Sep lièmê' période  \ 
iff  Kr-pU-r  a  Descartes;  i883 ^        ^^ 

Tome  VL  —  Onzième  période  :  De  Newton  à  Euler  (suite);  i885.     6  fr. 
Tome  Vn.—  Onzième  période  :  De  Nctvton  h  J^W^rf  suite);  iS85.     G  fr. 

■  n T  ^^"iw  ^?'''t^™^  Pé^^ode  :  De  Newton  à  Eulvr  (fin)'  -  Douzième 
!  rioie  :  D Knler  h  Lagrange;  1886 g  J-" 

^''T  ^\  "7  ^"zième  période  :  D' Euler  à  Engrange  (fin).  -  Trei/ièmê 

■  ode  :  De  Engrange  a  Eaplace;  1886 ?......). ... . . .    .     6  fî' 

înme  X.  --  Treizième  période  :  De  Engrange  à  Laplace  (fin).  —  Oua- 

r/'tme  période  :  De  Eaplace  h  Fourier;  1^7 ; (V  fr. 

To;ne  XI.  —  Quinzième  période  :  De  Fou  rie  r  à  Arago;  1887  .. .     G  fr. 

nlTr^^}  ®^  '^^'■"'®'-  ^  ^^^"'^'"'^  P^"^'^^  •  D'^^ragoàJbelet  aux  Geo- 
'J^ns  contemporams ;iSS7 r.  . . . .     (Sous presse.) 

' -2  ^^ipn^H^^  H-^'  Sociétaire  honoraire  de  la  Société  royale  astro- 
"imque,  auteur  de  divers  Ouvrages  aslronomiinies.  -  Nouvel  atlas  ce 

<vS    Tr.dn?f  H^^^^^^^^        augmonté  de  quolcp.es  études  d'Astronomie 
(.1  iwf.;   /?ij    ^  l.anglais   par  .M    Vniuvi>E  Gkrignv,  rédacteur  de 
'   Wevue  L  Astronomie  populaire.   [11-8,  avec   figures    dans   le    texte 
Jî  cartes  célestes  et  a  planches;  188G.  ' 

Broché ,  - 

Cartonné  avec  luxe. . ........ .V.V.V  ...V.V.'.Ï.V. '/.*.".  ^  fr* 


(TrolBième  Série.)  —  «al  1887. 


TABLE  DES  MATIERES. 


mai  1887. 

A  iMM.  les  abonnies  <les  «  Nouvelles  Annales  de  Malhématiqnci*    ».  2  «m 

Note  sur  la  muïliplioalion  «le  deux  séries;  par  M.  T,-J,  Stîeltjes..  n  > 

Remarques  sur  la  jréométrie  du  triangle;  par  M.  E.  Cesaro jti- 

Sur  les  séries,  par  M.  Ch.  Biehler a  1  ^ 

Sur  rahaisscnienl  des  équations  réciproques;  par  M.  Ch.  Hiehler.  •)  i\ 


LIBRAIRIE    DE   GAUTHIER-VILLARS. 

QLAI    DIÎS   GRANDS-VrCLSTINS,    55,    A    PARIS. 


KŒHLER  (J.\  Aiiciou  Uépélileur  à  ri^cole  Palylo<'lini(|ue,  ancien  Direcu-ii 
des  Études  à  i"Éct)le  préî)araloiro  Sainlc-Uarhe.  —  Exercices  de  Géome 
trie  analytique  et  de  Géométrie  supérieure.  Questions  et  solntian^  . 
i'usa,i;c  des  (Candidats  aux  Écoles  Polyleclmique  el  Normale  et  à  Utjj;ré_:'- 
lion.  2  volumes  iii-8,  avec  Heures. 

Prie  de  chfKfue  Pariie  : 

V^  PartIK.  —  Gchntrlrlr  />lf//ie ;  1886 <>   fi 

II*  Partik.  —  Gcnuêlrle  cUms  V espace i  S<hu: prcssf . 

RËMOND  (A.).  Aiu-ion  Élève  de  lÉcolo  Polylecliniquo,  Liconciéè8Scion('^«^. 
Professeur  de  Mathémalique.s  spéciales  a  l'École  prcparaloirc  de  Sain;  - 
Harhe.  —  Exercices  élémentaires  de  Géométrie  analytique  à  deux 
et  à  trois  dimensions,  avec  un  K\i»osk  dks  MKniooES  de  misoi.i  ti<>\. 
suivis  des  Jùio/ice's  de  prohlùmes  donnés  pour  Les  cntnpositionx  d'nd 
mission  au,r.  Eeoles  Pol)tevhni<iuc^  Normale  et  Centrale,  et  au  f  mv- 
eours  gencrnl.  2  volumes  in-S,  avec  li^^ures  dans  lô  texte,  se  vend;  ut 
séparément  : 

!'•  Partir  :  Geomctrie   à  deux  dimensions  ;  188- S  fr 

II*  Parti K  :  Géométrie  à  trois  dimensions,  F.tionces {^Sous  prm'r.' 

RESAL  (H.),  Mend)re  de  rinslilut,  Professeur  à  T Écolo,  Polytechnique  et 
à  l'École  des  Mines.  —  Physique  mathématique.  Élect'rodrnamifpfr . 
CfipiUnrite y  C/uileur ,  Electricité,  Mn<^né(isnic  ,  Elnstlciié,  In-^. 
1 884 \M\. 

RESAL  (H.).  —  Traité  élémentaire  de  Mécanique  céleste,  r  êdiiir.:! 
Un  beau  volume  in-  j  ;  1 88  i , j»  5  i  r . 

ParLs.       iiiipriiuerie  tlo  GAL'TIKKK  ViLI.AKS,  quai  deë  AUiru»Uii«,  &5. 


*- 


Le  Gérant  :  Gavtribr-Vii  l  \ 


(Troisième  H^rie.)  —  Juin  1887. 


NOLVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  SPÉCLILES,  A  LA  UCENCE  liT  A  L'AGRÉGATION, 

HlOïGt   PAB 

M.  Gh.  BRISSE, 

mOFKSSBCB   |»B   MlTHÉMATIQDBfl  SpéciALES  AL'  LYCÉE  C05D0IICET, 
«KPÉTITKCn   A   L'ÉCOLE    POLYTeCH?iiUL'e, 


M.  E.  ROUCHÉ, 

EXAMINATEl'Il  DE  «ORTIE  A  I.'kCOI.C  POL^  TECH.^IUI- E, 
PKOrSAtfKVB     Al-    CONSERVATOine     IiES    ART*    BT    UtTIEHI. 


Publication  fondée   en   1842  par  MM.   Qerono  et  Terquem, 
et  continuée  par  MM.  Gerono,  Prouhet,  Bourget  et  Brisse. 


TROISIEME   SERIE. 


JUIN  1887. 


.S'adresser,  pour  la  rédaction. 

à  M.  Brisse,  mode  Bécon,  35,  à  Courbovoic  (Sciae), 
OM  à   M.   UouciiK,  ]>oiil(>vnr(J    Saint-Germain,    ii.l,    a    Paris. 


PARIS, 


GAUTHIER-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU    BIJRBAU   DES  LONGITUDES^    DE   l'ÉCOLE    POLYTECHNIQUE, 

SUCCESSEUR  DE  MALLET-BACHEI.tEh, 

Quai  des  Augustiiis,  j5. 

1887 


•(Ce  Kecucil  parait  chaque  mois.) 


LIBRAIRIE   DE   GAUTHIER-VILLARS. 

QUAI   DES   AUGL'STINS,    55,  A  PABIS. 


NOUVELLES  ANNULES  DE  NATHÉMATIQUES, 

''journal  des  candidats 
AUX  ÉCOLES  SPÉCIALES,  A  LA  UCEKCE  ET  A  L'AGRÉGATION. 

nKDIUÂ  PAM 

M,  Ch.  BRISSE, 

l*roro«»eur  de  Malhêmaiiques  «péoiales  an  Ljcoe  Coodoroot. 
Rcpécn«ar  à  rÉcol«  PoljtechDtque, 


M.  E.  ROUCHÉ, 

Eiamlnaleur  de  sortie  à  TCoole  Pol  y  technique, 
Proresfteur  au  Con»orTatolre  des  Art»  et  Métiers 


PttblioAtîon   fondée   en    1842    par  M  M.   Gerono   et  Terquana, 
et  oontinuèe  par  MM.  Gerono,  Prouhet,  Bour^et  et  Biisie. 


Los  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  paraissent  chaque  mois  et 
forment  par  an  un  volume  in-8  de  38  feuilles,  avec  figures  dans  le  texte. 
L'année  1887  est  en  cours  de  publication. 

P&BMIÙRi:  SÉRIE  :  20  volumes  in-S  (  1842  à  1861  ) 300  fr 

Les  tomes  I  à  VU,  X  et  XVI  à  XX  (i8'42-i8',8,  i85i,  1837-1861)] 

ne  se  vendent  pas  téparéraent. 
Les  autres  tomes  de  la  première  série  se  vendent  séparément 15  fr 

BEUXIÈMB  SÉRIE  :  20  volumes  in-8  (  18G2  à  1881  ) 300  fr. 

Les  tomes  1  h  III  et  V  à  VIII  (1862  h  1869)  ne  se  vendent  pas  scparémem 
Les  tomes  suivants  de  la  deuxième  série  se  vendent  séparément.        15  fr. 

On  peut  se  procurer  Cune  des  Séries  ou  les  deiix  Séries  au  moyen  de  payement ^ 
mensuels  de  30  jr, 

La  TROISliSME  SÉRIE,  commencée  en  1882,  continue  de  paraître  chaque 
mois  par  cahier  de  48  pages. 


L(»s  abonnements  sont  annuels  et  parlent  de  janvier. 

Prix  pour  un  ^/î  (la  numéros)  : 

Paris , 15  ( 

Départements  et  Pays  faisant  partie  de  TUnion  postale 17 

Autres  pays .,.,..., ; 20 


(  -*57  } 


SIIR  LA  DROITE  DE  SMSONC); 

Par  m.  Ernest  CESARO. 


Construisons,  pour  un  système  de  trois  masses  égales 
à  Tunité,  appliquées  aux  sommets  d'un  triangle,  le 
centre  de  gravité  G  et  les  axes  principaux  d'inertie  qui 
y  passent.  Appelons  Xt^ju^  ^21  J^a^  ^9t  )i  les  coordon- 
nées des  sommets  du  triangle,  par  rapport  à  ces  axes. 

Ona 

i  a-j  -f-  j-,  -h  a-j  =  o, 

(  ^iXi  -+-  J'iri  -+-  -^373  =  O, 

d'où  Ton  déduit 


i^ 


3-1  Xt  X3 

i'i) 

I    -^^  —  ^3  __  '^a  —  ^1   _  Xi  — Tj 

l        7i       ""      7s       ~       7»       ""      ^' 

pei  q  étant  des  constantes.  Pour  que  les  dernières  éga- 
lités soient  compatibles  entre  elles,  il  faut  et  il  suflQt 
que  Ton  ait /7y  =  3.  Il  est,  d'ailleurs,  facile  de  déter- 
miner les  valeurs  de  ces  constantes,  connaissant  l'aire 
T  du  triangle  et  les  moments  d'inertie  principaux,  A  et 
B.  On  a,  en  effet, 

ilT  ==xi (7,  —^3 )  -f-  Xiir^  —71  ) -f-  .r3(7i  —7,), 

ou  bien,  en  vertu  de  (2), 

^T  ==  p(x\  -^xl-hxl)  =  q{y\  -^ y\  -+-7I ): 

(*)  C'est  par  une  interversion  de  mise  en  pages  que  cet  article  suit, 
au  lieu  de  les  précéder,  les  Remarques  sur  la  géométrie  du  triangle. 
Ann.  de  Mathémat..  3*  série,  t.  VI  (Juin  1887).  18 


(  a58  ) 
d'où 

(3)  P  =  -^,         </  =  -B- 

Incidemment,  nous  ferons  remarquer  qu'il  est  aisé 
de  calculer  A  et  B  en  fonction  des  côtés  Ci,  c^^  03  du 
triangle. 

On  a  d'abord,  d'après  (3)  et  à  cause  de  la  condition 

3AB  =  4T«(«). 

D'autre  part,  le  moment  polaire  A  H-  B  est  égal  aux  ^ 
de  la  somme  des  carrés  des  médianes,  c'est-à-dire  a  ^  de 
la  somme  des  carrés  des  côtés  C*).  Par  suite,  les  valeurs 
de  A  et  B  sont  comprises  dans  l'expression 

g (cf  4-  cî  4-  ci )  ±:  i  /c}  -H  c|  -h  r J  -Tf  cj  —  c\i\  —  c\  c\ . 

On  en  déduit,  par  exemple,  que  la  distance  des  deux 
points,  pour  lesquels  Tellipse  d'inertie  se  réduit  h  un 
cercle,  est 

î|^  (C  J  -i-  c\  H-  cj  -  C»  cl  —  cl  C\  -  C\  C\  )*. 

Cette  distance  ne  devient  nulle  que  dans  le  cas  du 
triangle  équilatéral. 

Les  coordonnées  spéciales,  que  nous  employons  ici, 
jouissent  d'une  foule  de  propriétés  intéressantes,  et, 
grâce  aux  formules  (i)  et  (2),  elles  se  prêtent  avanta- 


(')  Le  coefficient  3  doit  être  remplace  par  — ^ ^— ^ -j  dans  le 

cas  de  trois  masses  quelconques,  w„  /w,,  m,. 

(')  Il  est  nécessaire  que  les  masses  soient  égales  entre  elles,  si 
Ton  veut  que  le  moment  polaire  soit  proportionnel  à  la  somm**  do* 
carrés  des  cAtés. 


{  '^^9  ) 
geusemeiit  à  l'étude  des  faits  géométriques  du  triangle  (*). 
En  vue  des  développements  ultérieurs,  nous  allons  cher- 
cher les  coordonnées  a,  p  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  considéré.  On  a 

=.(a~:r3)«-v-(?-^,)«; 
d'où  Ton  déduit,  en  ayant  égard  aux  relations  (i)  et 

a  3_a  P_*  ?_-"  —  9 . 

puis 

3(A-B)  o  KA  — B) 

En  tenant  compte  de  ces  expressions,  on  trouve  faci- 
lement les  formules 


2>î-S'    2 


^irî 


A-B' 


qui  nous  seront  utiles  plus  loin. 

Cela  étant,  prenons  pour  axe  des  abscisses  une  droite 
quelconque,  D.  Soit  r^  sa  distance  à  G,  et  faisons  passer 


(*)  Nous  espérons  en  faire  des  applications  à  la  Géométrie  ré- 
cente da  triangle.  Il  est  peut-être  utile  de  faire  observer  que,  si 
u,,  M,,  1/,  sont  les  distances  d'un  point  quelconque  aux  côtés  du 
triangle,  les  coordonnées  x  tt  y  du  même  point  sont  données  par 
les  équations 

'*!  ^,  ^,  '*,  '*J  '*, 

où  h^,  h^y  A,  sont  les  hauteurs  du  triangle.  Inversement 
A.     ■     A    "^  ^B    ■*■  3  ' 


(  a6o  ) 
par  €0  point  l'axe  des  ordonnées.  Les  coordonnées  d*un 
point  quelconque,  par  rapport  aux  nouveaux  axes,  se- 
ront représentées  par  a  et  A  -f-  tj,  si  Ton  pose 

(5)  a  =  a:cosO — j^sinô,         6  =  .r  sin6 -f-^cosO, 

8  étant  Tangle  de  D  avec  l'ancien  axe  des  abscisses.  Pour 
exprimer  que  D  est  une  droite  de  Simson,  relativement 
au  triangle  donné,  il  faut,  par  les  points  où  D  rencontre 
les  côtés  du  triangle,  élever  les  perpendiculaires  à  ces 
droites  et  exprimer  qu'elles  concourent  en  un  même 
point.  Par  un  calcul  très  simple,  on  parvient  à  la  con- 
dition 

(6) 

qui  donne  la  valeur  de  y,.  Or  on  trouve  sans  peine 

On  simplifîe,  de  même,  le  second  membre  de  (6),  en 
tenant  compte  des  égalités  évidentes 

rtj  63  —  «3  6j  —  «3  61  —  «1  bz  —  «1  bi  —  a^bi  =  J  T, 

et  la  condition  (6)  devient 

(7)        .      6T7)  =  2(aj-a3)(^3~^i)(6,-^>î)- 

jNous  allons  faire  retour  aux  anciennes  coordonnées, 
afin  de  mettre  en  évidence,  dans  le  second  membre  do 
(7),  la  variable  9.  Avant  de  faire  usage  des  formules  (5), 
remarquons  que,  en  vertu  de  (j)^  on  a 


^2.rrî-^-^3rs=^-^>/'' 


A 

^ 

.{  —      1 

>  1  —Xi  ''.".  ~  - 

•> 

.1       ...           .^ 

(  26.  ) 
et,  par  suite, 

(yz  —yi)(yx  ~yt)  =  -  -  3 vf, 
^j^3  — j?i)0'i  —  j^î)-+-(^i  — •^2)(r3--ri)  =  — <5-^iri- 

L'emploi  des  formules  (5)  donne  donc 

=  J(A  sin*6  -h  B  cos«0)  —  3(j:-i  sinO  H-^j  cosO)2; 
puis,  par  substitution  dans  (7)  et  en  observant  (st), 

aTTj  =  zXP^y  s*"^  "*"  9y\  cos6)(a:i  sinO  -\-y\.  cos6  j2. 

Si  Ton  développe  le  second  membre,  on  obtient  Ona- 
leinent 

A  —  B 

r,  =  Aasiii»e-f-(A-f-2B)Psin«ecosO 

—  (aA-f-B)asinôcos*0  — B^cos^O, 

pourvu  que  l'on  ait  égard  aux  formules  (3)  et  (4)-  On 
peut  écrire,  plus  simplement, 

(8)  T]  =  J(asinÔH-pcosO)  — Rcos(38  — o), 

après  avoir  posé,  pour  abréger, 

3A-+-B  „    .  A-4-3Bq        _ 

T^  g-  »  =  aR  sincp,         X^'B  ?  =^  ^^  ^^^?' 

où  R  et  <p  sont  des  constantes. 

Remarquons,  en  général,  que,  si  Ton  détermine  une 
droite  par  sa  distance  v^  à  un  point  fixe,  et  par  0  l'angle 
qu'elle  fait  avec  une  direction  fixe ^  les  droites  qui  sa- 
tisfont à  l'équation 

<9)  v;  =  F(e) 

enveloppent  une  certaine  courbe,  dont  il  est  facile  d'ob- 


(    262    ) 

tenir  rëquation  intrinsèque.  Si,  en  eflet,  i  et  t^  sont  les 
coordonnées  variables  du  point  fixe,  par  rapport  a  la 
tangente  et  à  la  normale  à  la  courbe,  on  sait  que 


d^       Tj  — p 

df^       \ 

rfe        I 

ds~       p      ' 

ds             p' 

ds            p 

et,  par  suite,  la  dérivation  de  l'équation  (9)  donne 

î  =  F'(e); 
puis,  par  une  nouvelle  dérivation, 

p  =  F(e)4-F'(e). 

Enfin,  si  l'on  multiplie  par  d%  les  membres  de  celle 
équation,  et  que  l'on  intègre,  on  obtient 

_f  =/F(e)</e-hF'(0). 

L'élimination  de  6  entre  les  expressions  de  p  et  de  5 
conduit  à  l'équation  intrinsèque  demandée. 

Si  l'on  applique  les  calculs  précédents  à  l'équation 
(8),  on  trouve  d'abord 

\  =  — ^(PsinO  — acos6)-h3Rsin(36--©); 

puis,  successivement, 

p  =  8R  cos(3ô  —  <p),         3s  =  —  8R  sin(3e  —  «p). 

Élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

pî4-9*»  =  64R«. 

L'enveloppe  de  D  est  donc  une  hypocycloïde  à  trois 
rebroussemeiits  :  c'est  V  hypocycloïde  de  Fer  vers  (*). 
Si  Ton  combine  entre  elles  les  formules  qui  précè- 


(')  Aux  nombreuses  recherches  sur  celle  ligne  remarquable,  il 
faut  ajouter  une  Étude  géométrique,  publiée  récemment  par  M.  Car- 
melo  Intrigiia,.   dans  le  Journal  de  Battaglini  (i885,  p.  263*38'|)- 


(  ati3  ) 
lient,  011  voit  que  l'on  peut  écrire 

p  =  4(T,o-3r.),         5  =  i(Ço-30, 

io  et  7to  étant  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  cir- 
conscrit, relativement  à  la  tangente  et  a  la  normale  à 
Thypocycloïde.  Or,  d'après  un  théorème  connu,  on 
sait  que  les  coordonnées  de  Torthocentre  sont  3  Ç  —  2Ç0) 
37i  —  2T,o.  Conséquemment  {*),  le  centre  du  cercle  di- 
recteur de  rhypocycloïde  de  Ferrers  est  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  au 
centre  du  cercle  circonscrit.  Les  distances  du  point  en 
question  k  la  tangente  et  k  la  normale  k  la  courbe,  en 
un  point  quelconque,  représentent  respectivement,  en 
valeur  absolue,  la  huitièiiie  partie  du  rayon  de  courbure 
au  point  considéré,  et  les  |  de  Tare  qui  sépare  ce  point 
du  sommet  voisin.  Il  est  presque  inutile  d'ajouter  que 
la  courbe  dont  il  s'agit  est  la  trajectoire  d'un  point 
d'une  circonférence,  de  rayon  R,  roulant,  sans  glisser, 
à  l'intérieur  d'une  circonférence  de  rayon  3R  :  cela  ré- 
sulte de  la  simple  inspection  de  Téquation  intrinsèque 
trouvée  ('). 

Examinons,  maintenant,  le  cas  plus  général  de  trois 
droites  concourantes,  qui  rencontrent  les  côtés  d'un 
triangle  sous  le  même  angle  co.  On  sait  que  les  trois 
points  de  rencontre  sont  sur  une  droite  D^^.  En  opérant 


(*)  On   sait  que,  en  général,  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
directeur  de   la   courbe  cycloîdale  a"p* -h  6^*»  =  a»6^  sont-j— ^^, 

(')  Il  faut  se  rappeler  que,  pour  la  ligne  a' p* -h  b' s*  =  a' b*,  le 

I      cib 
rayon  du  cercle  générateur  est -j-;  celui  du  cercle  directeur  est 

ab^ 
a"  —  b^' 


(  ^(ii  ) 
comme  précédemment,  on  trouve,  au  lieu  de  (7), 

-h  Z{bi  —  b^Xbz  —  6,)(6i  —  6,)  cotw  ; 

puis,   après   quelques    transformations   et   par  dériva- 
tions successives, 

Ti  =  l(a sine  ^-  p  cosO)  —  R  cos(36  —  cp; 

H-  [|(P  sinO  —  a  cosO)  —  R  sin(30  —  cp)]  coto), 
t  =  —  ^(p  sine  —  a  cose)  -+-  3R  sin(30  —  ç) 

-4-[|(asine+  pcose)  —  3Rcos(3e  —  ©)]  coto), 

8R 

p  = -; sin(3e  4- oi  —  9). 

Enfin,  par  intégration, 

35  =  -: —  cos(3e  H-  0)  —  9). 
smo)  ' 

Si  Ton  élimine  Q,  on  obtient 

,      64R* 
'         *'  sin^to 

L'enveloppe  de  D^)  est  donc  une  hypocycloïde  scui- 
blable  à  la  courbe  de  Ferrers  :  elle  est  engendrée  par  un 

point  d'une  circonférence,  de  rayon  -:r —  >  roulant,  sans 

glisser,  à  l'intérieur  d'une  circonférence  trois  fois  plus 
grande. 

Rapportons  tout  à  la  droite  D,  ou  droite  de  Simsou 
proprement  dite,  prise  comme  axe  des  abscisses,  l'origine 
étant  placée  au  point  M,  où  elle  touche  son  enveloppe 
Si  l'on  compare  entre  elles  les  formules  obtenues  pour 
la  droite  de  Simsou  généralisée ,  on  voit  que  les  coor- 
données du  point  où  cette  droite,  parallèle  à  D,  touche 
son  enveloppe,  sont 

^ïo)  -'Sr.colLo,      1.(4  Jp  — 3t)  coll.), 


(    2()5    ) 

et  que  les  coordonnées  intrinsèques  de  l'enveloppe  en 
question  sont 

(II)  p  — 3«C0tW»      5H-ipCOtU). 

Divisant  l'une  par  l'autre  les  expressions  (lo),  on  voit 
immédiatement  que  les  points  de  contact  des  droites  de 
Simson  généralisés,  de  même  direction,  sont  sur  une 
di'oite  Ae*  Si  Ton  applique  à  celte  droite  les  méthodes 
habituelles  de  la  Géométrie  intrinsèque,  on  trouve  que, 
lorsque  0  varie ,  Aq  touche  son  enveloppe  en  un  point 
P,  dont  les  coordonnées  sont 

En  partant  de  ces  expressions,  il  serait  aisé  de  chercher 
l'équation  intrinsèque  de  la  ligne  (P),  enveloppe  des 
droites  A. 

Nous  allons  signaler  une  importante  propriété  de  la 
ligne  (P),  On  démontre  facilement  que  les  centres  de 
courbure  de  toutes  les  hypercycloïdes  sont,  pour  chaque 
valeur  de  0,  sur  une  perpendiculaire  à  MG,  qui  ren- 
contre  Aq  au  point  P.  Il  en  résulte  qu'eu  ce  point  il  y  a 
rebroussement  pour  une  certaine  hypocycloïde.  Du 
reste,  d'après  les  expressions  (ii),  on  voit  que,  pour 
chaque  valeur  de  0,  deux  valeurs  de  co,  qui  ditlèrent  de 

->  déterminent  respeclivemenl  un  point  de  rebrousse^ 

ment  et  un  sommet  de  deux  hypocycloïdes  particulières. 
Le  point  de  rebroussement  correspond  évidemment  a  la 
valeur 

.010.=  jij; 

en  la  substituant  dans  les  expressions  (lo),  on  voit  que 
les  coordonnées  du  point  cherché  sont  précisément  les 
coordonnées  de  P.  Ainsi,  les  points  de  rebroussement 


(  i66  ) 
de  loules  les  hypocycloïdes  considérées  sont  sur  la  ligne 
(P).  La  valeur  que  nous  avons  trouvée  pour  w  montre,  en 
outre,  que  Tangle  co  +  30  est  constant,  ce  qui  pourrait 
donner  lieu  à  d'autres  considérations  -,  mais  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas.  On  traiterait,  par  les  mêmes  for- 
mules, un  grand  nombre  d'autres  questions  intéres- 
santes. Nous  nous  contenterons  de  faire  remarquer, 
pour  flnir,  que  les  centres  des  cercles  directeurs  de 
toutes  les  hypocycloïdes  sont  situés  sur  une  droite  :  ils 
sont,  eu  effet,  également  éloignés  du  cenlre  du  cercle 
circonscrit  et  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  (*). 


SUR  LE  THEOREME  DE  ROLLE; 

Par  m.  J.  COLLIN, 
Professeur  de  Malhématiques  spéciales  à  l'École  Saint-Charles. 


Soit  l'équation  f{x)  =  o,  et  soient  a',  b\  ...,/'  les 
racines  de  l'équation  dérivée/^  =  o. 

Si  Ton  met  Téquation  proposée  sous  forme  homogène 
et  qu'on  l'écrive 

l'application  du  théorème  de  Rolle  peut  être  notable- 
ment simplifiée  en  beaucoup  de  cas  à  l'aide  des  théo- 
rèmes suivants  : 

Théorème  I.  —  Pour  que  deux  racines  dej'^  =  i\ 
comprennent  effectivement  une  racine  dej'(x^j')  =  o, 

(')  On  parvient  beaucoup  plus  simplement  aux  mêmes  résultats, 
par  des  considérations  purement  géométriques  ;  mais  cela  n'amoin- 
drit en  rien  l'importance  des  méthodes  intrinsèques,  qui  sont,  avant 
tout,  des  méthodes  d'investigation. 


(a6:) 
il  faut  et  il  suffit  qu  elles  comprennent  entre  elles  un 
nombre  impair  de  racines  defy  =  o{^). 

En  eSéty  pour  une  valeur  d^±:z  très  voisine  de  Tune 
quelconque  des  racines  cf'  de  la  dcvwéef^^  le  polynôme 
fi^-ij)  est  de  même  signe  que  y^. 

Théorème  IL  —  Pour  que  l'équation  f{x^y)  =  o 
ait  toutes  ses  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffit  que  : 
\^  flg  et  fy  aient  toutes  leurs  racines  réelles;  a**  que 
pour  x=:dtz!x>  les  polynômes  f{x^  j)  et  f^  soient  de 
signes  contraires  l'un  de  l'autre  ;  3®  que,  entre  deux 
racines  consécutives  quelconques  de  f^.^  il  y  ait  une  ra- 
cine et  une  seule  def^, 

1°  Ainsi  qu'on  le  sait,  il  faut  que^^  ait  toutes  ses 
racines  réelles  ;  mais  cela  est  tout  aussi  vrai  Aefy,  ainsi 
qu  on  le  voit  immédiatement  en  considérant  la  trans- 
formée aux  inverses  de  Téqualiou  proposée. 

2"  Si  a!  est  la  plus  petite  racine  de^^,  alors,  pour 
x=.  «' —  e,  les  deux  polynômes y(( a:, j^)  ety^  ont  même 
signe  ;  donc,  pour  ^\xef{x^y)  =  o  ait  une  racine  entre 
—  00  et  a',  il  faut  et  il  suffit  que  y*(x,^)  et  y^  soient  de 
signes  contraires  pour  x  =  —  oo.  Même  raisonnement 
pour  /'  et  -f-  00. 

3°  Il  faut  entin  que  deux  racines  consécutives  quel- 
conques c'  et  ff  de  f*j,  comprennent  une  racine  et  une 
seule  de^y.  En  effet,  si,  dans  Tintervalle  de  c/  à  ff,  il  y 
avait  o  ou  3  racines  de  f'^  il  n'y  en  aurait  aucune  de 
Téquation  proposée  ;  si,  au  contraire,  il  y  avait  trois  ra- 
cines de^^dans  cet  intervalle,  alors  d'autres  intervalles 
manqueraient  de  racines  àef'y  et  par  suite  aussi  de  ra- 
cines de  l'équation  proposée. 

(*)  Souvenl  il  sera  pius  facile  et  plus  rapide  de  résoudre  celte 
équalion  fy  —  o  que  de  substituer  les  racines  de //,  dans/(j;,  y). 


(  268  ) 
Ces   conditions  sont    d'ailleurs    suffisantes,    ovidcm- 
ment. 

Application.  —  Trouver  les  conditions  nécessaires 
et  sujjisanies  pour  que  V équation  ar'-h /^x -4- 7  =  o 
ait  toutes  ses  racines  réelles. 

On  a  ici 

Donc,  îl  faut  et  il  siiffit  que,  d'une  part,  suivant  les 
deux  premières  conditions,  on  ait 

/><o, 

et  que,  d'autre  part,  suivant  la  troisième  condition,  on 
ait 

c'est-à-dire 

27 5^* -h  4/?'  <o. 

Cette  dernière  inégalité  entraine  d'ailleurs  la  pre- 
mière et  suffit  à  elle  seule. 

Remarque,  —  D'après  ce  qui  précède,  pour  que 
l'équation  f{x^j)  =  o  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il 
suffit  que  J'y.  ait  m  —  2  racines  finies.  Mais,  siy^.  avait 
m  —  3  racines  finies  et  deux  racines  infinies,  autrement 
dit  si  l'équation  proposée  y(j:,^)  =  o  manquait  de 
deux  termes  entre  le  premier  et  le  second,  cette  équa- 
tion f(jo^j)  =  o  aurait  au  moins  deux  racines  imagi- 
naires. 

On  retrouve  donc  ainsi  un  corollaire  connu  du 
théorème  des  lacunes.  Cela  n'a  d'ailleurs  rien  d'éton- 
nant, car  on  sait  que  le  théorème  de  Descartes  n'est 
lui-même  qu'un  corollaire  du  théorème  de  Rolle. 


(  >^\)  ) 

THÉORÈMES  DK  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  WEILL. 


I.  Considérons  deux  courbes  planes  C  et  C  et  un 
point  O;  soient  M  et  M'  deux  points  pris  rcspective- 
raent  sur  les  deux  courbes  et  qui  se  correspondent  de 
manière  que  les  tangentes  en  ces  points  aux  deux  cour- 
bes soient  parallèles. 

Par  le  point  O,  menons  une  droite  égale  et  parallèle  à 
MM',  Textrémité  |x  de  cette  droite  décrit  une  courbe 
C".  Je  dis  d'abord,  et  c'est  là  un  résultat  bien  connu, 
que  la  tangente  à  la  courbe  G'  au  point  [x  est  parallèle 
aux  tangentes  en  M  et  M'.  En  e<ïct,  en  désignant  par 
x^jr^x',  j'y  a,  p  les  coordonnées  de  M,  M',  [jl,  Toriginc 

étant  en  O,  on  a 

1  =  x  —  a?', 

doL  =  dx  —  dx\ 

d'^  =  dy  -  dy\ 

dy  ^  dy'  __  ^ 

doL       dx  —  dx' 
Des  mêmes  formules,  on  déduit 


di~  rfa/i-4-Xi 
ds  —  dx^ \-\-  X2. 


ds'=  dx'\l\-^\^, 
d<s  rr=  ds  —  ds'. 

11  en  résulte  (|ue  Tare  élémentaire  de  la  courbe  C"  est 


(  '^^o  ) 

égal  à  la  différence  des  arcs  élémentaires  correspondants 
des  deux  courbes  C  et  C,  et  par  suite  que  le  rayon  àv 
courbure  en  [jl  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence 
des  rayons  de  courbure  en  M  et  M'.  Ce  dernier  résultat 
peut  s'établir  facilement  par  la  Géométrie  en  remplaçant 
les  trois  courbes  dans  le  voisinage  des  points  M,  M'  et  |jl 
par  leurs  cercles  de  courbure,  ce  qui  est  permis  dans  ie 
cas  actuel.  Au  moyen  du  théorème  précédent,  on  peut 
construire  des  courbes  dont  le  périmètre  soit  égal  à  la 
somme  ou  à  la  différence  des  périmètres  de  deux  courbes 
données  \  on  peut  remarquer,  en  particulier,  que  la  dif- 
férence entre  les  périmètres  d*une  courbe  convexe  et  de 
sa  parallèle  extérieure  à  une  distance  /  est  égale  à  la 
circonférence  d'un  cercle  de  rayon  /. 

II.  Considérons  deux  courbes  C  et  C;  en  un  point  M 
pris  sur  la  première  menons  à  cette  courbe  une  tan- 
gente qui  rencontre  la  seconde  eu  M';  en  appelant  p  la 
longueur  MM'  et  oj  l'angle  que  fait  sa  direction  avec 
une  droite  fixe,  l'élément  de  surface  compris  entre  les 
deux  courbes  et  deux  tangentes  infiniment  voisines  a 
pour  expression  p^rfco.  Ceci  posé,  menons  par  un  point 
O  du  plan  une  droite  égale  et  parallèle  à  MM',  l'extré- 
mité [X  de  cette  droite  décrira  une  courbe  C"^  l'aire  de 
celte  courbe  C  sera,  comme  on  voit,  égale  à  la  portion 
de  surface  comprise  entre  les  courbes  C  et  C.  De  là, 
des  conséquences  particulières  intéressantes.  Considé- 
rons, par  exemple,  un  angle  droit  AMB  dont  le  sommet 
M  décrit  une  courbe  G  et  dont  les  côtés  touchent  en  A 
et  B  une  courbe  C  ;  si,  par  un  point  O  du  plan,  on 
mène  une  droite  parallèle  à  AM  et  de  longueur  AB, 
l'extrémité  [x  de  cette  droite  décrira  une  courbe  dont 
l'aire  sera  double  de  Taire  comprise  entre  les  deux 
courbes  C  et  C 


(  ^7'  ) 

m.  Soit 

Inéquation  d'une  tangente  à  une  courbe  C,  et  a,  ^  les 
coordonnées  d^un  point  P  du  plan. 

La  podaire  de  P  par  rapport  à  la  courbe  C  a  pour  sur- 
face 

/       [a  coso)  +  p  sînco — /(cD)]*</a) 
ou  bien 


27: j-î- aa   /       /( eu )  cos o)  c?co 

f       /(to)sin(oû?a> -h    /       [/((o)]»rfw. 

0  «^0 


Celte  formule  peut  donner  lieu  à  certains  problèmes 
relatifs  à  Taire  de  la  podaire.  Ainsi,  la  courbe  C  étant 
(lomiée,  le  lieu  du  point  P,  pour  lequel  la  podaire  a 
une  aire  donnée,  se  compose  de  deux  cercles  concen- 
triques, résultat  connu  (voir  Bertrakid,  Traité  de  Calcul 
intégral,  p.  365). 

Prenons,  en  particulier,  poury*((i)),  la  fonction  sin/nco 
ou  costno}j  m  étant  un  entier  plus  grand  que  i,  les 
coefficients  de  aa  et  de  2^  sont  nuls,  et  la  formule  se 
simplifie. 

Pour  généraliser  la  notion  de  podaire,  déterminons, 
sur  chaque  tangente  à  une  courbe  donnée,  un  point  M 
par  l'intersection  de  cette  tangente  et  d'une  droite,  par- 
tant d'un  point  P  fixe,  et  déterminée  eu  même  temps 
que  la  tangente,  l'équation  d'une  pareille  droite  sera 

V  —  p  =  cp(a))(ar  —  a). 

On  voit  alors  immédiatement  que  le  lieu  que  doit  dé- 
crire le  point  P  pour  que  la  courbe,  lieu  des  points  JM 


{ ■>-■>■  ) 

correspondants,  ait  une  aire  donnée,  est  une  courbe  gé- 
nérale du  second  degré. 


SUR  LA  COIRBE  DU  OUATRIÈME  DEGRÉ 
A  DEUX  POINTS  DOUBLES; 

Par  m.  WEILL. 


Un  point  d'une  conique  étant  défini,  à  Taide  du  pa- 
ramètre variable  X,  par  les  équations 

a,  P,  Y  désignant  trois  fonctions  linéaires  de  x  et  j, 
les  trois  sommets  d'un  triangle  qui  se  déplace  en  res- 
tant  inscrit  dans  cette  conique  et  circonscrit  à  une  autre 
conique  fixe  correspondront  a  trois  valeurs  de  A  données 
par  Téquation  du  troisième  degré 

(i)  X»-H(mG-h/i)X«-4-(m'C-f-n')X-f-G  =  o, 

dans  laquelle  C  est  un  paramètre  variant  avec  la  posi- 
tion du  triangle,  les  quantités  m,  m',  /i,  w'  étant  con- 
stantes. Ceci  posé,  Péquation 

Ka« H-  L  ?2 -+-  Xy2  -4-  tiY  Py  -+-  2Z «Y  -+-  ap  =  o, 

dans  laquelle  K  et  L  sont  des  constantes,  et  X,  Y,  Zdes 
variables,  définit  une  conique  passant  par  deux  points 
fixes  situés  sur  la  droite  y  =  o. 

Cherchons  à  exprimer  que  trois  des  quatre  points  où 
cette  conique  variable  rencontre  la  conique  donnée^î(jr- 
ment  les  sommets  d'un  des  triangles  considérés. 

Il  faut  pour  cela  que  l'équation  en  X  du  quatrième 


(  ■-'73  ) 
degré,  qui  donne  les  valeurs  de  X  correspondant  à  ces 
quatre  points,  admette  un  facteur  de  la  forme  (i).  En 
faisant  la  division  et  écrivant  que  le  reste  est  nul,  ou 
trouve  les  relations 

aZ-.K(mC-hn)  =  î^, 

X -+- 1  —  (m'C -4- /i')K  =  i(mC-H  n), 

aY  — rK=g(m'C-f-n'). 

I  Transportant  ces  valeurs  de  X,  Y,  Z  dans  l'équation 

'      de  la  conique  variable,  elle  devient 

PV'Kma  +  Kp-f-m'Y) 

-C}Kaï-f-Lp«-ha3-4-Y[m'LpH-K/ia-H(mL-n'K  — i)y]J 
i  -^  LY(a -»- /l'P -+- «y)  =  o. 

Telle  est  l'équation  d'une  conique,  variable  avec  C, 
passant  par  deux  points  fixes  et  par  les  trois  sommets 
d'un  triangle  variable  inscrit  et  circonscrit  à  deux  co- 
niques fixes.  On  peut  écrire  cette  équation 

On  voit  que,  lorsque  C  varie,  cette  conique  a  pour 
euTeloppe  la  courbe  ayant  pour  équation 

S»  — Y»oo'=o. 

Cette  courbe  du  quatrième  degré  a  pour  points  dou- 
bles les  deux  points  fixes.  Chaque  conique  variable; 
touche  son  enveloppe  en  deux  points,  et  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  passe  par  un  point  fixe,  intersec- 
tion des  droites  8  et  î';  cette  droite,  ayant  pour  équation 
2'=C*8,  correspond  à  deux  coniques  du  système,  elle 
rencontre  l'enveloppe,  qui  est  du  quatrième  degré,  en 
quatre  points  qui  se  séparent  en  deux  groupes  de  deux 

Ann,  de  Mathémat.y  3'  série,  U  VI  (Juin  1887).  19 


(  ^74  ) 
points,  correspondant  respectivement  â  deux  coniques 
déterminées  par  les  valeurs  +  C  et  —  C  du  paramètre. 

Réciproquement,  toute  courbe  du  quatrième  degré  k 
deux  points  doubles  peut  être  obtenue  par  ce  procédé. 
En  prenant  pour  points  doubles  les  points  cycliques, 
on  obtient  des  résultats  relatifs  aux  anallagma tiques  du 
quatrième  ordre,  courbes  qui  ont  été  si  souvent  étudiées; 
on  voit  que  ces  courbes  peuvent  être  considérées,  d*une 
manière  générale,  comme  Tenveloppe  d*un  cercle  cir- 
conscrit à  un  triangle  variable  inscrit  et  circonscrit  à 
deux  coniques  fixes.  Ce  mode  de  génération  permet 
d'étudier,  sous  un  point  de  vue  nouveau,  ces  courbes 
si  connues* 

Revenons  au  cas  général  de  la  courbe  a  deux  points 
doubles  ;  en  prenant  pour  triangle  de  référence  celui 
qui  est  formé  par  les  droites  y?  S?  S^  on  voit  facilement 
qu'un  point  de  la  courbe  est  déterminé  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

S':  0  :  vr-.  c»  :  I  :  ô(C), 

(p(C)  étant  de  la  forme 

aCi^bC  -^c  :h  y/a! (>^T7T 
a"  C*  -t-  6"  G  -f-  c 

et  l'on  en  déduit,  par  des  procédés  connus,  la  représenta- 
tion paramétrique  à  Taide  des  fonctions  elliptiques. 


REMAROIIBS  SIR  LES  CONDITIONS  DINTÉGRABILiTÉ; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Dans  les  Traités  classiques,  on  dit  généralement  que 
lesconditions  nécessaires  et  suffisantes  pourqueTexpres- 


{  ^75  ) 
siou 

(i)  P\  dxx  H-/),rfr,H-. . .  H-/?,,  dXn 

soit  une  différentielle  exacte  sont  que  Ton  ait  identi- 
quement 

dxj       dxt 

pour  toutes  les  valeurs  des  indices  i  et  y,  telles  que 
i^riyj^n.  Cela  est  vrai,  mais  l'expression  (i)  est  aussi 
une  différentielle  exacte  quand  Téquation  (2)  est  iden- 
tiquement vérifiée  pour  1  =  1,  puis  pour  1  =  a  non  plus 
identiquement,  mais  seulement  pour  Xt  =  x%  quels  que 
soient  x^^Xj,  •  •  • ,  X;,,  puis  pour  1  =  3,  mais  seulement 
pour  X|  =  x%  X3=x^  quels  que  soient  X8,X4,..., 
Xj,,  etc.  C'est  ce  que  j'ai  démontré  dans  un  travail  qui  a 
paru  Tan  dernier  dans  les  Nouvelles  Annales, 

Ce  fait  peut  être  généralisé  et  étendu  au  cas  où  les 
conditions  d'intégrabilité  affectent  d'autres  formes,  et,  si 
l'attention  des  géomètres  s'était  portée  plus  tôt  sur 
ces  points  importants,  Lagrange,  Cbarpit,  Pfafi'et  Jacobi 
seraient  tous  parvenus  à  la  métbode  de  Cauchy  pour 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordrç.  Dans  le  travail  que  je  viens  de  citer,  j'ai 
montré  comment  Lagrange  et  Cbarpit  auraient  pu  dé- 
couvrir la  métbode  de  Caucby;  je  montrerai  ici  com- 
ment la  métbode  de  Jacobi  peut  y  conduire  également. 
Je  vais  commencer  par  modifier  dans  le  sens  que  j'ai  in- 
diqué les  diverses  formes  des  conditions  d'intégrabilité. 

Considérons  d'abord  les  équations  aux  différentielles 
totales  suivantes  où  X/y  est  fonction  des  u  et  des  x  : 

{iu\'=^\i\dx\  -f- Xn  tffjTj -T- . .  .-h  Xj/i <jte/i, 

dui  =  Xji  dx\  -H  Xjj  dxf  -+- . . .  -i-  Xj;,  dxnt 


(n 


du,„  —  Xmi  dxx  -f-  X«,j  dxi  H- ...  -h  X/„«  dXn 


(.;6) 
Pour  que  ces  équations  soient  complètement  intégra- 
blés,  c'est-à-dire  pour  qu'elles  définissent  m  fonctions 
u^  ,1/2,  •  • . ,  Um  de  OTi,  X2',  .  . . ,  X/i  renfermant  m  con- 
stantes arbitraires,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

le  d  indiquant  une  dérivée  totale,  et  par  conséquent 

àXkt       à\ki  dui        dXjti  dut  _  dX^j  ^  dXj^j  duj 

dxj         dui    dxj        dux    dxj      '  '  '        àxi  àui    dxi 

ou  bien 

et  cela  quel  que  soit  h. 

Je  n'insiste  pas  sur  la  démonstration  bien  connue  de 
la  formule  (a)  en  tant  que  formule  nécessaire^  je  vais 
maintenant  essayer  de  démontrer  qu'elle  est  suffisante. 

Je  suppose  d'abord  que  Ton  ait  seulement,  quels  que 
soient  h  et  1, 

\  àXki    ,    àXki  -.  dX^/ 

\  dxx  dui  du,n 

Déterminons  m  fonctions  liu  ^2^  •  •  •)  Um  ^u  moyen 
des  équations  différentielles  ordinaires 

dui  =  Xi  dxii        dui  —  Xîi  dxif         . . . ,        dUf„  =  X^ni  ^^i* 

en  supposant  X2^  . .  .y  Xn  constants^  désignons  par  iXp 
mJ,  ...,  mJj  les  valeurs  de  «i,«2>  •••,  «m  pour  x,  =  ar*^ 
ces  valeurs  pourront  d'ailleurs  être  fonctions  de  Xj) 
JTs,  . . . ,  jr„  -,  on  aura  alors 

U^M)^^^^-         X„,  ,7-      -^11.  ....  -^^^-^- 
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Différentions  ces  équations  par  rapport  à  a:/,  nous  aurons 
des  équations  telles  que 

tfiup     _  d\pi       àXpi  duj  dXpi  du,„ 

dxidxi  ~    dxi         dux    dxi    '  "  *  '  "^  ^^^^    dxi  ' 

où  Ton  doit  supposer  ^  =  1,2,  .  •  ..,m.  Cette  équation 
peut  s'écrire 

dxxdxi         dxi  àui  \da7{  *v 

dX 


ou,  en  vertu  de  l'identité  (3), 
dxidxi         dUi   \dxi       '  i^y*^*--       ^^^^^  \  ^/       '  * 

C^X,,/  «?Xp/  ,     <^-^/>/  y 

ou,  en  vertu  de  (4  iw)^ 


dxtdxi  ~~   dui    \dxi 

ôXpi       ôXpi  dui  c^Xp/  rfa„t 

dx\  dui    dxi      '"      àutn   dxi 

ou  enfin 

dxi  \  dxi  ^j 

âXpi/dUi       ^    \^         .    ^Xpx/dum        Y      ^ 

On  a  ainsi  m  équations  que  l'on  déduit  de  celle-ci 
en  faisant  ^=  i,  2,  3,  . . .,  wi  :  ces  équations  sont  li- 
néaires et  homogènes  par  rapport  aux  m  quantités 

dux       V  du^       Y  du  m       Y 
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si  Ton  considère  ces  m  quantités  comme  des  inconnues, 
on  pourra  considérer  ces  équations  comme  des  équa- 
tions différentielies  ordinaires  et,  si  on  les  intègre  de 
manière  que  les  inconnues  s'annulent  pour  x^  =x%  on 
aura  toujours 

^"1  _  Y  ^'*«  _  Y  ^"'«  _  Y 

Cela  revient  à  dire  que,  si  les  formules  (3  )  sont  iden- 
tiques, ou,  si  Ton  veut,  que  si  les  formules  (2)  sont  iden- 
tiques pour  y  =  1 ,  et,  si  elles  ont  lieu,  quels  que  soient 
a:,,  , .  .y  Xn  pour  Xt  =  .rj,  les  formules  (i)  sont  intégra- 
bles,  c'est-à-dire  que  les  formules  (2)  sont  toutes  iden- 
tiques. Autrement  dit  : 

Si  les  formules  (3)  sont  identiques  et  si  le  système 
suivant,  où  l'indice  o  indique  que  0:4  ==  x^^y 

est  inlégrable  complètement,  (i)  le  sera  aussi,  et,  pour 
l'intégrer,  il  sufGra  d'intégrer  les  équations  (4)  en  dé- 
terminant les  constantes  d'intégration  Up  1^2?  -  *  *  P^^* 
les  équations  (5).  On  peut  donc  énoncer  le  théorème 
suivant  qui  comprend  comme  cas  particulier  celui  qui  a 
fait.l'objet  de  mon  travail  cité  tout  à  l'heure  : 

Pour  que  les  équations  (i)  soient  complètement  inté- 
grables,  il  faut  et  il  suffit  que  Von  ait,  quels  que  soient 

X^ ,  "^2)   *  *  *  1  ^nj  *^  ^'  ^» 


puis  y  pour  Xi  =  x^^^  quels  que  soient  0:2,  X3,  . . .,  jr,« 
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A'  et  i\ 

et  ainsi  de  suite. 

Pour  intégrer  te  système  (i),  on  intègre  le  système 


dui  dui  du„i 


et  l'on  détermine  les  valeurs  uj,  wj,  . . . ,  que  prennent 
M|,  i«j,  ...  pour  X|  =  xj,  au  moyen  des  équations 

^"î    -  Y    •  ^"î    _  YO  ''"S»   -  YO 

XJj,  ...  désignant  les  valeurs  de  X,2,  ...  pour 
X,  =  xj;  o/i  détermine  de  même  les  valeurs  m"*, 
uj',  ...de  u%  «5,  • . .  po«r  X2=  arj,  au  moyen  des 
équations 

ef  am5i  rfe  suite. 

On  retrouve  ainsi,  mais  par  une  tout  autre  voie,  la 
règle  donnée  par  M.  Mayer  pour  l'intégration  des  équa- 
tions aux  diflëreutielles  totales.  (A  suiv^re.) 


CONCOURS  GENERAL  DE  1886. 


Mathématiques  spéciales. 

t®  Étant  donnés  une  surface  du  second  ordre  S  et 
deux  points  A,  B,  on  mène  par  le  point  B  une  sécante 
qui  rencontre  la  surface  S  aux  points  C,  G  et  le  plan 
polaire  du  point  A  au  point  D. 


(  28o  ) 

Soient  M  et  M^  les  points  où  la  droite  AD  rencontre 
les  plans  qui  touchent  la  surface  S  aux  points  Q  et  C. 
La  sécante  BD  tournant  autour  du  point  B,  on  demande 
le  lieu  décrit  par  les  points  M  et  M'. 

a^  Ce  lieu  se  compose  de  deux  surfaces  du  second 
ordre,  dont  Tune  est  indépendante  de  la  position  oc- 
cupée par  le  point  B  dans  l'espace,  et  dont  l'autre  S  dé- 
pend de  la  position  de  ce  point. 

Chercher  ce  que  devient  la  surface  2  quand,  dans  la 
construction  qui  donne  les  points  de  cette  surface,  on 
fait  jouer  au  point  A  le  rôle  du  point  B  et  inversement. 

S*"  Le  point  A  restant  fixe,  déterminer  les  positions 
occupées  par  le  point  B  quand  la  surface  S  n'a  pas  un 
centre  unique  à  distance  finie. 

Mathématiques  élémentaires. 

On  donne,  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  R,  un 
point  P  dont  la  distance  au  centre  Odu  cercle  est  a.  On 
mène  par  ce  point  P  deux  cordes  rectangulaires  AC, 
BD,  et  Ton  mène  les  tangentes  au  cercle  aux  extrémités 
de  ces  cordes* 

Déterminer  Tangle  APO  de  façon  que  l'aire  du  qua- 
drilatère convexe  EFGH  formé  par  ces  tangentes  soit 
égale  à  une  aire  donnée  K^.  Discuter. 

Philosophie. 

1.  Soit  l'équation  du  second  degré 

(X  —  i)a7« —  2(X  —  2)ar  —  7X— i  =  o, 

dans  laquelle  la  lettre  \  représente  un  nombre  donné. 
Déterminer,  suivant  la  grandeur  du  nombre  donné  X, 
le  nombre  des  racines  de  cette  équation  comprises  dans 
chacun  des  trois  intervalles  suivants  :  de  —  00  à  —  1 , 
de  —  I  à  -h  I ,  de  4-  I  à  -f-  oc. 


(  >8i  ) 

2.  On  donne  deux  droites  OR,  OS,  qui  se  coupent  au 
point  O,  et,  sur  OR,  deux  points  A,  B.  On  considère 
toutes  les  sphères  qui  coupent  la  droite  OR  aux  points 
A,  B,  et  qui  sont  tangentes  à  la  droite  OS.  On  demande  : 

i"*  Le  lieu  du  centre  de  ces  sphères^ 

2^  Le  lieu  de  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
Ungents,  Tun  en  A,  l'autre  en  B,  à  chacune  de  ces 
sphères  ^ 

3°  Le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
menés  à  toutes  les  sphères  considérées  par  une  droite 
donnée  dans  le  plan  des  deux  droites  OR,  OS  ^ 

4^  Le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
menés  à  toutes  les  sphères  considérées  par  un  point 
donné  dans  le  plan  des  droites  OR,  OS. 


ÉCOLE  NORMALE  SIPÉRIEDRE  (CONCOURS  DE  1886). 


Mathématiques . 

On  considère  les  courbes  du  troisième  d^ré  C,  repré- 
sentées par  l'équation 

où  \  désigne  un  paramètre  variable. 

On  demande  de  démontrer  qu'il  existe  deux  courbes 
de  cette  espèce  tangentes  à  une  droite  quelconque  D  du 
plan,  ayant  pour  équation 

et  de  calculer  les  coordonnées  des  deux  points  de  con- 
tact M  et  M'.  Distinguer  les  droites  D,  pour  lesquelles 
ces  deux  points  sont  réels,  des  droites  pour  lesquelles 
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ils  sont  imaginaires.  Examiner  pour  quelles  positions 
de  la  droite  D  les  deux  points  M  et  M'  viennent  se  con- 
fondre en  un  seul,  et  trouver,  dans  ce  cas,  le  lieu  décrit 
par  le  point  de  contact. 

Connaissant  les  coordonnées  (a,  P)  d^un  point  de 
contact  M  d'une  courbe  C  avec  une  droite  D,  trouver 
les  coordonnées  (a^,  ^')  du  seeond  poiut  de  contact  M' 
situé  sur  D.  Construire  la  courbe  décrite  par  le  point  M' 
lorsque  le  point  M  décrit  la  ligne  droite 

P  =  a  —  2  a. 

Physique. 

1.  Une  cloche  cylindrique,  en  cristal,  de  poids  p,  de 
section  intérieure  5,  de  hauteur  intérieure  h-i-  l,  est 
renversée  sur  le  mercure,  qui  s'y  élève  k  la  hauteur  h] 
le  reste  de  la  cloche  contient  de  l'air  sur  la  longueur  /. 
La  pression  atmosphérique  est  0^,76  et  la  tempéra- 
ture o''. 

Quel  est  l'effort  nécessaire  pour  soutenir  la  cloche? 

Que  devient  ceteflort  si  Ton  fait  passer  dans  la  cloche 
un  morceau  de  fer  de  volume  1^,  le  niveau  du  mercure  à 
l'extérieur  restant  invariable? 

a,  m,  c^f  sont  les  poids  spécifiques  de  l'air,  du  mer- 
cure, du  cristal  et  du  fer. 

^application  numérique  :  p=4^o^^\  5  =  40***; 
h  =  1  =  o™,  10;  ^^  =  200".  Le  poids  du  litre  d'air  dans 
les  conditions  mormales  est  i^^'^S^  m  =  i3,6;  c  =  3; 
/=7.48. 

2.  Atténuation  et  correction  des  pertes  de  chaleur 
dans  les  expériences  calorimétriques. 
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ÉCOLE  rORBSTRRK  (CONCOURS  DE  18M). 


Mathématiques  (3  heures.) 

1.  Si,  d'un  point  Â,  extérieur  à  une  droite,  on  mène 
à  cette  droite  la  perpendiculaire  AB  et  les  obliques 
AG,  AD,  AE  dont  les  longueurs  croissent  successive- 
ment d'une  même  quantité,  les  distances  BC,  CD,  DE 
vont  en  diminuant. 

2.  Prouver  que  le  volume  d'une  tranche  sphérique 
limitée  par  deux  plans  parallèles  situés  du  même  côté 
du  centre  est  équivalent  à  la  différence  entre  le  cylindre 
de  même  hauteur  que  la  tranche,  dont  la  base  serait  un 
grand  cercle  de  la  sphère,  et  le  tronc  de  c6ne  de  même 
hauteur  dont  les  bases  auraient  respectivement  pour 
rayons  les  distances  du  centre  de  la  sphère  aux  deux 
plans  qui  limitent  la  tranche. 

3.  Une  personne  contracte  un  emprunt  remboursable 
au  moyen  de  deux  annuités  de  io6t^',8o;  on  a  calculé 
qu'il  serait  aussi  avantageux  pour  elle  de  payer  quatre 
annuités  de  56 1^*^,  8o.  On  demande  à  combien  on  évalue 
le  taux  de  l'intérêt.  Le  premier  payement  s'effectue  un 
an  après  le  jour  de  l'emprunt. 

Trigonométrie  et  calcul  logarithmique  (3  heures). 

i.  Sur  une  droite  AB  comme  base,  on  décrit  trois 
triangles  isoscèles  ABC,  ABC,  ABC^^  dont  les  hau- 
teurs sont  respectivement  CD=|AB,  CD  =  AB  , 
C'D^rlAB;  démontrer  que  la  somme  des  angles  aux 
sommets  ACB  -H  A  C B  -h  A  C' B  vaut  deux  angles  droits. 
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2.  Dans  le  trapèze  ABCD,  on  a 

AB  =  280,-,  87  )  ^^^^^  AC  =  1024-,  44»  |  ^^,^^ 

CD  =  i925-,34  1  '  BD  =  1227»,  li^  \  ''^^*'- 

On  demande  de  calculer  les  angles  et  la  surface. 


ÉCOLE  NAVALE  (CONCOURS  DE  188fi). 


Arithmétique  et  Algèbre  (3  heures  et  demie )« 

I.  Calculer  à  un  millième  près  le  produit  n  y^. 

II.  Démontrer  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  /i, 
la  fraction  décimale  équivalente  à  la  somme 


est  une  fraction  décimale  périodique  mixte. 

III.  Étant  donné  un  triangle  ABC  quelconque,  on 
trace  le  cercle  inscrit,  on  mène  à  ce  cercle  la  tangente 
B'C;  on  trace  le  cercle  inscrit  du  triangle  A'B'C,  on 
mène  à  ce  cercle  la  tangente  B"C''  parallèle  à  B'C,  cl 
ainsi  de  suite.  Si  Ton  désigne  respectivement  par  a^  A,  c 
les  côtés  BC,  AC,  AB  du  triangle  ABC,  par  a/7  son  pé- 
rimètre, par  s  et  d  la  somme  et  la  diflërence  des  côtés  b 
et  c,  le  rapport  du  rayon  de  Tun  des  cercles  au  rayon 

du  cercle  précédent  est  égal  à^ ;  on  demande  : 

i®  De  démontrer  que  la  limite  vers  laquelle  tend  la 
somme  des  surfaces  des  cercles  a  pour  expression,  à  un 

facteur  numérique  près, — ^• 

2°  De  trouver  les  valeurs  de  a  qui  rendent  cette  ex- 
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pression  maximum  ou  minimum,  s  et  d  restant  con- 
stants, et  de  démontrer  que  la  valeur  qui  correspond  au 
maximum  satisfait  aux  conditions  géométriques  du  pro- 
blème. 

Calcul  trigonométrique  (i  heure). 
I.  Calculer  la  valeur  de  l'expression 


\/'- 


o,oi57*.sin22*i7'6' 


o, 056437 

II.  Calculer  les  angles  x  satisfaisant  à  Téquation 
0,45535  sina7-ho,i5i6cosa7  =  o,38i8. 

Géométrie  descriptive  (i  heure  et  demie). 

Etant  donnée  une  sphère  tangente  au  plan  horizon  ta!  > 
dans  le  premier  dièdre,  et  dont  les  coordonnées  du 
centre  sont  o'io  =  3o™"*,  oo>  =  42°"  : 

1°  Construire  les  traces  d'un  plan  qui  coupe  la  sphère 
suivant  un  petit  cercle  de  rayon  donné,  20"*"*,  et  qui 
fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle  donné,  40°,  et  avec 
le  plan  vertical  un  angle  donné,  60^. 

2*  Construire  les  projections  de  Tinterseclion  de  ce 
plan  et  de  la  sphère. 

Géométrie  (3  heures  et  demie). 

I.  Mesure  de  la  surface  du  triangle  sphérique  :  défi- 
nitions, énoncés,  ordre  et  démonstration  succincte  des 
principales  propositions  qui  conduisent  à  l'expression 
numérique  de  cette  surface,  lorsqu'on  a  spécifié  les 
unités  d'angle  et  de  surface.  Application  numérique  : 
calculer,  sur  une  sphère  dont  le  rayon  est  de  3"*, 60, 
Taire  du  triangle  sphérique  dont  les  angles  ont  pour  va- 
leurs A  =  0,98,  R  =  1 ,5o,  C  =  2,3o,  quand  on  prend 
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pour  unité  d'angle  Tanglc  dont  Tare  est  égal  au  rayon 
ai  pour  unité  de  surface  le  centiniètre  carré. 

II.  O,  (y^Cy  sont  trois  circonférences  homothétiques 
directes  ou  inverses  par  rapport  au  même  centre  S;  par 
ce  point  S,  on  mène  une  sécante  quelconque  SM;  soient 
A  et  B  ses  points  d'intersection  avec  la  circonférence  0, 
soit  B'  riioinologue  sur  la  circonféreuce  O'  du  point  6, 
soit  A''  l'homologue  sur  la  circonférence  O^  du  point  A. 
Démontrer  que  le  produit  AA'^.BB'  est  constant  et  égal 
h  lA/.  LL',  L,  L'  et  W  étant  les  points  de  contact  des 
trois  cercles  avec  la  tangente  commune  issue  de  S;  con- 
sidéi'cr  en  particulier  le  cas  où  les  circonférences  C/,  (/ 

coïncident,  alors  AA'.BB'=LL'.  Déduire  de  cette  pro- 
position que  toutes  les  circonférences  tangentes  à  deux 
circonférences  données  C/,  (^  ont,  avec  toute  circonfé- 
rence O  homothétique  à  CV  et  à  CX',  une  tangente  com- 
mune interne  ou  externe,  DE,  de  longueur  constante. 

Réciproquement  :  O  et  C  étant  deux  circonférences 
données  et  S  leur  centre  de  similitude  directe  ou  in- 
verse, le  lieu  du  point  P,  déterminé  sur  chaque  sécante 
SABA'B'  par  la  condition  AA'.BP  =  *'*  =  const.,  est 
une  circonférence  homothétique   aux  deux  premières. 

Plus  généralement,  le  lieu  des  points  P  et  Q,  dé- 
terminés sur  chaque  sécante  SAB  par  les  conditions 
AP.BQ  =  *2  et  A'P.B'Q  =  /2,  se  compose  de  deux 
circonférences,  une  pour  chaque  point,  homothétiques 
aux  deux  premières. 

Composition  française  (2  heures  et  demie). 

Aux  derniers  jours  de  l'âge  d*or,  le  Mensonge,  sur- 
prenant la  Vérité  endormie^  Ta  dépouillée  de  sa  robe 
blanche;  il  s'en  est  revêtu,  et,  sous  cette  pai*ure,  il  5C 
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fait  accueillir  et  fêter  partoat.  La  corruption  envahît  le 
monde.  La  Vérité,  ainsi  dépouillée,  est  au  contraire 
honnie  et  repoussée  en  tous  lieux.  Traitée  de  folle,  ac- 
cablée d*outrages,  surtout  à  cause  de  sa  nudité^  elle 
s'enfuit  dans  un  désert. 

Là,  au  milieu  d'un  buisson,  elle  trouve  les  vêtements 
abandonnés  par  le  Mensonge;  elle  s'en  couvre,  reparait 
dans  le  monde  sous  le  nom  nouveau  de  Fable,  et  tous 
les  hommes  lui  sourient. 


GOIVCOIIRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  mi. 


PnEMIÈRE  SESSION,  JIILLBT  1886. 


Géométrie  analj  tique. 

On  donne  une  ellipse  rapportée  à  son  centre  et  k  ses 
axes,  et,  dans  son  plan,  un  point  P  dont  les  coordonnées 
sont  a  et  ^,  et  Ton  considère  toutes  les  paraboles  bitan- 
gentes  à  l'ellipse  en  des  points  tels  que  la  corde  des  con- 
tacts passe  par  le  point  P  : 

1°  Former  Téquation  générale  de  ces  paraboles  ; 

2**  Montrer  que,  en  général,  par  tout  point  Q  du 
plan,  passent  deux  des  paraboles  considérées,  et  recon- 
naître que  les  régions  du  plan,  dans  lesquelles  doit  se 
trouver  le  point  Q  pour  que  ces  deux  paraboles  soient 
réelles,  sont  limitées  par  l'ellipse  donnée  et  par  une 
droite; 

3"  Trouver  le  lieu  des  positions  que  doit  occuper  le 
point  Q  pour  que  les  axes  des  deux  paraboles  consi- 
déliées  qui  passent  par  ce  point  soient  rectangulaires  ; 
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4**  Trouver  le  Heu  du  point  de  rencontre  de  l*axe  de 
chacune  des  paraboles  considérées  avec'  la  corde  des 
contacts  de  cette  parabole  et  de  Tellipse.  L'équation  de 
ce  lieu  est  du  quatrième  degré;  on  transportera  les  axes 
de  coordonnées  parallèlement  à  eux-mêmes,  en  prenant 
pour  nouvelle  origine  le  point  P,  et,  cela  fait,  on 
montrera  que  Téquation  de  lieu  peut  être  décomposée 
en  deux  équations  de  second  degré. 

Calcul  trigonométrique. 

Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  dont 
les  trois  côtés  sont 

a  —  117^.7"»,  33,         6  —  28145'",  64,         c  =  3o49i"',9i. 

Physique. 

Un  calorimètre  de  poids  p^  de  chaleur  spécifique  c, 
contient  un  poids  P  d'un  liquide  de  chaleur  spéci- 
fique C*,  le  vase  et  son  contenu  sont  à  une  température 
inconnues.  On  plonge  dans  le  liquide  un  thermomètre 
à  mercure  portant  une  division  centigrade;  le  degré /i 
affleure  au  niveau  ^u  liquide  du  calorimètre  et  le  poids 
réduit  en  eau  de  la  portion  utile  du  thermomètre  est  ?C) 
enfin  la  température  indiquée  par  le  thermomètre,  qui 
était  d* abord  t  dans  Tair  environnant,  s'élève  dans  le 
liquide  jusqu'à  T.  On  demande  : 

1°  De  faire  subir  à  cette  lecture  T  la  correction  ré- 
sultant de  ce  fait  que  le  thermomètre  est  incomplète- 
ment plongé; 

2"  De  calculer  x  en  remarquant  que  le  thermomètre 
soustrait  ou  abandonne  de  la  chaleur  au  calorimètre 
(on  suppose  que  les  pertes  ou  les  gains  de  chaleur  par 
rayonnement  et  par  conductibilité  sontutils). 
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Exemple  numérique  : 

p  =      l5,     32»            c    =  o,  I02, 

p  =  3>o,                G=  I, 
t:  =      4,325, 

0 

n=    5, 

t  =    8,5, 
T  =  91,75. 

CoeflBcient  de  dilatation  apparente  du  mercure  dans 

le  thermomètre  :  m  =  -rr^  • 
5480 


Chimie. 

I.  On  demande  de  donner  : 

i^  Les  préparations  de  Tacide  carbonique  dans  les 
laboratoires  et  dans  Tindustrie  ; 

2^  L'éoumération  sommaire  de  ses  propriétés; 

3**  Son  rôle  au  point  de  vue  de  la  vie  végétale  et  de 
la  vie  animale  ; 

4^  Sa  composition. 

II.  On  introduit  dans  un  eudiomètre  loo*^*^  de  CO 
et  100*^*^  d'oxygène.  Après  le  passage  de  Tétincelle,  il 
reste  dans  reudiomètre  i5o^^  de  gaz-,  une  solution  de 
KO,  HO  absorbe  100"  de  CO^,  et  le  résidu  final,  de 
5o**,  est  de  Toxygène.  Déduire  des  données  de  cette 
expérience  la  composition  de  CO. 

Les  mesures  des  volumes  sont  faites  sous  la  pression 
atmosphérique;  on  donne,  en  outre,  la  densité  de 
CO  =  0,9674  et  celle  de  O  =  i ,  i  o56. 

Géométrie  descriptii^e. 

Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 

On  donne  un  triangle  horizontal  (aie,  a'Vd)  à  la 
cote  o", o65,  rectangle  en  (a,  ci)  et  isoscèle,  dont  le 
côté  (ai,  ciU)  est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et 
Ann.  de  Mathémat.^  3«  série,  t.  VI.  (Juin  1887.)  20 
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dont  les  sommets  (rt,  a'),  (A,  V)  sont  respectivemeiil  à 
o'",o8o  et  o*",  i4o  de  ce  plan.  Le  cône  a  pour  directrice 
le  cercle  horizontal  décrit  de  (i,  V)  comme  centre  avec 
ba  pour  rayon;  son  sommet,  projeté  horizon talemenl 
en  c,  a  pour  côté  o™,  loa.  Le  cylindre  a  pour  directrice 
le  cercle  circonscrit  au  triangle  (abc^  a'b'd)  et  pour  di- 
rection de  ses  génératrices  la  droite  qui  joint  le  centre 
(o,  o')  de  ce  cercle  au  sommet  (c,  ^)  du  cône. 

On  propose  de  construire  les  projections  de  la 
partie  S,  supposée  opaque,  du  solide  commun  aux  deux 
nappes  du  cône  et  au  cylindre,  comprise  entre  deux 
plans  horizontaux  ,  équidistants  du  plan  du  tnangle 
donné,  dont  Tun  est  le  plan  horizontal  de  projection. 
Les  parties  du  cylindre  et  du  cône  extérieures  à  2  seront 
supposées  enlevées. 

On  indiquera,  à  Tencre  rouge,  les  constructions  d'un 
point  quelconque  de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce 
point,  et  celles  des  points  et  des  droites  remarquables. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide 
d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cy- 
lindre. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o"*,  23o  du  petit  côté  inférieur,  et  les  droites 
an',  ce  à  égale  distance  des  grands  côtés  de  la  feuill*'. 
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Géométrie  analytique 

angle  OACB  dont  les  c 
OB  =  i,  prolongés,   sont   pris,   le    premier    pour   axe 


Soit  un  rectangle  OACB  dont  les  côtés  OA  =  a  et 
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des  X,  le  secoud  pour  axe  des  j.  On  considère  toutes 
les  c(miques  qui  passent  par  les  trois  points  O,  A,  B,  et 
pour  lesquelles  la  polaire  du  point  C  est  parallèle  à  la 
droite  AB. 

i"  Former  Téquation  générale  de  ces  coniques.  Trou- 
ver le  lieu  de  leur  centre,  et,  sur  ce  lieu,  séparer  les 
parties  qui  contiennent  des  centres  d^ellipses  de  celles 
qui  contiennent  des  centres  d'hyperboles. 

2°  A  chacune  de  ces  coniques,  on  mène  la  normale  au 
point  A  et  la  normale  au  point  B  ;  trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  de  ces  deux  normales. 

3"  Soit  A  une  quelconque  des  coniques  considérées  ; 
si,  par  le  point  C,  on  mène  à  cette  conique  des  nor- 
males, on  sait  que  les  pieds  de  ces  normales  sont  les 
points  de  rencontre  de  la  conique  A  et  d'une  certaine  hy- 
perbole équilatère.  Former  Téquation  de  cette  hyper- 
bole équilatère,  et  chercher  le  lieu  du  centre  de  cette 
hyperbole,  quand  la  conique  A  varie. 

Calcul  trigonomctrùjne. 
On  donna,^  dans  un  triangle,  deux  côtés  : 
«  =  a3  6i  I™,  2i5,        b^-  \\  îtS;"",  75 
et  Tangle  compris 

On  demande  de  calculer  les  autres  angles,  le  troisième 
r6té  et  la  surface  du  triangle. 

Physique, 

On  donne  un  volume  V  de  gaz  humide,  sa  pression 
H,  sa  température  T,  son  état  hygrométrique  e.  On 
abaisse  la  température  de  ce  gaz  à  /^,  et  Ton  demande  : 
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1®  A  quelle  valeur  t^  il  faut  en  même  temps  réduire 
son  volume  pour  que  ce  gaz  soit  alors  exactement  sa- 
turé de  vapeur  d'eau  \ 

Q°  Quelle  est  alors  la  nouvelle  pression  h  du  gaz. 

Exemple  numérique  : 

V=i"%    H  =  o",766,     T  =  2o'*G.,     6  =  0,^73^9,    /=io'C. 

Coefficient  de  dilatation  des  gaz  :  0,00867. 
Forces    élastiques    maxima    de    la    vapeur    d'eau  : 
17"'",  391  à  20°^  9"'",i65  à  io<*. 


Ch 


Uimie, 


I.  Méthodes  analytiques  et  synthétiques  employées 
pour  établir  la  composition  de  l'eau. 

IL  On  emploie  l'hydrogène  qui  provient  de  raction 
de  49*'i5  de  zinc  pur  sur  de  l'acide  sulfurique  en  excès 
à  réduire  complètement  24^'  d'oxyde  de  fer,  Fe*0'. 
Quel  serait  le  volume  de  Thydrogène  non  utilisé,  me- 
suré sur  la  cuve  à  eau,  à  iS^^C,  sous  une  pression  de 
748"™  de  mercure. 

Équivalents  en  poids  : 

Zn  =  33,         Fe  =  28,         H  =  i ,         O  =  8. 

Tension  de  la  vapeur  d'eau  à  18®  ;  i5""",35. 

CoeflGcient  de  dilatation  des  gaz  :  0,00867. 

Poids  du  litre  d'hydrogène  à  0°  et  760**'™  :  oP*",o89. 

Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  et  d'un  cône. 

On  donne  un  triangle  osv  rectangle  en  s  et  isoscèle, 
situé  dans  le  plan  horizontal  de  projection ,  dont  les 
sommets  5,  œ,  les  plus  voisins  du  plan  vertical,  se 
trouvent  sur  une  parallèle  à  la  ligue  de  terre,  à  o^jOÔS 
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de  celle  ligne  el,  respeclîvemeiil,  h  o"',i35  et  o", 170 
da  bord  gauche  du  cadre. 

Le  cylindre,  situé  dans  le  dièdre  antérieur-supérieur, 
a  pour  projection  horizontale  de  son  axe  la  droite  57  et 
touche  les  deux  plans  de  projections. 

Le  cône  a  pour  sommet  le  point  de  Taxe  du  cylindre 
projeté  en  5  ;  sa  trace  horizontale  est  une  hyperbole 
équilatère  ayant  un  sommet  réel  vn  7,  o  pour  centre  et 
os  pour  une  de  ses  asymptotes. 

On  demande  de  construire  rintersection  des  surfaces 
données,  puis,  après  avoir  enlevé  le  cylindre,  de  repré- 
senter la  partie,  supposée  opaque,  de  la  surface  des 
deux  nappes  du  cône  intérieure  au  cylindre  et  comprise 
entre  deux  plans  de  profil  placés  à  o",  i  aS  du  point  s. 

On  indiquera,  à  Tencre  rouge,  les  constructions  d'un 
point  quelconque  de  Tintersection,  de  la  tangente  en  ce 
point,  et  celles  des  points  et  des  droites  remarquables. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à 
Taide  d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cy- 
lindre. 

Prendre  la  ligne  de  terre  perpendiculaire  aux  grands 
côtés  du  cadre  et  à  égale  distance  des  deux  autres 
côtés. 


ECOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (CONCOURS  DE  1886). 


Mathématiques. 

1.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  forment  une  progres- 
sion arithmétique  dont  on  donne  la  raison  \  on  connaît 
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le  rapport  m  de  la  surface  de  ce  triangle  à  celle  du  rec- 
tangle coustruîl  sur  les  deux  plus  petits  côtes.  Calculer 
les  côtés  de  ce  triangle  \  discuter.  Dans  le  cas  particu- 
lier m  =  4^,  calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans 
le  triangle. 

2.  On  a  un  demi-cercle  AOB^  une  droite  AZ  faisant 
avec  AB  un  angle  aigu  donné  a  \  trouver  sur  AB  un 
point  C  tel  qu'en  élevant  par  ce  point  une  perpendicu- 
laire à  AB,  ou  ait  CD  4-  CE  =  /. 

Calcul  trigonométvique. 

Déterminer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o'  cl 
1 8o°  qui  satisfont  à  Téquation 

b  lanp;3a?  =  a  -f-  y^a*  -h  62. 

On  fera  a  =  4^  687,8  et  i  =  36723,7. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  point  A  sur  la  ligne  de  terre,  un  [>oiiii 
S  distant  du  plan  horizontal  de  78""",  du  plan  vertical 
de  5i'"™,  et  du  point  A  de  124"*".  Construire  le  té- 
traèdre S  ABC  dont  la  base  ABC  est  sur  le  plan  hori- 
zontal de  projection,  sachant  que  le  plan  BSC  est  per- 
pendiculaire à  Taré  te  SA,  et  que  les  angles  dièdres  AB 
et  AC  valent  chacun  68°.  On  aura  soin  de  placer'le  point 
A  le  plus  à  gauche  possible. 

Construire  Tintersection  de  celte  pyramide  avec  le 
cylindre  de  révolution  qui  a  SA  pour  axe  et  pour  rayon 

55.nm 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  le  tétra- 
èdre est  seul  et  que  le  solide  commun  au  cylindre  et  à 
la  pyramide  est  enlevé. 
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COXGOIRS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE  (PARIS,  1886). 

On  considère  le  système  S  des  plans  représentés  par 

réijuation 

(x*  -+-  3  {1*  j"  -f-  3  iky  -jf  z  =  o, 

dans  laquelle  [x  désigne  un  paramètre  variable.  Les 
axes  de  coordonnées  sont  rectangulaires. 

Soit  M  le  plan  de  ce  système  pour  lequel  le  para- 
mètre [JL  a  la  valeur  particulière  m.  Par  chaque  point  A 
du  plan  IVI  passent  deux  plans  M',  IVF  du  système  S. 
autres  que  le  plan  M.  Soient  [x',  jx'^  les  valeurs  du  para- 
mètre [X  relatives  à  ces  deux  plans.  Suivant  la  région  du 
plan  M  à  laquelle  appartient  le  point  Â,  les  nombres 
|jl',  \l^  sont  réels  ou  imaginaires  et  comprennent  entre 
eux  le  nombre  m  ou  bien  sont  tous  deux  supérieurs  ou 
tous  deux  inférieurs  à  lui  ;  distinguer  ces  diverses  ré- 
gions. 

Trouver,  dans  le  plan  M,  le  lieu  des  points  A  tels  que 
les  deux  plans  M^  M^  soient  perpendiculaires  entre 
eux.  Trouver,  dans  Tespace,  le  lieu  des  points  tels  que 
deux  des  trois  plans  du  système  S  qui  passent  par  Tun 
quelconque  d'entre  eux  soient  perpendiculaires. 


AGRÉGATION  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  SPÉCIAL 
(CONCOURS  DE  1886). 

Algèbre  et  Trigonométrie. 

Soit,  dans  un  plan,   le  pentagone  ABCDE  non  con- 
vexe en  A,  où  les  angles  BAE  extérieur  et  BCD  inté- 
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rieur  sont  supposés  égaux.  On  donne   leur  grandeur 
commune   Q,    ainsi    que  les  longueurs   des  côtés,   sa- 
voir 

AB  =  a,         BC  =  GD  =  2a,         DE  =  3a,         EA  =  4». 

Sur  Ex\,  à  partir  du  point  E,  on  porte  une  longueur 
EK  égale  à  DE,  et  sur  CD,  à  partir  du  point  D,  une 
longueur  DH  égale  à  la  moitié  de  DE  : 

1°  Calculer  la  dinëreuce  BE=^  —  BD*  des  carrés  des 
distances  du  sommet  B  aux  sommets  E  et  D  ^ 

2°  Résoudre  le  quadrilatère  DHKE  ; 

3°  Les  bissectrices  des  quatre  angles  de  ce  quadrila- 
tère ont  un  point  commun  O  :  calculer  le  rayon  de  la 
circonférence  qui,  passant  par  les  points  D  et  O,  a  son 
centre  sur  le  côté  DE. 

EiTectuer  numériquement  la  résolution  du  quadrila- 
tère en  supposant  a  =  i,  Ô  =  io9'*4^'38''. 

Géométrie  descripthe. 

On  donne  deux  droites  OA,  OB  se  coupant  en  un 
point  O,  et  telles  que  Tangle  AOB  soit  aigu.  On  consi- 
dère la  surface  conique  engendrée  par  une  droite  OM 
qui  tourne  autour  du  point  O  en  formant  avec  OA  et 
OB  des  angles  MO  A  et  MOB  complémentaires. 

Représenter  le  solide  limité  par  cette  surface  et  par 
deux  plans  menés  perpendiculairement  aux  deux  droites 
à  la  même  distance  du  sommet  O. 

On  prendra  l'un  de  ces  plans  pour  plan  horizontal  de 
projection,  et  le  plan  des  deux  droites  pour  plan  verti- 
cal. On  supposera  le  solide  éclairé  par  des  rayons  paral- 
lèles à  la  ligue  de  terre,  et  les  ombres  seront  indiquées 
par  des  hachures. 
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Mécanique, 

Une  planche  rectangulaire  homogène  AB  de  longueur 
/  et  de  poids  P  peut  tourner  autour  d'un  de  ses  petits 
côtés  fixé  horizontalement  contre  un  mur  vertical  AC. 
En  un  point  B  du  côté  opposé  est  attaché  un  fil  BCAQ, 
de  poids  négligeable,  qui,  passant  sur  une  très  petite 
poulie  C  placée  sur  le  mur  A  une  distance  h  de  la  char- 
nière, retombe  verticalement  en  supportant  un  poids  Q. 
Sur  la  planche  repose  un  corps  cubique  d'arête  a,  qui 
s'appuie  contre  le  mur  par  une  arèle.  Ce  cube  n'est  pas 
homogène,  mais  le  poids  spécifique  varie  proportionnel- 
lement au  carré  de  la  distance  à  la  face  de  contact  *,  il 
est  égal  à  Â:  à  l'unité  de  distance.  Les  points  B,  C  et  les 
centres  de  gravité  de  la  planche  et  du  cube  sont  d'ail- 
leurs dans  un  même  plan  vertical  normal  au  mur. 

On  demande  de  calculer  le  poids  Q  qui  produit  l'équi- 
libre, et  aussi  les  réactions,  connaissant  Tangle  BAC  =  a 
que  fait  la  planche  avec  le  mur.  On  fera  abstraction  des 
frottements,  et  Ton  regardera  le  fil  comme  parfaitement 
flexible. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une   Lettre  de  M,  le  professeur  Genèse 
{Unii^ersity  Collège,  Aherystwyth,  Wales). 

Le  joli  théorème  de  Mî  d'Ocagne  {Nouvelles  An- 
nales 1886,  p.  293),  une  fois  remarqué,  est  évident, 
parce  que  Télimination  de  j  entre  x--{-j^=^  R'  et 
Téquation  de  la  courbe  du  degré  n  nous  donne,  en  gé- 
néral, une  équation  du  degré  in  enx,  et,  en  considé- 
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rant  les  dimensions,  on  voil  que   R'  n'entre  pas  dans 
les  termes  en  x-",  x^****. 

Pour  construire  le  point  G  (que  je  me  permets  de 
nommer  point  de  d'Ocagne)^  le  théorème  nous  per- 
met de  mettre  R  =  o,  d'où  y  =  ±  x  \/ —  i.  Le  signe  po- 
sitif nous  donne  n  valeurs  de  x,  le  signe  négatif  encore 
n  valeurs.  Il  s'ensuit  que  le  point  de  d'Ocagne  est  dé- 
terminé par  les  termes  des  degrés  n  et  n  —  i  dans 
l'équation  de  la  courbe  ;  puis,  au  lien  de  la  courbe  y  on 
peut  se  servir  de  ses  asymptotes. 

Dans  le  cas  des  coniques,  je  trouve  que  (uG  et  la  per- 
pendiculaire (oN  abaissée  sur  la  polaire  de  to  sont  éga- 
lement inclinées  sur  un  axe  de  la  conique. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Résumé  de  la  théorie  du  mouvement  d'un  corps 
SOLIDE  AUTOUR  d'un  POINT  FIXE  )  par  M.  u4 ,  de  Saint- 
Germain,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 
In-8".  Paris,  Gauthier-Villars;  1887.  P***^  •  i*^^,5o. 

Ce  travail  a  pour  but  d*aider  les  candidats  à  la  Licence  et 
les  personnes  qui  abordent  Tctude  de  la  Dynamique  des  corps 
solides  à  acquérir  des  notions  suffisantes  sur  l'un  des  Chapi- 
tres les  plus  remarquables  de  la  Dynamique.  Après  avoir  rap- 
pelé quelques  résultats  de  Cinématique,  l'auteur  établit  rapide- 
ment les  équations  d'Euler  et  de  M.  Rcsal,  puis  il  étudie  le 
mouvement  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures, 
par  l'Analyse  d'abord,  ensuite 'en  s'aidant  de  considérations 
géométriques  ;  il  conserve  les  mêmes  notations  et  les  mêmes 
conventions  qui  permettent  de  réduire  le  nombre  des  cas  à 
discuter  :  il  établit  les  équations  de  M.  Darboux.  pour  l'her- 
polhodie,  donne  une  expression  du  rayon  de  courbure  de 
cette  ligne  et  indique  la  position  relalive  des  cônes  qui  roulent 
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l'un  sur  l'auire.  Le  dernier  Chapitre  est  consacré  au  mouve- 
ment d'un  solide  pesant  et  de  révolution  autour  d'un  point  de 
son  axe;  une  considération  géométrique  simple  rend  compte 
<lu  théorème  de  Jacobi  pour  le  cas  où  l'ellipsoïde  d'inertie  du 
point  fixe  se  réduit  à  une  sphère.  Cette  question  a  donné  lieu 
à  d'importants  travaux  :  l'auteur  s^estimera  heureux  s'il  a 
donné  à  ses  lecteurs  le  désir  de  les  connaître. 

La  Géométrie;  par  René  Descoi'tes.  Nouvelle  édi- 
tion. Petit  în-4"  carré,  avec  figures  et  gravures  interca- 
lées dans  le  texte.  Paris,  A.  Hermann;  1886.  Prix:  5**. 

Peu  de  Livres  ont  autant  contribué  que  la  Géométrie  de 
Descaries  au  progrès  des  Mathématiques.  Aussi  l'éditeur  a-t-il 
cru  rendre  service  à  la  Science  en  en  publiant  une  nouvelle 
édition. 

Sur  quelques  applications  des  fractions  continues 
ALGÉBRIQUES*,  par  M.  C.  Possé,  professeur  à  l'Université 
de  Saint- Pétersbourg.  Grand  iii-8"  de  173  pages.  Paris, 
A.  Hermann;  1886.  Prix  :  5*^"'. 

Propriétés  fondamentales  des  réduites  de  la  fraction  continue 

/•*  f(y)dy 
provenant   du  développement   de    l'intégrale    I      ^- -— —  -  .  — 

•y  a  «^ 

Formule  d'interpolation  par  la  méthode  des  moindres  carrés. 
—  Représentation  approchée  des  intégrales  définies  au  moyen 
d'autres  prises  entre  les  mêmes  limites.  — Sur  les  fonctions 
analogues  à  celles  dé  Legendre.  —  Calcul  approximatif  des  in- 
tégrales. —  Sur  les  valeurs  limites  des  intégrales. 

Etude  analytique  du  déplacement  infiniment  petit 
d'un  corps  solide^  par  M.  u4.  Thév^enet,  professeur  à 
rÉcole  supérieure  des  Sciences  d'Alger.  In-4"  de 
ix-i54  pages.  Paris,  A.  fterinann;  1886.  Prix  :  6'^^ 

Déplacement  infiniment  petit  d'un  corps  solide  assujetti  à 
rinq  conditions,  à  quatre  conditions,  à  trois  conditions,  à  deux 
conditions. 


(  3oo  ) 

Mémoire  sur  les  équations  résolubles  algébrique- 
ment; par  M.  Despey^rous,  ancien  professeur  à  la  Fa- 
culté des  Sciences  de  Toulouse.  Grand  in-8**.  Paris,  A. 
Hermann;  1887.  Prix  :  6^^ 

L'objet  du  Mémoire  de  Despeyrous  est  de  résoudre  celle 
question  générale  :  trouver  loutes  les  équations  de  degré  pre- 
mier résolubles  algébriquement.  L'auteur  pense  avoir  complète- 
ment atteinl  son  but,  et  ses  recherches  se  trouvent  très  claire- 
ment résumées  en  dix-sept  théorèmes. 

Théorie  et  applications  des  équipollences;  par 
M.  C,-A.  Laisantf  député.  In-8®  de  xvi-3oo  pages. 
Paris,  Gauthier- Villars;  1887.  Prix  :  7^%5o. 

Gomme  l'indique  le  titre  de  cet  Ouvrage,  il  se  divise  en  deux 
parties  :  théorie,  applications. 

Dans  la  première,  qui  est  fort  courte,  l'auteur  a  réuni  et  a 
exposé  très  clairement  les  principes  essentiels  de  la  mélhode. 
A  la  rigueur,  on  peut  dire  qu'on  la  possède  quand  on  a  lu  al- 
lentivement  ces  soixante  pages. 

Dans  la  seconde,  l'auteur  a  cherché  surtout  à  varier  les  ap- 
plications, moins  pour  les  solutions  elles-mêmes  qu'en  vue  de 
montrer  les  nombreuses  ressources  du  calcul  de  Bellavitis  el 
d'en  rendre  le  maniement  familier. 


PUBLICATIONS  RÉGENTES. 


La  photographie  des  objets  colorés  avec  leurs  va- 
leurs réelles;  par  le  professeur  D'"  H.^Tf^.  VogeL 
Traduit  de  rallemand  par  H.  Gauthier-Villars,  In-8**, 
avec  figures  dans  le  texte  et*3  planches,  dont  une  en 
couleur.  Paris,  Gauthier- Vi  11  ars;  1887.  Prix  :  &"". 

Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  physiques; 
par  M.  Alaximilien  Marie,  répétiteur  de  Mécanique  et 


(3o.  ) 
examinateur  d'admission  à  TÉcole  Polytechnique.  T.  X 
et  XI  :  de  Laplace  à  Fourier  et  de  Fourier  à  Arago. 
Petit  in-S".  Paris,  Gautliier-Villars;   1887.  Prix  du  vo- 
lume :  6^\ 

APPLICAZIONI  QEOMETRICHE  DEL  CaLCOLO  INFINITESI- 
MALE^ per. G/u5e/;^e  Pea/ïo,  professoreiiellaR.  Accade- 
mia  militare  di  Torino.  Grand  in-S**  de  xii-336  pages. 
Torino,  fratcUi  Bocca;  1887.  Prix  :  lire  10. 

Éléments  de  Géométrie  analytique,  à  Tusage  des 
candidats  aux  Écoles  navale,  centrale  et  forestière  et 
des  élèves  de  première  année  de  la  classe  de  Mathéma- 
tiques spéciales;  par  M.  Ernest  Dessenon,  professeur 
au  Lycée  Saint-Louis.  In^S"*  de  3g6  pages.  Paris,  Ha- 
chette; 1887. 

Traité  d'Algèbre  élémentaire  renfermant  de  nom- 
breux développements  sur  les  symboles  et  la  théorie  des 
variations  du  quadrinôme  du  troisième  degré  ;  par  M.  P. 
de  Campou,  professeur  au  collège  Rollin.  In-8°  de 
390  pages.  Paris,  A.  Colin;  1887.  Prix  :  5*^^. 

Le  troisième  Livre  de  Géométrie,  à  Tusage  de  ren- 
seignement moyen  et  de  l'enseignement  normal.  Théorie 
des  médianes  an ti parallèles.  Nouveau  plan  et  nouvelles 
démonstrations;  par  M.  Clément  Théry,  étudiant  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  TUniversité  de  Gand.  Grand 
in-8®  de  46  pages.  Paris,  Gauthier-Villars  ;  1887. 
Prix  :  i^%25. 

La  Théorie  de  Rameau  sur  la  musique;  par  M.  Ch, 
Henry.  Grand  in-8",  papier  de  Hollande.  Paris,  A.  Her- 
mann;  1887.  Prix  :  1^'. 

Wronski  et  l'esthétique  musicale;  par  M.  Ch. 
Heniy.  Grand  in-8*',  papier  de  Hollande.  Paris,  A. 
Hermanu;  1887.  Prix  :  3^'. 

Les  voyages  de  Balthasar  de  Monconys.  Documents 
pour  l'Histoire  de  la  Science,  avec  une  introduction;  par 
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M.  Ch.  Henry.  Iii-4*  d«  iio  pages.  Paris,  A.Hermann^ 
1887.  Prix  :  a'^^So. 

Œuvres  complètes  d'Augustisi  Cauchy,  publiées 
sous  la  direclion  scientifique  de  rAcadémiedes  Sciences 
et  sous  les  auspices  du  Ministre  de  l'Iustruction  pu- 
blique, a"  série,  l.  VI,  in-4"«  Paris,  Gaulliier-Villars; 
1887.  Prix  :  a5«'^ 

CoMPLt!:MENTs  d'Algèbre,  suivis  de  nombreux  exer- 
cices, à  l'usage  des  candidats  à  TEcole  navale  et  à 
rÉcoi«  forestière  «si  des  élèves  du  Cours  préparatoire  à 
la  classe  de  Matliématiques  spéciales;  par  M.  E,  Ja- 
hlonshi,  professeur  au  lycée  Charleinagne.  Grand  in-8* 
de  vi-3i6  pages.  Paris,  Dclalain  frères;  1887. 

Résumé  de  Géométrie  analytique  a  deux  et  a  trois 
DIMENSIONS,  à  Tusage  des  candidats  aux  Écoles  Polytech- 
nique, Normale,  Centrale,  des  Ponts  et  Chaussées,  des 
Mines,  Forestière  et  Navale;  par  M.  A.  liémond,  pro- 
fesseur de  Mathématiques  spéciales  à  Sainte-Barbe, 
a* édition.  In-8°  de  i5i  pages.  Paris,  Nony  et  C***;  1887. 
Prix  :  4*^^ 

Tirages  a  part. 

Beinerhung  zu  Hrn.  Ernst  Scherings  Mittheilung; 
Die  absolut  Heinsten  Reste  rceller  Gtôssen;  Ueber 
das  Dirichlet'sche Intégral;  Ueber einebei  Anwendung 
der  pariiellen  Intégration  nutzllclke  Formel;  Zur 
Théorie  der  eUiplischen  Functionen;  Ueber  den  Cau- 
chy schen  Satz;  Die  absolut  kleinslen  Reste  reeller 
Grôssen;  Zur  Théorie  der  elliptischen  Functionen; 
von  L.  Kroneckkr.  Extraits  des  Sitzungsberichte  der 
hôniglich  preussischen  ylkademieder  TVissenschaften 
zu  Berlin;  i883  et  1886. 

Salle  coniche   bitangtmti  a  due  couiche;  nota  dcl 
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UoU.  Federico  Amoueo.  Extrait  du  Giornale  rti  Mate- 
matiche,  t.  XXIV;  1886. 

Correspondance  inédite  de  d'Alembert  as^ec  Cra- 
mer y  Lesage,  Clairaut,  Turgot,  Castillon,  Bègue- 
lin^  etc.,  avec  Notice  et  Lettres  inédites  d'Euler  à 
d'Alenibert  et  Lettres  inédites  de  Lagrange,  et  Let- 
tres inédites  de  Laplace  publiées  avt-c  une  première 
rédaction  de  sa  méthode  pour  déterminer  les  orbites 
des  comètes  et  une  Notice  sur  les  manuscrits  de  Pin- 
gré;  par  M.  Cii,  Henry  .  Extraits  du  Bollettino  di  biblio- 
grafia  e  di  storia  délie  scienze  matematiche  e  Jisi- 
che,  i.  XVIII  et  XIX;  i885  et  1886. 

Sur  un  théorème  relatif  à  la  théorie  des  nombres  ; 
par  M.  Â.  ScHUppA  Monteiro.  Extrait  de  la  lieuista 
scientifica  do  Porto  ;  i885. 

Sur  la  génération  du  conoïde  circonscrit  à  une 
courbe  plane  au  moyen  de  courbes  du  même  ordre  que 
celle-ci;  note  de  M.  A.  Schtappa  Monteiro.  Extrait  du 
J ornai  de  Sciencias  math,  e  astr,,  t.  VIII-,  1887. 

Contfibution  à  la  théorie  des  fonctions  ;  par  M.  Lerch  . 
Extrait  des  Comptes  rendus  de  la  Société  royale  des 
Scien  ces  de  Bohême;  1 886. 

Nitova  costruzione  délia  superficie  del  quint' ordine 
dotata  di  curva  doppia  del  quint' or dine ;  par  M.  Al- 
FoiTsa  DEL  Re.  Extrait  des  Rendiconti  délia  R.  jécca- 
demia  délie  Scienze  fis.  e  mat.  di  Napoli;  jS86. 

Des  constantes  d'élasticité  dans  les  milieux  an  iso- 
tropes; par  M.  B.  Elie.  Extrait  des  Mémoires  de  la  *So- 
cîétédes  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux, 
3«  série,  t.  II;  1886. 

Lettre  à  M.  G.  de  Longchamps ;  par  M.  L.  Maleyx. 
Extrait  du  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  ; 
1887. 

Sopra  due  punti  délia  «  Théorie  dcr  bimiren  alge- 
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braischen  Formen  »  del  Clebsch;  osservazionî  di  En- 
Rico  d'Ovidio.  Extrait  des  j4tti  délie  R.  Accademia 
délie  Scienze  di  Torino,  t.  XXII;  1887. 

Annals  of  Mathematics^  published  by  the  Uiciver- 
siTY  OF  Virginia.  N°  2,  vol.  III-,  1887. 

Sur  la  rectification  de  la  trisectrice  de  Maclaurin 
au  moyen  des  intégrales  elliptiques  et  Rectification  des 
cubiques  circulaires,  unicursales,  droites,  au  moyen 
des  intégrales  elliptiques  ;  par  M.  G.  dk  Longchamps. 
Extraits  des  Comptes  rendus  de  l* Académie  des 
Sciences,  t.  CIV;  1887. 

Sur  certaine  classe  de  suites  récurrentes  et  Sur  les 
pénim^ariants  des  formes  binaires  ,•  par  M.  M.  d'O- 
CAGNE.  Extraits  des  Comptes  rendus  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  CIV;  1887. 

Sur  les  pénim^ariants  des  formes  binaires;  par 
M.  R.  Perrin,  Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'Aca-- 
demie  des  Sciences,  t.  CIV;  1887. 


ERRATA. 


Tome  V,  3*  série. 

Page  229,  ligne  4  en  remontant,  supprimez  la  remarque. 

Page  a3i,  formule  {i!\),  enlevez  les  signes  d=. 

Page  282,    ligne   11   en   remontant,    au    lieu   de  ^i-h  a:,,   lisez 

Page  283,  dernière  ligne,  au  lieu  de  2,,  lisez  z^. 


Tome  VI,  3«  série. 
Page  239,  ligne  i3,  après  hrocsirâf  ajoutez  du  triangle  de  Brocard. 


LIBRAIRIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

QU\I    DES   AUGUSTINS,    55,    A   PARIS. 


DRISSE  (Ch.),  Professeur  do  Math6mati(:^ues  spéciale;*  au  Lyc«»o  Con- 
iorcel,  Répéliteur  de  Géomélrio  descriptive  à  l'École  Polylechniquo.  — 
Cours  de  Géométrie  descriptive. 

I*  Partie,  à  Tusage  des  élèves  de  la  Classe  do  Mathématiques  élémen- 
taires. Grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texte;  i88a 5  fr* 

II'  Partie,  à  Fasage  des  élèves  de  la  Classe  de  Mathématiques  spéciales. 
Grand  in-3,  avec  figures  dans  le  texte;  1887 7  fr. 

PAYE  vH.>.  —  Sur  les  Tempêtes.  Théories  et  discussions  nouvelles.  Grand 
iu-8,  avec  figures;  1887 1  fr.  5o  c. 

-'AMIN  (J.),  Secrétaire  perpétuel  de  rAcadéraie  des  Sciences,  et  BOUTT, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Cours  de  Phy- 
sique de  TÊcole  Polytechnique.  3*  édition,  augmentée  et  entièrement 
refondue.  4  forts  vol.  in-S  de  36oo  pages,  avec  1  |5o  figures  dans  le 
leite  eti3  planches  sur  acier,  dont  a  en  couleur;  1879- 1887.  (^///owe 

pnr décision  ministérielle.) 70  fr. 

On  vend  séparément  : 

TomkI.  —  i5fr. 
(*)  1"  rASCicuLS.  —  Instruments  de  mesure;  Hydrostatique,  avec 

1  «8  fig.  dans  le  texte  et  i  planche 5  fr. 

2  "  FASCicu  L  R .  -^  Actions  moléculaires  ;  avec  9 1  ti  g .  d  an  s  1  e  tex  te .    4  fr . 
3*  FASCICULE.  —  Gravitation  universelle  ;  Electricité  statiffue, 

avec  1 10  figures  dans  le  texte  et  i  planche 6  fr. 

Tome  II.  —Chaleur.  —  i5  fr. 
(*)  1"  rASCicuLB.  —  Thermométrie ;  Dilatations ;diYec  98  figures  dans 

^eiextc 5  fr. 

(*)  a*   rASoicuLB.  —  Calorimétrie;  avec  48  figures  dans  le  texte  ef 

2  l'Ianches 5  fr. 

3*  FASCICULE.  —  Théorie  mécannfue  de  la  Chaleur;  Pmpagalion  fie 

la  Chaleur;  avec  47  figures  dans  le  texte 5  fr. 

Tome  III.  —  Acoustique  ;  Optique.  —  «la  fr. 

■  "FASCICULE.  — .^co//j//7/itf  ;  avec  i23  figures  dansle  texte 4  fr. 

')  a*  fascicule.  —  Optiffue  géométriffue,  avec  139  figures  dans  le 

texte  et  3  planches 4  fr. 

y  fascicule.  -;-  jStudd  dcs  radiations lumincuscs ,  chimiques  et  calorie 
^'furs  ;  Optique  physique;  avec  ^49  figures  dans  le  texte  et  5  planches, 
lont  2  planches  de  spectres  en  couleur 14  fr. 

TuMBÏV.  —  ELECTRICITE  DTNAMIQUR;   MAGNÉTISME.    —  20  fr. 

i"  FASCICULE.  —  La  pile  ;  Phénomènes  électrothermiques  et  éleclro» 
chimiques;  avec  i54  figures  dans  le  texte 6  fr. 

2*  FASCICULE.  —  Les  aimants;  Magnétisme  ;  Electromagnétismc  ; 
înduriion  ;  avec  23o  figurer  dans  le  texte  et  i  planche 9  fr. 

y  FASCICULE.  —  Jpplicationsdel^électricité ;0)mnlément  sur  lesprin» 
cpfdes découvertes  faites  pendant  la  publication  de  l'Ouvrage,  Table  gé'- 
'ierale  par  noms  d'auteurs,  et  Table  générale  des  matières  par  ordre 
•u/dtabéiique ;  avec  55  figures  dans  le  texte  et  1  planche 5  fr. 

•  ')  Les  matières  du  programme  d'admission  à  rÉcole  Polytechnique  sont 
'^ipnses  dans  les  parties  suivantes  de  l'Ouvrage  : 
r^rne  I,  i*""  fascicule;  Tome  H,  1"  et  a*  fascicule;  Tome  IIÏ,  2*  fascicule. 


(Trolsièuie  Série.)  —  Juin  1887. 

m  —g 


TABLE  D£S  MATIÈRES. 


jruln    1887. 

Sur  la  droite  de  Simson  ;  par  M.  Ernest  Cesaro '^57 

Sur  le  théorème  de  Rolle  ;  par  M.  /.   Collin "'f» 

Théorèmes  de  Géométrie  ;  par  M.   Weill '>i\i 

Sur  la  courbe  du   quatrième  degré  à  deux   points  doubles;  par 

M.  Weill 2:  ' 

Remarques  sur  les  conditions  d'intégrabiiité;  par  M.  H,  Laurent.  27 ( 

Concours  général  de  1886 i-;\\ 

École  normale  supérieure  (concours  de  1886  ) 'i.><\ 

Kcole  forestière  (concours  de  188G) ' .>S) 

Ecole  navale  (concours  de  1886) .>si 

Concours  d'admission  à  l'École  centrale  en  1886 2S7 

Ecole  spéciale  militaire  (concours  de  1886) -19 > 

Concours  pour  les  bourses  de  Licence  (Paris,  1886) ->9*» 

Agrégation  de  l'enseignement  secondaire  spécial  (concours  de  1886).  ■>95 

Correspondance jii,7 

Bibliographie m.i8 

Publications  récentes 3n.. 

Errata J,.  i 


LIBRAIRIR   DE   GAUTHIER-VILLARS. 

QIAI   DES   0RANDS-AUGUSTIN8,   55,   A   PARIS. 


DUHAMEL.  —  Des  Méthodes  dans  les  sciences  de  raisonnement.  5  vol. 
in-8 9,7  fr.  jo  c. 

T"  Partie  :  Des  luvthodrs  vommancs  h  toutes  les  sciences  fie  rnistutm  - 
ment.  3''  édition,  ln-8;  188 5 a  fr.  5o  c. 

11*^  Partie  :  Applicnlinn  des  Me'thodcs  h  In  science  des  nombres  et  h  In 
science  de  t étendue.  2"  édition.  în-8  ;   1877 7  Fr.  5o  r, 

IIP  Partie  :  A liplicntinn  de  In  science  des  nombres  a  la  .sc/cncf  (U 
retendue,  j»/  édition,  ln-8,  avec  figures;   1882 7  fr.  ju  c. 

IV'"  Partie  :  A  pidicnlinn  des  Méthodes  iirènèrnles  h  la  science  des  fanc^'. 
jy  édition.  In-8,  avec  figures;  188G 7  fr".  5o  c. 

V  Partie   :   liss-ni  d'une  npplicafinn  des   Méthodes  h  In  science  de 
rhnntine  moral,  a"  édition.  !!i-8;  1879 a  fi^.  5o  c. 

l'arks.—  Imprimerie  de  GAUTHIER-VILLARS,  quai  des  AujruBlini,  &i). 


Le  Gérant  :  GAUTniER-Vii  i 


(Trolsiélitc  »é^ie.)  —  S^Met  1887. 
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MATHÉMATIQUES 

JOURNAL  DES  CANDIDATS 

AUX  ÉCOLES  SPÉCIALES,  A  LA  LICENCE  ET  A  L'AGRÉGATION, 

aADlGÉ  PAB 

M.  Ch.  BRISSE, 

PROFESSBOR  DB   MATBillATIODBA  SPÉCIALEil  AU  LYCÉE  CONDOnCET, 
BipiTITBCR  A   L'ÉCOLB   P0LYTCCM!«IUCB, 


M.  E.  ROUGHÉ, 

EIAVINATEUn  DB  0OBTIB  A  l'ÉCOI.E  PALYTECRNIQUE. 
PBOrEMBCa    AU    CONftEBVATOinC    DES    AUT8    BT    HÉTIEtlS. 


Publication  fondée  en  1842  par  MM.  Gerono  et  Terqnem, 
et  continuée  par  MM.  Gerono,  Proohet,  Bourget  et  Brisse. 


TROISIEME   SERIE. 


JUILLET  1887. 


S'adresser,  pour  la  rédaction, 

h  M.  Brissb,  nie  de  Bécon,  55,  à  Courbevoic  (  Seine  i, 
ou  à  M.  RoucHÉ,  boiilovanl    Sjùnt-(ierm;iin,    2i3,   à    Pju'is. 


PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

lit    BUREAU   DES  LONGITUDES,    DE  l'ÉCOLE    POLYT  ECflMOU  E  , 
SUCCESSEUR  DE  MALï'ScT-BAGHELIER , 

Quai  dos  Aiigustins,  55. 

1887 
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RIMARtlIBS  SUR  LES  GOMHTIONS  B1NTB6RABILITÊ 

[  8CITI  ET  Pl!f  (  *  )]  ; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Jacobi  a  démontré  que,  si  Ton  avait  n  équations 

(i)  /,=  a,,        /«=«!,  ...,        /n=any 

entre  les  quantités  pt ,  /^a,  . . . ,  p„^  Xi,  Xj,  . . . ,  x„, 
dans  lesquelles  atj  a^  . . . ,  a^  désignent  des  constantes 
arbitraires,  la  condition  nécessaire  et  suflisante  pour 
que 

soit  une  différentielle  exacte  était  donnée  par  les  for- 
mules identiques 


(//l-l,//î)=0. 

Mais  nous  allons  voir  quMl  suflit  que  les  formules 
écrites  sur  la  première  ligne  soient  satisfaites  identique- 
ment, que  celles  qui  sont  écrites  sur  la  seconde  le  soient 
pour  Xi=  xj,  que  celles  qui  sont  écrites  sur  la  lioi- 
sième  le  soient  pour  X|  =  xj,  X2=  xj,  etc.  Le  symbole 
(fiifj)  est  d'ailleurs  déGui  par  la  formule 

Nous  allons  généraliser  un  peu  ce  théorème  de  Ja- 


(')  Voir  même  Tome,  p.  274. 
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(  3o6  ) 

cobî,  ce  qui  nous  servira  un  peu  plus  loin,  et  nous  sup- 
poserons que  les  fonctions  fs  ^f^^  •  •  •  contiennent,  outre 
les  variables  Xo  Xj,  • .  • ,  Xn^  p^ ,  ^2,  •  •  • ,  pny  une  fonc- 
tion u  dont  les  dérivées  relatives  à  X|,  x^,  ...^Xa 
soient  respectivement  Pk%p2^  •  •  •^  Pn\  ainsi  il  s'agit  de 
trouver  les  conditions  nécessaires  et  sudEisantes  pour 
que  Téquation 

(2)  du  =  pida:i-+-pidxt-h»..'¥-pndxn 

soit  complètement  intégrable,  p^^ ptj  >  •  •^  pn  désignant 
les  solutions  des  équations  (i). 

Les  conditions  dMntégrabilité   complète  de   Téqna* 
tion  (2)  sont  données  parla  formule 

dXj  ^   du^^        ÔXi  ^    du  ^'' 

dans  laquelle  on  doit  supposer  i  et  7  égaux  à  i,  2^ 
3,-  •  •  •  ?  n»  Cette  équation  d'ailleurs  peut  s'écrire  sous  la 
forme  plus  simple 

(3)  c?/?/  _  dpj 

le  d  étant  employé  pour  désigner  les  dérivées  totales 
prises  en  faisant  varier  u  et  en  lui  assignant  pour  déri- 
rivées  p\,p2^  -  •  •}  Pn-  Ou  a,  en  adoptant  cette  notation, 

dx^       dp\  dx^       ôpi  dx^      '  '  *       dpn  dx^         ' 

ÉL^^Il   ^^'Ml^Pl^,    .-H  ^  ^^  =o- 
rfa7|jL       dp^  dx^       ôpi  dx^      "  '  '       cjp,,  àarpt         ' 

on  conclut  de  là,  en  ajoutant  ces  deux  équations  après 
avoir  multiplié  la  première  par  -^  et  la  seconde  par 
—  ^  ,  puis  en  ajoutant  les  résultats  obtenus  et  faisant 


(3o7) 
ji  =  i,  a,  ...,  «, 

(4)  y(ÉlLÈà^^ÈÙ.\  =  o 

en  tenant  compte  de  la  relation  (3).  II  n*y  a  presque 
rien  à  changer,  comme  Ton  voit,  à  la  démonstration  que 
Jacobia  donnée  de  ses  formules,  et  Ton  démontre  que 
les  formules  (4)9  nécessaires,  sont  suilisantes,  par  le 
procédé  de  Jacobi. 

Nous  admettrons  donc  que  ces  équations  sont  néces- 
saires et  sufGsantes  pour  que  l'équation  (9.)  soit  com- 
plètement intégrable;  nous  poserons 


2( 


dfl    àfi  _  dfj^   df,\ 


_X/  d/t    d/j        dfj    d/i\_  ,  j 

-2à\dr^  d^^^dT^  d^J -  K"-^^ i -•^'^• 

Il  est  facile  de  se  convaincre  alors  que  Ton  a  identi- 
quement 

c'est  le  théorème  de  Donkin  généralisé.  Cette  équa- 
tion (5  )  met  en  évidence  ce  fait  important  :  s'ifki  ^^fij 
sont  nuls,  on  a 

fjk  est  donc  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

Or  cette  équation  est  linéaire  et  homogène;  si  Ton  assu- 
jettit une  de  ses  intégrales  à  s'annuler  pour  x^  =  x% 
quels  que  soient  Xj^oTs,  ...^X/i,  cette  intégrale  sera 
identiquement  nulle;  il  résulte  de  là  que,  si 


(6) 


(  3o8  ) 
sont  identiquement  nuls  et  si,  i  et  /  étant  diirérents  de  i , 
on  a 

(6)  iA//|  =  û 

pour  .r,  =  x%  quels  que  soient  X2,  Xs,  ...,  x»,  les  for- 
mules (6)  seront  identiques,  et  l'équation  (a)  sera  com- 
plètement intégrable;  on  voit  donc  que  les  conditions 
nécessaires  et  suflGsantes  d'intégrabilité  complète  de 
Téquation  (2)  sont  que 

]/uA\  =  o.        j/„/3J  =  o,        ...,  j/„/„j  =  o, 

quels  que  soient  â7i,  â7«>  . . .,  x^'y 

pour  a?i  =  a?î  quels  que  soient  arj,  . . .,  ar»; 

pour  xi  =  x\,  . . . ,  Xn-i  =  S_4  quel  que  soit  Xn- 

On  peut  aussi  dire  que  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  que  (2)  soit  complètement  intégrable  est 
que 

identiquement,  et  que,  en  faisant  j:,  =  orj, 

du  ^^p^dXt-hpzdXi-h.  .  .-^-pndxn 

soit  complètement  intégrable. 

Comme  l'on  voit,  les  conditions  d'intégrabilité  peu- 
vent se  présenter  sous  une  forme  un  peu  plus  simple 
qu'on  ne  le  fait  ordinairement;  je  vais  montrer  mainte- 
nant Tutilité  des  nouvelles  conditions.  Je  suppose  que 
Ton  veuille  intégrer  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre 

/i  =  «1  ; 

on  pourra,  comme  le  fait  Jacobi,  chercher  des  fonctions 


(3o9) 
fi'ifzy  •  •  'yfn  Satisfaisant  aux  conditions  trouvées  tout 
à  Theure;  les  équations 

(7)  /l  =  «l,         /î=«t»  ..M         /n=an 

feront  alors  connaître  des  valeurs  p^j  p^^  .  •  • ,  qui,  por- 
tées dans  (2), 

,   rendront  cette  équation  complètement  intégrable,  et  par 
suite  feront  connaître  u. 

Occupons-nous  d^abord  des  équations  écrites  sur  la 
première  ligne  du  tableau  (6),  ^a,/»,  • .  »ifn-%  seront 
des  intégrales  distinctes  de  Téquation 

(/i,V)=o 
ou 

ou  encore  des  équations  différentielles  ordinaires 


(8) 


dpi  ^  dpt 

dxx  dxt 


(àpj  \dpj 


du 


à/i  à/t  d/i 


Je  suppose  ces  équations  intégrées,  on  tirera  les  p  des 
intégrales  pour  les  porter  dans 

(9)  du^'Lpdx, 

équation  qui  intégrée  donnera  u.  Toute  la  difliculté 
consiste  à  choisir  convenablement,  parmi  les  3  n  inté- 
grales des  formules  (8),  celles  qui  fourniront  les  p.  Or 


(3.0) 
remarquousque  des  équations  (8)  on  tire 

dfx=io        et         du=ip\dxi-hpidxi-h. ,  .-hpudjCfii 

donc  Téquation  proposée  /<  =  rt,  est  une  intégrale 
de  (8)  et  Téquation  (9)  est  implicitement  contenue 
dans  (8),  circonstances  qui  facilitent  un  peu  l'intégra- 
tion  des  équations  (8).  Supposons  ces  équations  inté- 
grées de  telle  sorte  que  pour  jc,  =xj  on  ait  a:j  =  a"5,  ..., 
^4  =  ^®,  p2=  pI^  ..-,  U3=u®}  toutes  ces  constantes 
sont  arbitraires»  une  seule  exceptée,  en  ce  sens  qu'elles 
dépendent  de  a,  :  nous  supposerons  que  cette  constante 
soit  ;;J. 

Appelons  (E)  le  système  des  intégrales  de  (8)  ainsi 
déterminé^  posons 

âm  .dm 

Éliminons  alors  entre  les  équations  (10)  et  (E)  les  /;<^ 
et  les  X®  ;  nous  aurons  des  équations  d'où  Ton  pourra 
tirer  les  ^  et  u  en  fonction  des  x\  ces  valeurs  satisferont 
aux  équations  de  la  première  ligne  du  tableau  (6)  et  à 
Téquation  (9);  de  plus,  en  vertu  d'un  théorème  connu 
de  Caucky  sur  les  intégrales  des  équations  diOeren- 
tielleS)  u  se  réduira  à  tsj(x2,  •••5^/1)  pour  a:,  =  xj  et 
Ph'iPu  •  •  •  ^ux  dérivées  de  la  fonction  m  :  toutes  les 
conditions  d'intégrabililé  sont  ainsi  satisfaites  d'elles- 
mêmes.  On  retrouve  ainsi  la  méthode  donnée  parCauchy 
pour  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

Maintenant  montrons  comment  notre  principe  permet 
de  simplifier  encore  la  méthode  de  Jacobi  :  bornons- 
nous  au  cas  où  la  fonction  fi  ne  contient  pas  ».  Alors 


(3..  ) 
il  faut  intégrer  le  système 

(0       (/i./i)=o,        (/„/,)=  o,         ....  (/i,/«)=o, 


Pour  y  parvenir,  on  cherche  une  intégrale  de  Téqua- 
tion  (/"i ,  V)  =  o  ;  soit  /i  une  intégrale  de  celte  équation  : 
on  cherche  ensuite  une  intégrale  des  équations  simulta- 
nées 

(/î,V)  =  o,        (/„V)o=o, 

Tindice  o  indiquant  que  l'on  doit  faire  Xi  =  j:J.  Soit  f^ 
cette  intégrale,  elle  existe  puisque  {f^^f^)=zo\  on  a 
donc  une  fonction  V  satisfaisant  à  (/*,,¥)=  o  et  à 
(/a,  V)=  o,  et  par  suite  à  (/2,  V)o  =  05  on  cherche  en- 
suite une  intégrale  commune  à 

(/i,V)  =  o,  (/„V)o=0,  (/3,V)oo=0, 

et  ainsi  de  suite. 
Bien  entendu,  pour  que  Ton  puisse  appliquer  cette 

méthode,  il  faut  que  (^i^V)  ne  contienne  pas  -r—  dont 

le  coefticient  est  -f^  1  et  qui   sera  nul  si  Ton  a  eu  soin 

d  éliminer  /?,  de  /i  a"  moyen  de  /i  =  «<  ;  de  même 

(/j^V)  ne  devra  pas  contenir  j-  et  -r—,  etc. 


(312) 


SDR  LES  POLYNOMES  QUI  EXPRIMENT  LA  SOMME 
DES  PUISSANCES  p'"^"^  DES  n  PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS; 

Par  m.  p.  APPELL, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 


Nous  commencerons  par  résoudre  un  problème  d'Al- 
gèbre auquel  se  rattache  bien  simplement^  comme  nous 
le  montrerons,  la  détermination  de  la  somme  des  puis- 
sances pi*""  des  n  premiers  nombres  entiers. 

i.  For^mer  un  polynôme  en  .r,  <P/>(^),  qui  s'annule 
pour  X  =  o  et  qui  vérifie  l'identité 

(i)  ?/»(a^)  — ?/»(^  — i)  =  ar/', 

p  désignant  un  entier  positif  OU  nul. 

Tout  d'abord  ce  polynôme  ^p{x)  est  nécessairement 
du  degré  p  -ht't  car,  en  supposant  (fp(x)de  degré /r,  on 
obtient,  pour  la  différence 

un  polynôme  de  degré  k  —  i,  et,  comme  cette  différence 
doit  être  xP^  c'est-à-dire  être  de  degré  /?,  on  doit  avoir 
A  —  i  =  p,  /r  =  p  H-  1 .  Posons  donc 

sans  mettre  de  terme  constant,  puisque  le  polynôme  doit 


(3,3) 
s'annuler  avec  x.  Nous  aurons 


Zp{X  —  i)=zXqXP-*-^-¥- 


A,-^ 


1  l.'l 


(p 


1.2.3  ^^J^       ^••• 


-+-  [Ap  — aAp-i-+-3Ap_j  — ...-h(— i)''(^-M) Ao]ar 
—  Ap-+-  Ap_,  —  Ap-,-+-. .  .H-(—  i)P-»-*  Ao. 

Pour  écrire  que  la  dîflërence  fp{x)  —  ?/>(j^  —  i)  esl 
identique  à  xP^  il  faudra  égaler  à  i  le  coefficient  de  xP 
dans  cette  différence  et  à  o  tous  les  autres  coefficients  : 
on  a  ainsi  les  équations 

(;7-hl)Ao=I, 

£A.-<^lti>£Ao  =  o, 
I  i.a 

"T"^' T^— ^»"*" T^TI ^•~^' 

aAp-i— 3Ap_,-+.4Ap-,-H...— (— i)P(/>-M)Ao=o, 
Ap—   Ap-t-+-    Ap-i-h...-h(~i)'' Ao=o, 


qui  déterminent  tous  les  coefGcients  de  proche  en  proche. 
La  première  de  ces  équations  donne 


Ao  = 


P-HI 


la  seconde  donne  ensuite  A|  =  5,  la  troisième  A2=  ~ 
et  ainsi  de  suite,  la  dernière  A^,. 

Le  polynôme  cherché  ^p{x)  véri6ant  Tidentité  (i) 
«t  s'annulant  avec  x  est  ainsi  complètement  déterminé. 


(  3.4  ) 
Ou  trouve    sans   peine,   en    faisant  succcssivemeat 
/^  =  o,  I,  2,  3, 

,    .       a?*H-x       x{x->r\\ 
<p,(a?)=_-_  =  -l_ , 

a?»       a?»       J7       ar(a?4-i)(a3?-n) 
^«(^)=-3  -^T-^6  = 6 ' 

,    ,       a^       a?'       iF«       a?*(ar-i-i)* 
?»(^)=  J-H-^.-  = 

Ces  polynômes  sont  appelés  polynômes  de  BemouUi. 

2.  La  valeur  que  prend  le  polynôme  fp(x)  pour 
une  valeur  entière  positwe  n  attribuée  à  x  est  égale  à 
la  somme  des  p^^"*^'  puissances  des  n  premiers  nombres 
entiers. 

En  eflet,  si,  dans  l'identité  (i),  nous  faisons  succes- 
sivement X  =  I ,  a,  3,  . .  .71,  nous  obtenons  les  relations 

?p(i')— ?p(o)  =  I^ 

T#»(3)-?p(a)  =  3^ 


©p(n)  —  <Pp(/i  —  i)  =  nPy 

qui,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

<Pp(/i)  =  1/»-+-  aP-h  S/'H-. .  .4-  nP, 

puisque  Çp(o)  =  o. 

Par  exemple,  la  somme  des  carrés  des  n  premiers 
nombres  entiers  est 

3.  De  l'identité 

(i)  <fp(^)-^p.{^-i)-^'' 

se  déduisent  immédiatement  quelques  autres  propriétés 


(3i5  ) 
des  polynômes  ^p{x).  D*abord,  en  supposant  Tentier  p 
plus  grand  que  zéro  et  faisant  x  =  o,  on  a 

?p(— 0  =  0; 

donc  tous  les  potjrnômes  ^  1  (x),  ^ti^)^  •  •  •  9  s'annulent 
pour  X  = —  I . 

Changeons  ensuite,  dans  l'identité  (1),  x  en  — x, 
nous  aurons 

ou 

en  posant 

La  fonction  ^p{x)  est  un  polynôme  de  degré  (/;+  1) 
en  X  s'annulanl  pour  x  =  o,  car 

celte  fonction  ^p(x)  vériGe  en  outre  Tidentité  (2)  qui 
est  la  mèmequerideiitité  (i).  Donc  le  polynôme  i(p{x) 
possède  les  propriétés  caractéristiques  du  polynôme 
^p{x)\  d'où  il  suit  que  ces  deux  polynômes  sont  iden- 
tiques, c'est-à-dire  que  Ton  a 

p  étant  supérieur  à  o.  Il  sera  facile  de  vérifier  cette  rela- 
tion (3)  sur  les  polynômes  91  (x),  ?j('^)>  ^^{^)  ^^^"^ 
nous  avons  donné  précédemment  les  expressions. 
L'équation  (3)  conduit  au  théorème  suivant  : 

Si  l'on  fait  x  =-  y  —  5,  /<?  polynôme  fp(x)  contient 
uniquement  des  puissances  paires  dey^  sip  est  impair, 
et  des  puissances  impaires  dey^  si  p  est  pair. 

En  eflel,  la  substitution  x  =  r  —  i  transforme  Ja  rek- 


(3.6) 
lion  (3)  en  celle-ci  : 

?p(r-î)=(-0'^^«Tp(-j'-i); 

Je  polynôme  ^p{y  —  7)  change  donc  de  signe  avecj^ 
si  p  est  pair,  et  ne  change  pas  quand  j  change  de  signe 
si  p  est  impair,  ce  qui  démontre  le  théorème. 
Par  exemple, 

Il  résulte  de  la  que,  si  Tentier  p  est  pair  et  différent 
de  zéro,  le  polynôme  ^p{y  —  {)  s'annule  pour  j'  =  o, 
c'est-à-dire  que  le  polynôme  ^p{x)  s'annule  pour 
x= — ^,  proposition  qui  se  vérifie  immédiatement  par 
le  polynôme  ^%{oc), 

4.  Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'iden- 
tité (i)  :  nous  aurons 

(4)  «Pp(a:)-<p;,(a7-i)=:/>a?P-i; 

si  l'on  change,  dans  cette  relation,  /;  en  /?  +  i  et  si  Ton 
pose 

on  voit  que  le  polynôme  TSp{x)  est  du  degré  (;?  +  1)» 
s'annule  avec  x  et  vérifie  l'identité 

Wp(a?)  —  vip{x  —  i)  =  xPy 

identique  à  l'identité  (i).  Donc  le  polynôme  ^p{x)  est 
identique  au  polynôme  fp(j:),  et  l'on  a 

ou  encore 

(5)  ip^-i  (^)  =  «?p+i  (o)  H-  (y?  H- 1)  ?p(^). 


(3.7) 
Cette  relation  (5)  permet  de  calculer  les  polynômes 
fp{x)  de  proche  en  proche.  Elle  donne,  en  effet,  par 
Imtégration  entre  les  limites  o  et  x^ 

9/»+i(^)  =  ^?i»+i(o)-4-(/>H-i)  /    ^p(x)dx; 

pour  éliminer  la  constante    inconnue  f^+i(o),  faisons 
X  = —  I ^  alors  Op^i{x)  s'annule  el  Ton  obtient 

donc  enfin 

.—1 


(6) 


l  «pp^,(ar)=(/>-4-i)a?  r     ffp{x)dx 


relation  qui  permet  de  former  op^^i  (x)  quand  on  connaît 
Ainsi,  en  partant  de  ;?  ==  o,  Oo(jc)  =  x,  on  a 
ç,(x)  =  a?/       xdx-^  l    xdx  =  — I y 

X         x^         X^ 
6        a         3 

5.  Éunt  donné  un  polynôme  P(j:)  de  degré  ;>-hi, 
on  peut  se  proposer  de  mettre  ce  polynôme  sous  la  fonne 

J  P(a?)  =  Xo-H  Xia)o(ar)H-  X,a),(a?) 


-+- X j  »,  (;r ) -h . . . -h  Xp^i  op (ar) , 

>»•,  X|,  Xj,  •..,  X^^.,  désignant  des  constantes  conve- 
nables; en  d'auti*es  termes,  on  peut  se  proposer  d'or- 


(3.8  ) 
donner   ce  ]K>Iynôme  suivant  la  série  des  poljnèmes 

En  admettant  que  le  polynôme  P(x)  puisse  se  mettre 
sous  la  forme  (7),  il  esit  aîsé  de  trouver  les  coefficients 
Xq,  )^M  X21  . . . ,  Xp^.1 .  D'abord,  en  faisant  x  =r  o,  on  trouve 
Xo=  P(o);  puis,  en  formant  la  différence  P(j:)  —  P(t — 1), 
on  a,  d*après  la  propriété  fondamentale  des  polynômes 

(8)    P(x)  — P(ar  — I)=rXl^-X,ar4-XsiF«^-...-^X^^-,a?l'; 
la  formule  de  Taylor  donne 

P(a?)=P(o)     -h^P'(o)     +£lp'(o)4-... 

.P(p-t-t)(o), 


i.a...(/>-l-i) 

P(x-i)  =  P(-i)  +  ^P'(-i)-h^P-(-i)-+-... 

i.a..,(/>-f-i)  ^ 

on  a  donc,  en  identifiant  les  deux  membres  de  la  rela- 
tion (8), 

Xi=P(o)-P(~i), 

X,=  P(o)~P'(-i), 

X,=  Y^[P''(o)-P'(-i)], 

Telles  sont  donc  les  valeurs  des  coefficients  Xj>,  X|, ..., 
Xp+i.  Il  est  maintenant  facile  de  vérifier  que,  si  l'on 
donne  à  ces  coefficients  les  valeurs  que  nous  venons  de 
trouver,  le  polynôme  ainsi  obtenu 

Q(rr)  =  P(o)-h[P(o)-P(-i)]cpo(a;) 
+  [P'(o)~F(-i)Jcp,(:r) 


I 
1,1 


1.2. 


[P'(o)-P'(-i)]cp,(:r)-^... 
.fp(,.)(o)~P(/')(-,)]o„(r) 


{  3.9) 
est  bien  identique  au  polynôme  donné  P(j:).  U  suffit 
pour  cela  de  remarquer  que,  d'après  la  détermination 
même  des  coefiicients,  on  a  identiquement 

P(ar)-P(x-i)  =  QCa:)-Q(x-l) 
OU 

P(ar)-Q(a:)  =  P(^-i)-Q(x-i). 

La  différence  P(x)  —  Q{^)  est  donc  un  polynôme 
qui  s'annule  pour  j:  =  o  et  qui  ne  change  pas  quand  on 
change  x  eux —  i  :  cette diUérence  est  donc  nulle  iden- 
tiquement. 

Par  exemple,  si  Ton  fait  successivement 

P(ar)=(a?-Hi)P-<-«         et        P(a?)  =  a?/»-*-», 
on  trouve  les  deux  développements  suivants 

(z>-M)/>(/>  — l)      ,     .  />H-i        /    V 

'^  — rx3 — ■?»(^)^--*-^^?/'(^)» 

•^ TO ?3(^)+... 


-(-i)p^'<pp(rr)]. 


6.  Pour  ne  pas  être  trop  long,  nous  nous  bornerons  à 
énoncer  les  résultats  suivants,  en  laissant  aux  lecteurs 
le  soin  de  les  démontrer  : 

1°  Le  développement  de  la  fonction 


F(A)  = 


«'*— I 


en  série  ordonnée  suivant  les  puissances   croissantes 
de  hj  est 

'+?o(^)-i-  -oi(j-)H-  7-r?ï(^) -*-•••-+-  r^; — z^/'COh-.-.. 

i  I.Z  1.3.,  ./? 


(    320    ) 

On  montrera  sans  peine  que  le  coefficient  de  


•P 
dans  le  développement  de  F(/i)  est  un  polynôme  en  x 

s'anuulani  avec  x  et  vérifiant  Tidentité  (i). 

2**  La  constante  ^p{o)  est  nulle  quand  p  est  pair 
et  supérieur  à  a. 
3°  Les  polynômes 

[qui  ne  diffèrent  des  polynômes  ^p{x)  que  par  une 
constante]  possèdent  la  propriété  suiv^ante  : 

Ces  polynômes  fp{x)  forment,  à  une  fonction  numé- 
rique près,  les  coefficients  des  puissances  de  h  dans  le 

développement  en  série  de     ^ —  • 

4"  La  fonction— ——^  dans  laquelle  z  désigne  une 

quantité  quelconque  réelle  ou  imaginaire  et  x  un  en- 
tier positif  ou  négatif  inférieur  en  valeur  absolue  à 
celui  des  modules  de  z  et  de  z '\-  i  qui  est  le  plus 
petit  y  peut  être  représentée  par  la  série 

=  -  -H  { )  oo(^) 

z  —  X  z  \Z  -5-T-  I  /    * 

Cette  série  est-elle  convergente  pour  d'autres  valeurs 
de  x'i 

11  serait  intéressant  de  déterminer  d'une  manière 
générale  le  reste  de  la  série  précédente,  car  le  théo- 
rème de  Cauchy  permet  de  rattacher  au  développemeut 


1 

I 

z^ 

I 

I 

-5» 

(^  +  I)'J 

(  3:^'   ) 

Je     _^      celui  d'une   fonction    analytique    quelconque 

/(x).  Mais  cette  étude  nous  entraînerait  hors  du  domaine 
élémentaire  sur  lequel  nous  nous  sommes  placés. 

Nous  renverrons  le  lecteur  désireux  d'approfondir  la 
théorie  des  polynômes  ^p{x)  à  un  Mémoire  de  Raaie 
publié  dans  le  Tome  42  du  Journal  de  C relie j  à  un  Mé- 
moire de  M.  Hermite  publié  dans  le  Tome  79  du  même 
journal,  au  Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Ber- 
trand, et  enfin  au  livre  de  M.  Tannery  Sur  la  théorie 
des  fonctions, '!^,  i5o. 


SUR  LES  FOYERS  DES  SECTIONS  PLANES  DTNE  OdADRIOUE  (0  ; 

Par  m.  DROUET, 
Élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Janson. 


1.  M.  Salmon,  dans  son  Traité  de  Géométrie  ana- 
lytique à  trois  dimensions  (traduction  Chemin,  p.  agS  ), 
parvient,  par  une  méthode  fort  savante,  à  une  règle 
simple  pour  former  Téquation  tangentielle  des  foyers 
d'une  section  plane  d'un  ellipsoïde  ;  nous  nous  proposons 
ici  de  déduire  cette  règle  d'une  propriété  élémentaire 
des  foyers  d'une  conique. 

Nous  supposerons  Tellipsoïdc  rapporté  à  ses  axes  de 
symétrie,  et  le  plan  de  la  section  passant  par  le  centre. 

Soit 

a'  a'  -h  6*  f  '  H-  c'  tv* —  A*  =  o 

Téquation  tangentielle  de  Tellipsoïde,  et  soient 

a»     P,     Y»     o 
les  coordonnées  du  plan  sécant. 

( •)  Voir  2*  série:  t.  III,  p.  48i. 

Ann,  de  Afathémat,,  3*  série,  t.  VI.  (Juillet  1887.)  ^^ 


(32a) 
On  obtient  une  première  forme  de  l'équation  tangeii- 
tiellc  de  la  section  en  écrivant  que  le  produit  des  dis- 
tances des  deux  foyers  h  une  tangente  est  égal  au  carré  de 
l'un  des  demi-axes.  Si  Ton  considère  un  plan  P(u,t',fv,  A) 
passant  par  une  tangente,  la  distance  du  foyer  à  cette 
tangente  peut  s'obtenir  en  multipliant  la  distance  du 
même  foyer  au  plan  P  par  sinO,  0  étant  l'angle  du  plan 
P  et  du  plan  sécant.  On  trouve  ainsi,  en  désignant  par 
•^lî^i»  ^1  ^'^  — ^H  — JKm  — ^1*  l<^s  coordonnées  des 
foyers  et  par  S  le  carré  du  demi-axe  correspondant, 
Téquation 

ou  encore 

Pour  obtenir  une  seconde  forme  de  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  section,  nous  écrirons  que  les  deux  plans 
tangents  menés  à  l'ellipsoïde  par  une  droite  tangente  à 
la  section  sont  confondus.  En  considérant  cette  droite 
comme  l'intersection  du  plan  sécant  (a,  p^y,  o)  et  du 
plan  (/f,  i»,  (V,  A),  nous  trouvons  la  condition 

Cela  posé,  si  nous  écrivons  que  les  équations  (i)  et  (a) 
représentent  une  môme  conique,  nous  sommes  conduits 
à  l'identité 

où  P^ — h'^  est  le  premier  membre  de  l'équation  taugeu- 


(3a3) 
lielle  des  foyers,  c'est-à-dire  Téqua lion  cherchée*,  d'ail- 
leurs y  est  le  premier  membre  de  réquation  (a)  de  la 
section,  et  ^  désigne  l'expression 

(a«-4-  t?«-^  w.«)(ga^  pî-t-  Y»)  —{PLU  -4-  ^t»  H-  y***)' 

enfin  S  représente  le  carré  d'un  des  demi-axes,  et  par 
suite  est,  comme  on  le  sait,  une  racine  deTéquation 

a«a«  6*3»  c^v* 

on  retrouverait  celte  équation  en  écrivant  que  le  discri- 
minant de  y —  S^  est  nul. 

On  voit  donc  que,  pour  obtenir  les  foyers  d'une  sec- 
lion  plane  d'un  ellipsoïde,  il  suffit  de  considérer  les 
coniques  épanouissantes  du  faisceau  tangentiel 

f=o  étant  l'équation  de  la  section,  ef  cp=  o  l'équa- 
tion  des  points  ou  la  conique  a^  -f-  i^^  -|-  çv-  =  o  est  ren- 
contrée par  le  plan  sécant.  C'est  la  règle  donnée  par 
M.  Salmon. 

2.  On  serait  encore  conduit  à  Tidentîté  (  3  )  si  l'on  cher- 
chait à  déterminer  les  foyers  en  les  considérant  comme 
formant  la  trace  d'une  focale  de  la  section  sur  le  plan  de 
cette  section  (Pruvost,  Leçons  de  Géométrie  ana- 
lytique, t.  II,  p.  4i6). 

Pour  le  vérifier,  posons 

4/(a,  r,  w,  h)  =  /—  S(a2 -h  i^«H-  cv«), 

S  désignant  une  racine  de  Téquation  (5). 

^  est  le  premier  membre  de  Téqualion  d'une  focale  et 
les  points  où  cette  focale  est  rencontrée?   par  le  plan 


(  324) 
(^a,  P,  Y,  o)  ont  pour  équation  tangentiellc 

maïs,  comme 

/(a,  p,  Y,  o)  =  o         et         ^;(«,  p,  V,  o)  =-  S(a«-+-  P«4- 7*). 

le  premier  membre  de  Téquation  précédente,  divisé  par 
un  facteur  numérique,  peut  s'écrire 

et  Ton  reconnaît  le  premier  membre  de  l'identité  (3). 

3.  On  peut  aisément  trouver  les  équations  qui  déter- 
minent les  coordonnées  cartésiennes  d'un  foyer  d'une 
section  plane  d'un  ellipsoïde,  en  s'aidant  de  la  remarque 
géométrique  suivante  : 

Si  l'on  considère  un  cône  passant  par  l'intersection  de 
deux  surfaces  du  second  ordre,  un  plan  tangent  a  ce  cône 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  bitan- 
gentes. 

D'après  cela,  si  l'ellipsoïde  et  le  plan  sécant  sont 
donnés  par  les  équations 

.r*         y*        z^ 

a*        6«        c»  ^' 

(P)  a.r-i- Pjk4-y^-t-8  =  o, 

et  si  Xi^  yi,  Zx  désignent  les  coordonnées  d'un  point  du 
plan  P,  pour  écrire  que  ce  point  est  foyer  de  la  section, 
il  suffit  d'exprimer  que  l'équation 

représente  un  cône  tangent  au  plan  (P). 


(  325  ) 

Si  Ton  exprime  successivement  les  conditions  qui  doi- 
vent être  remplies  : 

i^  Pour  que  Téquation  (F)  représente  un  cône; 

a"  Pour  que  le  cône  (  F  )  ait  son  centre  sur  le  plan  (  P  )  ; 

3**  Pour  que  le  cône  parallèle  à  F  ayant  pour  sommet 
l'origine  admette  comme  plan  tangent  un  plan  parallèle 

4^  Pour  que  le  point  {x^^yt ,  Zt  )  soit  dans  le  plan  P  ; 
on  trouve  les  équations  cherchées 


(I) 
{^) 

(4) 


a«— S       6>— S        c«~S 

a«— S       fe«-.S       c«— S 

a*— S  "•■  ô«— S  "^?^^ 
axi  -f-  p^i  H-  Y^i  -4-  S  =  o. 


1  =  0, 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTBCHNiOlIB 

(1887). 


Composition  de  Mathématiques. 
On  donne  dans  un  plan  un  point  co  fixe,  et  deux  axes 


rectangulaires  fixes  Ox^Oy.  Parle  point  co  on  fait  passer 


(  326  ) 
deux  droites  rectangulaires  rencontrant  Ox  en  B  et  D^ 
Ojr  en  A  et  G.  Par  les  points  A,  B,  on  fait  passer  une  para- 
bole P  tangente  aux  axes  Oor  et  Oy  en  ces  points  ;  par  les 
points  C,  D,  on  fait  passer  une  parabole  P'  tangente  aux 
axesOj::  et  Oy  en  ces  points. 

On  fait  tourner  les  droites  rectangulaires  AB,  CD  au- 
tour du  point  (jt),  et  Ton  demande  : 

1^  Les  équations  des  paraboles  P,  P' de  leurs  axes  et 
de  leurs  directrices  : 

2°  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  des  axes  et 
des  directrices; 

3**  L'équation  du  lieu  du  point  de  concours  de  leurs 
axes,  qui  se  compose  de  deux  cercles; 

4°  On  prouvera  que  la  distance  des  foyers  est  con- 
stante. 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

D'un  quart  de  tore  supposé  plein  on  enlève  la  por- 
tion comprise  k  rinlérieur  d'un  cône  donné.  Représenter, 
par  ses  projections,  le  solide  ainsi  obtenu. 

L'axe  du  tore  est  vertical.  Le  plan  de  front  et  le  plan 
de  profil  de  cet  axe  limitent  le  quart  de  tore,  lequel  est 
situé  en  avant  du  premier  plan  et  à  droite  du  second. 

Le  cône  a  son  sommet  sur  l'axe  du  tore.  Pour  définir 
sa  directrice,  imaginons  la  sphère  dont  un  grand  cercle 
coïncide  avec  le  cercle  de  front  qui  limite  le  quart  de  tore; 
prenons,  par  rapport  k  cette  sphère,  le  plan  polaire  du 
sommet  du  cône  ;  enfin  menons,  à  égale  distance  de  ce 
plan  et  du  sommet  du  cône,  un  second  plan  parallèle  au 
premier  :  ce  second  plan  coupera  le  quart  de  tore  suivant 
la  directrice  qu'il  s'agissait  d'indiquer. 

Le  rayon  du  cercle  générateur  du  tore  sera  de  o",  o8. 

La  distance  du  centre  de  ce  cercle  à  Taxe  sera  de  o°,  17. 


(  3-.7  ) 

La  hauteur  du  sommet  du  cône  au-dessus  du  centre  du 
tore  sera  de  o'",o4. 

La  projection  horizontale  du  centre  du  tore  sera  à  o"',o4 
et  la  projection  verticale  à  o"*,  i3  au-dessus  du  centre  du 
cadre,  sur  la  parallèle  aux  grands  côtés  menée  à  o"^,i2  à 
gauche  de  ce  point. 

En  dehors  des  constructions  relatives  aux  points  remar- 
quables, on  ne  laissera  subsister,  dans  le  tracé  à  l'encre, 
c|ue  celles  qui  se  rapportent  à  la  détermination  d'un  point 
de  chaque  courbe  et  de  la  tangente  en  ce  point. 

Calcul  tri gonomé trique. 

On  don  ne  dans  un  tri  angle  deux  côtés  et  l'angle  compris  : 

a  =  52837",  a3,         b  =  45609"»,  07,         C  =  55M7'48',37. 

Calculer  les  deux  angles  A  et  B,  le  troisième  côté  c, 
et  la  surface. 

Composition  de  Physique  et  de  Chimie. 

Physique,  —  I.  Lunette  de  Galilée.  —  IL  Mesure  de 
la  chaleur  spécifique  d'un  solide. 

Ctdmie.  —  Les  acides  hydrogénés  de  la  famille  du 
chlore.  —  On  insistera  sur  les  caractères  qui  les  rappro- 
chent et  qui  les  distinguent. 

Lavis, 

Faire  à  l'encre  de  chine,  à  teintes  plates,  le  lavis  d'une 
sphère  (dépolie,  ou  mi-polie,  à  volonté)  se  détachant  sur 
uofond  gris;  dégradé  de  haut  en  bas. 

La  sphère  sera  éclairée  par  le  rayon  ordinaire  à  45^. 


(  3^8  ) 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  LÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

(1887). 


Mathématiques . 

'  On  considère  la  surface  (dite  cjlindroïde)  qui,  rap- 
portée à  des  axes  rectangulaires,  a  pour  équation 

Soit  M  un  poiat  de  l'espace,  dont  les  coordonnées 
sont  3cf^j\  z';  on  propose  de  mener  de  ce  point  des  nor- 
males au  cylindroïde  : 

1°  Désignant  par  a,  p,  y  les  coordonnées  du  pied  de 
Tune  quelconque  des  normales  abaissées  du  point  M  sur 
le  cylindroïde,  on  formera  l'équation  du  quatrième  de- 

o 

gré  (I)  ayant  pour  racines  les  valeurs  de  £>  l'équation 

(II)  ayant  pour  racines  les  valeurs  de  y^  et  l'on  montrera 
comment,  des  racines  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  équa- 
tions, on  déduirait  les  coordonnées  des  pieds  des  nor- 
males cherchées. 

2®  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que 
l'équation  (I)  soit  réciproque?  Trouver,  en  supposant 
le  point  M  situé  sur  ce  lieu,  les  coordonnées  des  pieds 
des  normales. 

3°  Sur  quel  lieu  doit  se  trouver  le  point  M  pour  que 
l'équation  (II)  ait  une  racine  double  égale  à  z'?  Eu 
supposant  le  point  M  situé  sur  ce  lieu,  reconnaître  si 
les  racines  de  l'équation  (II),  différentes  de  V,  sont 
réelles  ou  imaginaires. 

4"  Que  représente  l'équation  (II)  quand  on  y  regarde 


(  3^9  ) 
l'inconnue  comme  une  constante  et  x\y'^  z'  comme  les 
coordonnées  d'un  point  variable? 

Physique. 

1^  Chaleurs  spécifiques  des  gaz. 

a®  Un  ellipsoïde  de  révolution  allongé,  en  verre,  est 
coupé  par  deux  plans  normaux  à  Taxe  de  révolution  et 
passant  par  les  foyers  F,  P  de  Tellipse  méridienne.  Les 
faces  planes  sout  noircies  sur  toute  leur  étendue,  sauf 


un  très  petit  cercle  central.  Le  petit  cercle  F  seul  éclairé 
reçoit  de  la  lumière  dans  toutes  les  directions. 
On  demande  de  décrire  succinctement  : 
i*^  Ce  que  voit  un  observateur  dont  Toeil  est  placé  en 

P; 

2?  Comment  le  phénomène  dépend  du  rapport  des  axes 
de  Tellipse  méridienne  \ 

3**  Comment  il  dépend  de  Tindice  moyen  de  Tellip- 
soïde  5 

4®  S'il  y  a  des  colorations  dues  à  la  dispersion  et  com- 
ment elles  sont  distribuées^ 

5®  Comment  le  phénomène  est  modifié  quand  on 
plonge  la  face  F  dans  Teau  d'une  capsule  éclairée  en 
tous  sens. 


(  33o  ) 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L  ECOLE  NAVALE 

(1887). 


arithmétique  et  Algèbre, 

I.  De  deux  points  Oet  O'  situes  à  une  distance  OCK égale 
à  2a  comme  centres,  on  trace  deux  circonférences  égales 


de  rayon  R.  A  partir  du  point  M  milieu  de  OCy  et  dans 
le  sens  MO,  on  porte  une  longueur  MA  égale  à  x  ;  et  au 
point  A,  on  mène  à  la  circonférent^e  O  la  corde  BC  per- 
pendiculaire à  OC^  on  joint  OB  et  Ton  achève  le  trapèze 
îsoscèle  OBB'O'. 

On  demande  :  i**  de  trouver  l'expression  du  volume 
engendré  par  la  révolution  du  trapèze  OBB'O'  autour  de 
OO'.  On  examinera  l'interprétation  dont  cette  expression 
est  susceptible  pour  les  valeurs  négatives  de  x  lorsque 
les  deux  circonférences  se  coupent; 

2**  De  trouver  les  valeurs  de  x  correspondant  au  maxi- 
mum et  au  minimum  de  la  fonction 

(R  -ha  — ar)(R  — a4-ar)(a-f-2a:); 

3°  De  classer  ces  valeurs  relativement  aux  racines  de 
la  fonction  elle-même,  et  de  déduire  de  cette  classifica- 
tion la  condition  pour  que  le  volume  engendré  soit  sus- 
ceptible d'un  maximum  ou  d'un  minimum. 
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II.  Démontrer  que,  si  Ton  désigne  par  R  la  partie  entièi*e 
de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier,  par  r  le  reste  et 

par  n  la  partie  entière  du  quotient  — i  la  racine  exacte 

est  comprise  entre  R  H —  et  R  H 

III.  Sur  une  circonférence  de  rayon  égal  à  l'unité,  on 
donne  un  arc  AB  égal  à  o  (en  parties  du  rayon).  On  par- 
tage cet  arc  en  m  parties  égales  et  Ton  mène  les  cordes  qui 


joignent  les  points  de  division  voisins;  sur  chacune  de 
ces  cordes  comme  hypoténuse  on  construit  un  triangle 
rectangle  isoscèle  ADC.  Démontrer  que,  si  m  croit  indéG- 
niment,  le  produit  des  distances  des  sommets  de  ces  tri- 

— '^  .    .       -^         -5 

angles  au  centre,  c'est-à-dire  OD    a  pour  limite  e*  ou  e  * 

suivant  que  les  triangles  sont  rabattus  à  Textérieur  ou  à 

Tintérieur  de  Tare. 


Géométrie  descriptive. 

Etant  données  les  deux  droites  OA  et  OB',  la  première 
OA  située  dans  le  plan  horizontal  et  faisant  avec  la  ligne 
de  terre  xj  un  angle  de  4o",  la  seconde  OB'  située  dans 
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le  plan  vertical  et  faisant  avec  la  ligne  de  terre  xy  un 
angle  de  So'';  on  demande  : 

1°  De  tracer  les  projections  OC,  OC  d'une  droite 
passant  par  le  point  O  faisant  avec  OA  un  angle  de  70**, 
avec  OB'  un  angle  de  45**  et  située  par  rapport  au  plan 
AOB'  du  même  côté  que  Ox  ; 

2°  De  tracer  les  projections  de  Taxe  du  cône  de  révo- 
lution passant  par  les  droites  OA,  OB'  et  la  droite  OC, 
OC  précédemment  déterminée. 

Calcul  trigonométrique. 

Calculer  des  valeurs  de  x  comprises  entre  o®  et  Sôo** 
qui  satisfont  à  Téquation 


tflnir3n^-;-,ao>i-  ^3  ,3382  ^5111177°  11^  l8' 

tang  v^^-t-i2  }^  (o,oi7o45)«tang*94*'3o'48'sin-244*i8'i2' 


Géométrie. 

Enoncer  et  démontrer  succinctement  les  principaux 
théorèmes  qui  permettent  d'établir  que  le  rapport  des 
volumes  de  deux  pyramides  est  égal  au  produit  du  rap- 
port des  surfaces  des  bases  par  le  rapport  des  hauteurs. 

Application,  —  Trouver  l'expression  numérique  du 
volume  d'une  pyramide  dont  la  base  est  donnée  en  mè- 
tres carrés,  soit  :  8"**',a54î  et  la  hauteur  en  mètres,  soit: 
4°^,  32,  lorsqu'on  prend  pour  unité  de  volume  le  tétraèdre 
régulier  dont  la  hauteur  est  égale  à  i"^. 

Géométrie  analytique. 
Étant  donnée  Téquation 

\{x^  —  ax)  —  ay{x  -^ y  —  a)  =  o, 
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dans  laquelle  a  désigne  une  quantité  constante  positive 
et  X  un  paramètre  variable,  on  demande  : 

i^  De  déterminer  la  nature  des  diverses  courbes  que 
peut  représenter  cette  équation  quand  X  varie  de  +  oo 
à  — 00^ 

2^  De  démontrer  qu^eiles  passent  par  trois  points  fixes 
et  que  le  lieu  de  leurs  centres  est  une  ligne  droite  ; 

3*  De  construire  pour  une  valeur  donnée  de  X  le 
centre  de  la  courbe  correspondante  et  les  tangentes  aux 
trois  points  fixes  ; 

4*  De  trouver  le  lieu  géométrique  des  points  de  ces 
courbes  où  les  tangentes  sont  parallèles  à  Taxe  des  x. 


CONCOURS  rADXISSIOX  A  L'ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE 

(1887). 


Malhémaliqucs . 

I.  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  un  rectangle  DEFG 
dont  un  côté FG  est  placé  sur  BC,  et  tel  que,  en  augmen- 
tant la  surface  de  ce  rectangle  de  celle  du  triangle  équi- 
latéral  construit  sur  FG,  on  ait  une  somme  équivalente 
à  un  carré  donné  K^.  Discuter. 

II.  On  considère  un  triangle  ABC,  les  trois  hauteurs 
AA',  BB',  ce  qui  rencontrent  le  cercle  circonscrit  aux 
points  A'',  W,  C",  et  Ton  demande  :  i°  d'exprimer  les 
longueurs  AA',  BB^  CC,  AA",  BB",  CC"  en  fonction  des 
ailles  A,  B,C  du  triangle  ABC,  et  du  rayon  R  du  cercle  cir- 

.    \  ,  ,  AA'        BB'        CC^ 

consent',  a®  de  montrer  que  la  somme  -^-^  -h  -piT'  "+"  ?^> 

est  une  constante. 
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III.  Trouver  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  a  Téqualiou 

sin  j*  =  sina  -f-  %\n(a  -*-  h)  -h  sîn(a  -f-  a/*). 

Ou  fera 

a  =  8''a.r37',         A  =  7*  17' 26*. 

Epure  (sujet  retiré). 

Un  tétraèdre  est  placé  sur  le  plan  horizontal  :  un  des 
côtés  de  la  base  ai  (a  est  à  gauche)  est  parallèle  à  la  ligne 
de  terre,  et  distant  de  celte  ligne  de  o"%  o35  :  sa  longueur 
est  de  o"*,  100^  les  deux  autres  côtés  ont  pour  longueurs 
ac  =  o"\  1 23,  ic  =  o"",  1 1  o.  L'arête  Sa  =  1 3o"",  l'arête 
Se  =  o™,  I  a5,  Tangle  dièdre  formé  par  les  deux  faces  abc 
et  Sac  est  de  70°.  Construire  ce  tétraèdre.  A  partir  du 
sommet  S,  on  prend  sur  Sa  une  longueur  SO  égale  à 
5o"*"*  et  du  point  O  comme  centre  on  décrit  une  sphère 
passant  par  le  sommet  S  :  trouver  Tintersection  de  cette 
sphère  avec  le  tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  enlevée  la  portion 
du  tétraèdre  détachée  par  la  sphère. 

Épure  (second  sujet  ) . 
Un  tétraèdre  SABC  a  sa  base  ABC  sur  le  plan  horizon- 


"T « f 

,  I  I 

I  *  ' 


tal  :  aa'=::  84'»™,  a  A'=  ç)9'""%  ab  =  1  i?r",  Ac=  i44"""- 
ac  =  171"*".  L'arèle  SA  parallèle  au  plan  vertical  égale 
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i36""  et  fait  avec  Taréte  AB  uu  angle  de  6'à^.  On  de- 
mande :  1^  de  construire  le  tétraèdre;  2°  de  mener  la 
droite  DE  perpendiculaire  commune  aux  deux  arêtes 
opposées  SA  et  BC. 

Du  point  O,  milieu  de  DE,  comme  centre,  on  décrit 
une  sphère  avec  uu  rayon  égal  à  aa™"*;  mener  à  cette 
sphère  deux  plans  tangents  perpendiculaires  à  Tarête 
se,  et  construire  les  sections  de  ces  deux  plans  avec  le 
tétraèdre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  ne  conservera  que  la  partie 
du  tétraèdre  comprise  entre  les  deux  plans. 

Laver,  soît  à  teintes  plates  superposées,  soit  à  teintes 
fondues,  la  projection  verticale  d'un  cône  de  révolution 
et  celle  d'un  prisme  droit  à  base  carrée  servant  de  socle. 

Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  une  droite  dont 
les  projections  font  des  angles  de  45°  avec  la  partie  gau- 
che de  la  ligne  de  terre. 


THBOBIIS  DE  LA  RÉFRACTION  ASTRONOMIQUE 
ET  BB  L'ABERRATION  ('); 

Pau    m.    Ossian    BONNET. 


La  direction  suivant  laquelle  la  lumière  qui  émane 
d'une  étoile  arrive  à  l'observateur  diffère  de  la  ligne 
droite  qui  joindrait  l'œil  de  l'observateur  h  cet  astre. 
Cette  dîiférence  tient  à  deux  causes  distinctes  :  d'une 


(*)  Leçons  faites  en   1M87  à  la  Sorbonne  pour  les  candidats  à  la 
Licence. 
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part,  c'est  ratmosphèrc  terrestre  qui,  înQéchissant  les 
rayons  lumineux,  nous  fait  voir  les  astres  au-dessus  de 
leurs  positions  réelles^  d'autre  part,  la  vitesse  de  trans- 
lation de  notre  globe  ayant  un  rapport  fini  avec  la 
vitesse  de  la  lumière,  nous  apercevons  les  étoiles  en 
avant  de  leurs  véritables  positions  dans  le  sens  du  mou- 
vement de  la  Terre.  Les  théories  de  la  réfraction  astro- 
nomique et  de  l'aberration  ont  pour  objet  le  calcul  de 
ces  deux  effets,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  corriger  les 
observations,  c'est-à-dire  déduire  les  directions  vraies 
des  directions  apparentes. 

Nous  commencerons  par  le  phénomène  de  la  réfrac- 
tion, qui  est  le  plus  important. 


Réfraction  astronomique. 


§  I.   —   Notions  prélimin^aires. 

La  lumière  se  meut  en  ligne  droite  dans  le  vide  ou 
dans  un  milieu  homogène.  Mais,  si  un  rayon  lumineux 
passe  d'un  milieu  homogène  dans  un  autre  milieu  homo- 
gène, de  densité  différente,  il  se  réfracte,  c'est-à-dire  est 
dévié  de  sa  direction  primitive,  conformément  aux  trois 
lois  expérimentales  dont  nous  rappellerons  d*abord  les 
énoncés  : 

Première  loi.  —  Le  rayon  incident  A  M  {Jig-  i)>  l^ 
rayon  réfracté  MB  et  la  normale  NMN'  à  la  surface 
{plane  ou  courbe)  de  séparation  des  deux  milieux  sont 
dans  un  même  plan. 

Deuxième  loi.  —  Pour  les  deux  mêmes  milieux,  le 
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rapport  du  sinus  de  V angle  i  d'incidence  au  sinus  de 
l'angle  r  de  réfraction  est  constant  quelle  que  soit  la 
direction  du  rayon  incident. 


Ce  rapport  —. —  est  appelé  indice  de  réfraction  du 

second  milieu  par  rapport  au  premier. 
Si  le  rayon  lumineux  passe  du  vide  dans  un  milieu 

quelconque,  le  rapport  -. —  se  nomme  indice  absolu  de 

réfraction  de  ce  milieu. 

Troisième  loi.  —  Soient  trois  milieux  homogènes  suc- 
cessifs {fig.  2  )  que  nous  appellerons  (A),  (B),  (C)  ;  5/  n  est 

Fig.  a. 


(A) 


(B) 


(C) 


l'indice  de  réfraction  du  milieu  (B)  par  rapport  au 
milieu  (A),  n'  V indice  du  milieu  C  par  rapport  au  mi- 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VI.  (Juillet  1887.)  23 
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lieu  (B),  le  produit  nn'  sera  égal  à  l' indice  de  réfrac- 
tion du  milieu  (C)  par  rapport  au  milieu  (A). 

De  ces  trois  lois  résultent  plusieurs  coii séquences  : 
I**  (A)  et  (B)  étant  deux  milieux  liomogènes  quel- 
conques, si  n  est  l'indice  de  réfraction  du  milieu  (B)  par 

rapport  au  milieu  (A),  Tinverse  -  sera  Tindice  de  réfrac- 
tion du  milieu  (A)  par  rapport  au  milieu  (B);  il  suffit, 
pour  le  démontrer,  d'appliquer  la  troisième  loi  au  cas 
où  le  troisième  milieu  (C)  est  identique  au  premier  mi- 
lieu (A). 

7?  n'  et  n!'  étant  les  indices  absolus  de  réfraction  de 
deux  milieux  homogènes  (A')  et  (A")  et  n  l'indice  de  ré- 
fraction du  milieu  (A'')  par  rapport  au  milieu  (A'),  on  a 


n' 


Il  suffit  encore  d'appliquer  la  troisième  loi  en  suppo- 
sant que  le  milieu  (C)  devienne  le  vide,  puis  de  tenir 
compte  de  la  propriété  précédente. 

3°  Soient  (//>.  3) 

A1A2,     Al  A3,     A3  A4,     ...,     Ap_iA^,     KpXp^x 

les  chemins  rectil ignés  successivement  parcourus  par 
un  rayon  lumineux  qui  traverse  une  suite  de  milieux 
homogènes  séparés  chacun  du  suivant  par  une  surface 
quelconque  et  ayant  pour  indices  absolus  de  réfraction 
respectifs 

Tll,       /I2,       713,        ...,       Tlp-i,       rip. 

La  somm« 

Al  A2./M  -^  AîAs.nj-h. .  .-r-  \p-\\p.np^x  -f-  ApAp^f.iip 
ou 

\  AaAx4-i./'a 

A  -  i 
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des  produits  obtenus  en  multipliant  chaque  chemin  rec- 
lilignc  élémentaire  par  l'indice  du  milieu  auquel  il  se 

Fig.  3. 


rapporte  sera  un  minimum  parmi  les  sommes  analogues 
relatives  à  tous  les  ensembles  de  chemins  reclilignes^ 
élémentaires  que  Ton  peut  inscrire  à  la  suite  Tun  de 
l'autre  dans  les  milieux  successifs,  de  manière  à  former 
un  polygone  continu  allant  du  point  Aj  au  point  A;,^^. 
Remarquons  d'abord  que,  lorsque  deux  points  A  et  B 
sont  transportés  eu  A'  et  B'  à  la  suite  de  déplacements 

Fi^.  4. 


rectilignes  ou  curvilignes  infiniment  petits,  on  a,  en 
négligeant  les  infiniment    petits  d'un  ordre  supérieur 
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aux  déplacements, 

A'B— >B  ■+■  AA'  cos  A'AB  -f-  BB'  cosB^BA  =  o  (i  ). 

Ce  théorème  étant  rappelé,  considérons  la  propriété 
énoncée.  Elle  sera  évidemment  démontrée  si  nous  fai- 
sons voir  que,  lorsque  Ton  déplace  infiniment  peu  les 
points  Aa,  A3,  . . . ,  A^  chacun  sur  la  surface  de  sépara- 
tion à  laquelle  il  appartient,  de  manière  à  les  amener 

(  *  )  Voici  une  démonstration  élémentaire  de  cette  proposition  bien 
connue  •: 

On  peut  se  borner  à  considérer  le  cas  où  AA'  et  BB'  sont  recti- 
lignes;  car,  lorsque  AA'  par  exemple  est  curviligne,  le  remplacement 
de  AA'  par  sa  corde  et  de  l'angle  que  nous  avons  appelé  A'AB,  et 
qui  est  celui  de  la  tangente  en  A  à  AA'  avec  AB  par  Tanglc  de  la 
corde  AA'  avec  AB,  n'introduit  que  des  termes  de  second  ordre  que 
nous  négligeons  par  hypothèse. 

Cela  posé,  projetons  A'B'  :  i"»  en  A^B"  sur  le  plan  mené  par  AB 
parallèlement  à  A'B';  a»  en  PQ  sur  AB;  menons  d'ailleurs  A"  P  et 
B'Q  qui  seront  évidemment  perpendiculaires  à  AB,  nous  aurons 

^  AP  :r=  AA'  cosA' AB  =  AA-  cosA'AB, 

BQ  =—  BB'  cosB'  B  A  ^—  BB'  cosB'BA 
et 

A'B'^A'B"; 

mais,  en  prolongeant  A'B'  et  AB  jusqu'à  leur  rencontre  en  C,  les 
deux  triangles  A'AC,  B'BC  donnent  successivement 

AC=A'AcosA'AC-f-A'CcosC,      BC=  B'BcosB''BC-4-B'CcosC; 

d'où,  en  retranchant  membre  à  membre, 

AB  =  A'AcosA'AC  — B'BcosB'BC-hA'B'cosC, 

et  comme,  d'après  la  relation 

sinA'AC 


sinC^  AA' 


A'C 


C  est  infmiment  petit  du  même  ordre  au  moins  que  AA'  et  que  BB', 
on  peut  écrire 

A'  B'  —  AB  H-  AA'  cos  A' AC  -h  BB'  cosB'B A  -  o. 
ou 

A'  B'  —  AB  H-  AA'  cos  A'  A  C  H-  BB'  cosB'  B  A  =  0, 

en  négligeant  toujours  les  termes  d'ordre  supérieur  au  premier. 


(  34.   ) 
respecliveraent' en  A'^,  A,,  .  .  . ,  A'^,  la  somme 

Al  A| .  /ij  -f-  A j  A3 .  /it  -h  Aj  A4 .  /ij  -«- . . . 

qui  devient 

Al  A  j .  /i,  -h  A'j  A'j .  /Il  -+-  A  j  A'4 .  /13  -h . . . 

-T-  Ap_j  Ap.  /ip— 1  -H-  Ap  Ap^j  ./ip, 

conserve  la  même  valeur  aux  infiniment  petits  près 
d'un  ordre  svipérieur  aux  déplacements. 

Or  désignons  par  A  la  difiérence  entre  ces  deux 
sommes,  c'est-à-dire  l'expression 

A  =(A,A',  — A,A,)/i,-+-(A',  A'3  — AjA3)/iî 
-j-  (  A  J  A4  —  A3  Av  )  AI3  H- . . . 
H-(  Ap_4  Ap  —  Ap-i  Ap  )  np_i  -H (  Ap  Ap+i  ■— -  Ap  Ap+i  )  /ip. 

Appelons  i|  et  ri  les  angles  d'incidence  et  de  réfrac- 
tion iors  du  passage  de  la  lumière  du  premier  dans  le 
second  milieu,  l'a  et  r^  les  angles  d'incidence  et  de  réfrac- 
tion lors  du  passage  de  la  lumière  du  second  dans  le 
troisième  milieu,  enfin  ip_i  et  rp_t  les  angles  d'inci- 
dence et  de  réfraction  lors  du  passage  de  la  lumière 
du  (p —  iy*me  milieu  dans  le/>'*"**.  Nous  aurons  diaprés 
le  lemme  établi  ci-dessus  et  en  négligeant  toujours  les 
infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  au  premier, 

AtA',  —  AiAj=  AjAj  sinti, 

A',  A',—  AjA3=—  AjA',  gin  ri -f- A3  A  3  sinij, 

A'j  A 4  —  As  Av  =  —  A3  A'j  sin  rj  -h  A^  \\  si  n  i^ » 

J 

Ap_,  Ap  —  Ap_i  Ap= — Ap_i  Ap^i  sinrp_jH-ApAp  sinr"p_i, 
Ap  Ap^i  —  Ap  Ap+i  =  —  Ap  Ap  sin  rp_i . 

Ajoutons  ces  égalités  membre  à  membre  après  avoir 
multiplié  la  première  par  /i,,  la  seconde  par  ^2,  la 
troisième  par  /z»,  .  .  . ,  la  dernière  par  rip-^  nous  aurons 
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d'abord,  coinine  premier  membre  de  l'équiHîon  résullanle, 
la  différence  A;  quant  au  second  membre,  si  Ton  a  soin, 
en  l'évaluant,  de  grouper  le  terme  positif  du  second 
membre  de  chaque  équation  partielle  avec  le  terme  né- 
gatif du  second  membre  de  Téquation  partielle  suivante, 
ce  qui  entraîne  l'emploi  de  tous  les  termes,  car  la  pre- 
mière équation  n*a  pas  de  terme  négatif  et  la  dernière 
n'a  pas  de  terme  positif,  il  prendra  la  forme 

Aj  A',(/ii  sini'i  —  Aijsinri) 
-f- A3A3(/ij  sinij — /lasinr,) 


-h  Ap_i  Ap_,  (/ip-j  sin  ip-i —  rip-i  sin  r^-j) 
-f-  XpX'p{np-i  sinip-i —  rip  sinrp-i); 

mais  -. — -  est,  quel  que  soit  A,  l'indice  de  réfraction 

du  (A  4-  i)'^'™''  milieu  par  rapport  au  (A)'^'"%  c'est-à-dire 

^^^;  donc 

iif,  sin  iic—  «AH-i  sin  r/,  =  o  ; 

de  là  résulte  que  le  second  membre  de  l'équation  résul- 
tante est  nul,  et  par  suite  qu'il  en  est  de  même  de  A. 
Nous  ne  nous  sommes  occupés  jusqu'ici  que  de  la 
marche  de  la  lumière  à  travers  une  suite  de  milieux 
homogènes  successifs  ayant  chacun  des  dimensions  finies 
et  une  densité  particulière  n'obéissant  d'ailleurs  à  aucune 
loi.  Le  problème  ainsi  posé  ne  convient  pas  aux  cas  de 
la  nature^  en  réalité,  on  n'a  à  considérer  qu'un  seul 
milieu,  non  homogène  et  dont  la  densité,  bien  déter- 
minée en  chaque  point,  varie  d'un  point  à  l'autre  et  est 
une  fonction  en  général  continue  des  trois  coordonnées 
a:,  j^  z  qui  fixent  la  position  du  point  du  milieu  auquel 
elle  se  rapporte.  Les  points  pour  lesquels  la  densité  est 
la  même  appartiennent  à  une^  surface  et  ne  constituent 
pas  un  volume  ou  un  milieu. 
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L'indice  absolu  de  réfraclioii  est  également  bien  dé-- 
Gni  pour  chaque  point  M  de  Tespace,  mais  varie  d'une 
manière  continue  avec  la  position  de  ce  point.  11  n'est 
autre  que  celui  qui  se  rapporte  au  passage  de  la  lumière 
du  vide  dans  un  milieu  de  dimensions  finies,  ayant  partout 
la  même  densité  que  le  milieu  considéré  au  point  M. 
Enfin  il  existe  des  surfaces  d'égal  indice  absolu  de  ré- 
fraction, lesquelles  coïncident  avec  celles  d'égale  densité 
et  jouent  le  même  rôle  que  les  surfaces  de  séparation  de 
deux  milieux  consécutifs. 

Quant  a  la  marche  de  la  lumière,  il  est  évident  qu'elle 
s'eilectue  non  plus  sur  un  polygone,  mais  sur  une 
courbe,  et  que  celle-ci,  d'après  le  théorème  que  nous 
avqps  démontré  en  dernier  lieu,  jouit  de  la  propriété 
d'être,  parmi  toutes  les  courbes  qui  joignent  le  point  de 
départ  A  de  la  lumière  au  point  d'arrivée  B,  celle  qui 
rend  minimum  l'intégrale  fnds^  où  s  est  l'arc  de  la 
courbe  compté  à  partir  de  A,  /2  l'indice  absolu  de  réfrac- 
tion du  milieu  pour  l'extrémité  de  5  et  qui  s'étend  depuis 
A  jusqu'à  B.  C'est  cette  propriété  que  nous  prendrons 
comme  définition  de  la  trajectoire  lumineuse,  et  l'on  va 
voir  qu'elle  conduit  aisément  aux  équations  diflércn- 
tielles  de  cette  courbe. 


§  II.    —   Equations  différentielles 

DE    LA    TRAJECTOIRE    LUMINEUSE. 

Soient  AMB  la  trajectoire  lumineuse  allant  de  A  en  B 
et  AjVf  B  une  courbe  quelconque  inliniment  voisine  ayant 
les  mêmes  extrémités.  Considérons  les  valeurs  de  l'inté- 
grale fnds  définie  précédemmiîiU  :  i""  pour  AMB, 
2®  pour  A  M' B,  et  appelons  fnds  et  f  n'  ds'  ces  valeurs. 

D'après  la  définition  même,  fnds  étant  plus  petit  que 
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toutes  les  valeurs  de  fn!d^^  la  différence 

fn'ds'  —  fnds 

devra  être  nulle  en  négligeant  les  in&niment   petits  du 
deuxième  ordre.  Évaluons  donc  cette  différence. 

Il  s'agît,  comme  on  voit,  de  la  différence  de  deux 
sommes^  or  le  moyen  le  plus  simple,  en  pareil  cas,  con- 
siste à  faire  correspondre  à  chaque  élément  de  la  pre- 
mière somme  un  élément  convenablement  choisi  de  la 
seconde,  à  prendre  la  différence  des  éléments  corres- 
pondants et  à  faire  la  somme  des  résultats  obtenus.  As- 


socions à  Pélément  de  la  première  somme  qui  se  rap- 
porte à  un  point  quelconque  M  de  AB  (Jig-  5)  Télément 
delà  seconde  somme  qui  se  rapporte  au  point  M'  de  AM'B 
pour  lequel  l'indice  absolu  de  réfraction  est  le  même 
qu'en  M  ;  nous  aurons  alors,  pour  la  différence  cherchée, 

fn{ds'—ds) 

ou,  à  un  intiniment  petit  près  du  second  ordre, 

/  /i  8  ds, 

en  représentant  par  la  caractéristique  o  les  différentielles 
totales  relatives  à  des  variations  qui  laissent  n  constant 
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et  qui,  par  suite,  correspondent  A  des  déplacements  eHec- 
tués  d'une  manière  quelconque  sur  une  surface  d'égal 
indice  absolu  de  réfraction.  La  condition  qui  définit  la 
trajectoire  lumineuse  est  donc 

(i)  fn^ds  =  Q. 

Mais  Xj  y^  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires 
d'an  point  du  milieu  et  la  caractéristique  d  représen- 
tant toujours  les  différentielles  relatives  à  un  déplace- 
ment effectué  sur  la  courbe  AMB,  on  a 

d'où 

lds=^ldx-r  ^ldy-r~ldz^ 

ds  ds      '^        ds 

l'équation  (i)  prend  donc  la  forme 

que  Ton  peut,  en  intervertissant  Tordre  des  différentia- 
tions  correspondant  à  e/  et  à  S  dans  chaque  terme, 
écrire  ainsi 

(  2  bis)      \  ^-j-  ^^^  "^  /  '^  7y    ^^y  "^  I  ^TT  ^^^  ~  ^' 
Intégrons  par  parties  ;  le  premier  terme  donne 

f  «  -^  8a:  j    étant  la  différence  des  valeurs  de  n  -j-  ox, 

pour  les  limites  des  intégrales,  c'est-à-dire  pour  les 
extrémités  de  la  trajectoire  lumineuse;  maison  a  û.r=  o 
à  ces  deux  extrémités,  puisque,  lorsqu'on  passe  de  AÎllB 
k  AM'B, les  extrémités  sont  conservées;  donc 

dx   ,^  C  ^     ^     dx 


fn^^dZx=-J^œd.n± 
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Ou  verrait  de  même  que 

j  n^^doz  =  -Jozd.n^^; 
doue  l'égalité  (2  bis)  devient 

Les  dirtërentielles  totales  Sx,  3j-,  03  ne  sont  pas»entîère- 
ment  indépendantes,  mais  elles  ne  sont  liées  que  par  une 
seule  relation,  celle  qui  exprime  que  ces  diilërenti elles 
laissent  n  constant  et  qui  est 

an  ^  dn  ^  f)n  ^ 

—  0.;.'  -I-  -—  oy  -+-  -—  o>3  =  o  ; 
du:  Oy    ^         Oz 

en  tirant  de  cette  relation  la  valeur  de  Zz  en  fonction  Je 
Sx  et  de  ùy  et  la  portant  dans  Téquation  (3),  on  obtient 

()n  \  /  dn 

àx  dz\       -^     /    ,      dy        ^y    j     ^^ 

On      '     ds  J        -^  \      ■"  ds  ~~  'an      '^  ds 

OÙ  dès  lors  ox  et  ùy  sont  tout  à  fait  quelconques  en 
grandeur  et  en  signe  5  on  voit  par  là  que  Ton  doit  avoir, 
en  tous  les  points  de  la  courbe, 

On  On 

,  ,.     j      dn        Ot    j     dz  .      dy        ày    ,      dz 

(  i  )    d.n  -, — —  d.n  -—  =  o,  d.n  ~ ^  d.n  -r-  =  0; 

ds         On  ds  ds        On  ds 

ôz  âS 

car^  s'il  en  était  autrement,  on  pourrait  disposer  de  Sx  et 
de  ùy  de  façon  que  les  éléments  de  l'intégrale  fussent 
tous  de  même  signe,  et  l'intégrale  ne  serait  pas  nulle. 
Les  conditions  (4),  que  Ton  écrit  ordinairement  sous 
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la  forme  d'une  suite  de  rapports  égaux, 

,      dx         ,      dy         ,      dz 

d.n--r'       d.n  -f-   d-n  -r- 

,  ,  .  as  ds  ds 

(46«)  -— rr = , 

On  On  On 

ôx  dy  Oz 

sont  les  équations  dinérentielles  de  la  trajectoire  lumi- 
neuse. Ces  équations  ne  peuvent  être  intégrées  que  dans 
des  cas  très  particuliers;  mais  elles  fournissent  plusieurs 
résultats  utiles  que  nous  allons  faire  connaître. 


§  III.  —  Propriétés  générales  des  trajectoires 

LUMINEUSES. 

Ajoutons  terme  à  terme  les  rapports  (4  bis,  §  II),  après 
avoir  eflectué  les  diUérentiations  indiquées  et  avoir  multi- 

dx 
plié  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  -7-»  les  deux 


termes  du  second  rapport  par^j  les  deux  termes  du 
troisième  rapport  par  ~  ;  il  viendra,  pour  la  valeur  com- 
mune des  trois  rapports, 

[\ds  J  \ds  /        \ds  /  j  \ds       ds        ds      ds       ds      ds / 

an  dx       On  dy       an  dz 
Ox   ds        Oy  ds       Oz   ds 

ou  simplement  ds^  à  cause  des  relations 

dx      dx       ày      dy        dz    .dz  _ 
ds       ds        ds      ds        ds      ds  ~    ^ 


On  dx       an  dy        On  dz 

dn 

Ox   ds    '    Oy  ds    '  Oz  ds 

ds 

(  Mè  ) 

Cela 

posé, 

on  aura  les  trois 

équations 

ds 

dn 

ds 

dn 

ds 

an 

dont  l'emploi  simultané  offre  de  grands  avantages,  mais 
qu'il  ne  faudrait  cependant  pas  regarder  comme  distinc- 
tes, car,  en  réalité,  elles  se  réduisent  h  deux. 

Si  Ton  effectue  enfin  les   difFérentiations  indiquées 
dans  les  équations  (5),  on  trouve  les  relations  suivantes 
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d- 

dn  dx              ds 
ds   ds  ^^        ds 

dn 

dn  dy    _    ^       ds 
ds    ds    '   "^     ds 

dn 

d— 

dn  dz               ds 
ds  ds-^"    ds 

dn 

=  ■55' 

qui  se  résument  en  une  propriété  géométrique  élégante, 
donnant  sur-le-cbamp  tout  ce  que  Ton  connaît  de  gé- 
néral sur  les  trajectoires  lumineuses. 

On  sait  que  77"»  ^>  ^  sont  les  cosinus  des  angles  que 

la  tangente  positive  à  la  courbe  AMB  fait  avec  les  axes  des 
coordonnées  et  qu'en  appelant  p  le  rayon  de  courbure, 
jdx  dy         j  dz 

ff  //"  fT 

p  —r-  >  p  -—r-  y  p  —5—  sont  les  cosinus  des  angles  que 

la  normale  principale  prolongée  de  la  courbe  vers  le 
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centre  de  courbure  fait  avec  les  mêmes  axes  ;  donc  les 

dn  dx      dn  dy      dn  dz     , 
premiers    termes    j-  -r-'   -r-  -t->   —r-r   des    premiers 

*  as    ds       ds    ds       ds  ds  *-^ 

membres  des  trois  équations  (5  bis)  sont  les  projections 

Fig.  6. 


respectives  sur  Taxe  des  x,  sur  Taxe  des^  et  sur  Taxe 


dn 


des  z,  d'une  droite  MT  égale  à  -r-  et  dirigée  suivant  la 


tangente  positive  à  la  trajectoire  lumineuse,  et  les  se- 


,dy 


,  dx 

,  ds         ^  ds 

conds  termes  n  —z — >  n  —. —  >  « 
ds  ds 


,  dz 

Ts 


-^  des  premiers  mem- 
bres des  mêmes  équations  sont  les  projections  respec- 
tives sur  Taxe  des  x,  sur  Taxe  des  y  et  sur  Taxe  des  r, 

d'une  droite  MC  égale  à  -  et  dirigée  suivant  la  normale 

allant  de  la  courbe  au  centre  de  courbure  ;  d'ailleurs  les 

seconds  membres  ;r-'  3—'  J~  ^^*  équations  (i  his)  sont 

les  projections  respectives  sur  Taxe  des  x,   sur   Taxe 
des  y  et  sur  Taxe  des  z  d'une  droite  MN  égale  à 

et  ayant  pour  cosinus  directeurs 


an 

an 

dn 

âx 

^ 

dz 

A    ' 

A    ' 

A 
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c'est-a-dire  qui  est  dirigée  suivant  la  normale  à  la  sur- 
face d'égal  indice  absolu  de  réfraction  /t  =  const.  Cela 
étant,  on  conclut  du  théorème  fondamental  des  projec- 
tions que  la  droite  MN  est  la  résultante  géométrique 
des  deux  droites  MT  et  MC,  et  par  conséquent  que  le 
point  M  de  la  trajectoire  lumineuse  et  les  trois  points  T, 
N  et  C  précédemment  définis  sont  les  sommets  d'un  pa- 
rallélogramme qui,  à  cause  de  laperpendicularitéde  MC 
et  de  MT,  est  ici  un  rectangle.  Ce  théorème  de  Géomé- 
trie équivaut  aux  trois  équations  (5  bis);  il  montre  im- 
médiatement que  le  plan  d'incidence  TMIV  coïncide 
avec  le  plan  osculateur  TMC  de  la  trajectoire  lumineuse 
et  que  Tangle  d'incidence  TMN  =  i  a  pour  tangente 
TN  _  MC  _  _n_ 
TM  ■"  TM  ~"      dn  ' 

Ce  dernier  résultat 

nous  sera  plus  tard  d'une  grande  utilité;  on  en  déduit 

d'abord 

d»  .  dn 

—  =  tangi  — 

et,  en  intégrant  depuis  l'origine  A  jusqu'à  l'extrémité  B 
de  la  trajectoire  lumineuse. 

Or  deux  cas  sont   à  distinguer  :  la   trajectoire  peut 
être  plane  ou  gauche. 

Dans  le  premier  cas,  l'intégrale   T  —  est  évidemment 

l'angle  que  forment  les  tangentes  à  la  courbe  lumineuse 
en  ses  extrémités  A  et'B,  et  par  suite  ce  qu'on  appelle  la 
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réfraction  totale  qu'éprouve  la  lumière  pendant  tout 
son  trajet.  Ainsi  Tévaluation  de  cette  réfraction,  qui  est, 
en  définitive,  Tobjet  véritable  du  problème  à  résoudre, 

se  ramène  à  celle  de  l'intégrale   /  tangi 

Si  la  trajectoire  lumineuse  n'est  pas  plane,  Tintégrale 
/  tangi  — y  quoique  moins  utile,  a  encore  une  significa- 
tion remarquable. 

Supposons  que  les  rayons  lumineux  considérés  soient 
ceux  qui  émanent  d'une  étoile  et  que  le  milieu  traversé 
par  ces  rayons  soit  Tatmosphère;  menons  par  l'œil  de 
lobservateur  des  rayons  de  la  sphère  céleste  respective- 
ment parallèles  aux  différentes  tangentes  à  la  courbe  lu- 
mineuse, depuis  celle  qui  répond  au  point  A  jusqu'à 
celle  qui  correspond  au  point  B^  les  extrémités  de  ces 
rayons  seront  les  positions  apparentes  de  l'étoile  pendant 
le  temps  que  la  lumière  émanée  de  l'étoile  met  à  tra- 
verser l'atmosphère;  donc  le  lieu  de  ces  extrémités  sera 
Tare  de  courbe  que  paraîtra  décrire  l'étoile  dans  le  même 

temps  et  l'intégrale   /  —  sera  ce  que  nous  avons  appelé 

la   distance    angulaire    correspondant    à    cet  arc    de 
courbe. 

§  IV.  ~  Mouvement  de  la  lumière  émanée  d'une 

ÉTOILE,  A  TRAVERS  l'aTMOSPHÈRE,  DANS  LE  CAS  OU 
LA  DENSITÉ  DE  CELLE-CI  NE  DÉPEND  QUE  DE  LA  DIS- 
TANCE   AU   CENTRE   DE  LA  TeRRE. 

Nous  allons  appliquer  les  résultats  généraux  qui 
précèdent  à  un  cas  particulièrement  utile  en  Astrono- 
mie, celui  où  il  s'agit  d'un  rayon  lumineux  qui,  émanant 
d'une  étoile,  c'est-à-dire  partant  du  vide,  arrive  en  un 
point  de  la  surface  de  la  Terre,  après  avoir  traversé  la 


(  ;i5u  ) 

masse  gazeuse  appelée  atmosphère.  Nous  supposerons, 
comme  on  le  faît  communément,  que  la  Terre  est  sphé- 
rique  et  que  les  surfaces  d'égale  densité  ou  d*égal  in- 
dice absolu  de  réfraction  de  F  atmosphère  sont  des 
sphères  concentriques  à  la  Terre;  nous  conserverons 
d'ailleurs  les  mêmes  notations  que  dans  ce  qui  précède. 
Cela  posé,  si  nous  prenons  le  centre  de  la  Terre  pour 
origine  des  coordonnées,  n  sera  une  fonction  de 

les  dérivées  partielles  3- >  —  ?  -r- seront   donc  respecti- 

*  ôx    dy    àz  *■ 

vement  proportionnelles  à  x^y^  z  et  les  deux  équa- 
tions (4  his)  de  la  trajectoire  lumineuse  deviendront 

X  y  z         ^ 

que  nous  remplacerons  par  les  trois  suivantes  : 

JÈ      dy  j     dz 

I       ,      dz  .      dx 

(1)  <  xa,n  -j zd.n  -r-  =  o, 

^  as  ds 

,     dx  j      dy 

yd.n  -5 xd.n  -j-  =  o. 

•^         ds  ds 

Les  premiers   membres   sont  ici   des    différentielles 
exactes.  En  effet, 

j     dy  ,     dz 

zd.n  -Y Yd.n  ^- 

ds       '^         ds 

j        dy  dy  dz        ,        dz  dzdy 

=  d.nz  — n  -^ —  —  d,ny  -7-  -h  /i  — -H^ 

ds  ds  '^  ds  ds 
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Tome  11.  —  Calcul  intégral. 

Fascicule  I.  —  Partie  élémentaire (  Sous  pi  esse.) 

Fascicule  II,  —  Partie  complémentaire. .«• {Sous  presse.) 

En  offrant  cet  Ouvraj^e  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  la  séance  du 
'Aj  juin  1887,  M.  Boussinesq  s'est  exprime  ainsi  : 

Ce  Cours  d'Analyse  s'adresne  surtout  aux  physiciens,  naturalistes,  élèves  in{;é- 
nieurâ;  philosophes»,  etc.,  peu  habitués  au  maniement  des  furmuies  al{>ebriques, 
niuis  qui  éprouvent  le  besoin,  pour  leurs  études  propres,  de  connaître,  dans  son 
«-f^prit  et  dans  ses  principaux  résultats,  le  calcul  des  infiniment  petits  ou  des 
loiictîons  continues. 

J 'espère,  en  Icb  conduisant  pus  à  pas  par  les  voies  qui  m'ont  paru  les  plus  iu- 
tuitivea,  les  mieux  appropriées  à  nolie  sentiment  naturel  de  la  (jiaduclle  variation 
ile>  choses,  les  y  faniilinriser  avec  les  idées  et  les  méthodes  qui  ont  valu  à  ce 
puissant  iusirumenl  intellectuel,  toujours  en  voie  d'aerroisbement  depuis  le 
xvir  siècle,  sa  merveilleuse  coopération  aux  pro(;rês  des  Sciences  de  la  nature  et 
uni*  place  presque  aussi  {;raude  dans  rensei[;nen:ent  des  Ecoles  technique^  que 
dans  celui  de  nos  Facultés. 

BRISSE  (Ch.)«  Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Con- 
<it)rcct,  Répétiteur  de  Géométrie  descriptive  à  l'École  Polytechnique.  - 
Cours  de  Géométrie  descriptive. 

!•  Partie,  à  l'usage  des  élèves  de  la  Classe  de  Mathématiques  élémen- 
taires. Grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texte;  188-2 5  fr. 

II*  Pabtie,  à  l'usage  des  élèves  de  la  Classe  de  Mathématiques  s[)éciales. 
Grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1887 7  fr. 

DARBOUX  (Gaston).  —  Cours  de  Géométrie  de  la  Faculté  des  Sciences. 
—  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  et  les  applications 
géométriques  du  Calcul  infinitésimal.  Deux  volumes  grand  in-8,  avec 
tigures,  se  vendant  séparément  : 

I"  Partie:  Gene'ralitéx. Coordonnées cnn^ili^nes.  Surfaces  nànima;  1887. 

i5  fr. 

II*  Partie  :    Théorie  des  systèmes  de  rayons  rectiii<^nes.  —  Formules 

de    Codazzi,  Lignes  géodésiqucs.    Théorie  des  surfaces  applicables  sur 

une  surface  donnée (  Sous  presse.  ) 

R0UCH£  (Eugène),  Professeur  à  l'École  Cenirale,  Examinateur  de  sorlie  a 
rÉcole  Polytechnique,  etc.,  et  GOMBEROUSSE  (Charles  de),  Professeur 
à  l'École  Centrale  et  au  Conservatoire  des  Arts  et  iMétiers,  etc.  —  Traité 
de  Géométrie,  conforme  aux  Programmes  ofliciels,  renfermant  un  très 
;rrand  nombre  d'Exercices  et  plusieurs  Appendices  consacrés  à  l'exposiliou 
lies  Principales  méthodes  de  i.a  Géométrie  modeum:.  j*"  édition,  revue 
et  notablement  augmentée.  In-8  de  xux-^GG  pages,  avec  (m  G  ligures  dans 
le  texte,  et  logS  questions  proposées;  188 i iG  Ir. 

Prix  (le  chu  (pie  Partie  : 

r*  Partie.  —  Géométrie  plane 7  fr . 

lï*   Partie.    —     Géométrie    de    l'cspncc;    Courbes    cl    surfaces 
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el  de  même 


,     d*           .      dr        .[     /     ds 
s,d.n^-zd.n^==dyn{x.^-  - 

_dr\ 

~-di)y 

.     dx           .     dy        .[     /    dx 
yd.n^-xd.n-^^=dYn{y^j- 

on  peut  donc  faire  immédiatement  une  première  inté- 
gration pour  chaque  équation  et,  en  appelant  C,  C,  C"^ 
des  constantes  arbitraires,  on  trouve  les  trois  équations 
diflTérentielIes  du  premier  ordre 


\ 


(     dy  dz\ 


C, 


lesquelles,  bien  entendu,  ne* sont  pas  distinctes  et  se 
réduisent  à  deux. 

Ces  dernières  équations  conduisent  encore  à  une  autre 
qui  est  en  termes  finis;  ou  n'a  qu'à  multiplier  la  pre- 
mière par  j?,  la  deuxième  par^^,  la  troisième  par  z  et  à 
ajouter  membre  à  membre,  ce  qui  donne 

o  =  Cx-hCy-+'G'z, 

On  voit  alors  que  Ton  peut,  en  définitive,  prendre 
pour  les  deux  équations  qui  définissent  complètement 
la  trajectoire  lumineuse  Téquation  en  termes  finis 

(a)  Cx-hCy-hCz  =  o. 

et  l'une  des  équations  difierentiellcs  du  premier  ordre  (i), 
l'équation 

par  exemple. 

L'équation  (a)  montre   que    le    rayon  lumineux  se 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  l.  VI  (\oùl  1887).  24 


(  354  ) 
meut  dans  un  plan  passant  par  Torigine;  ce  plan  n  est 
autre  que  le  plan  appelé  vertical  qui  contient  le  rayon 
lumineux  à  un  moment  donné,  au  moment  où  il  pénètre 
dans  l'atmosphère  ou  lorsqu'il  parvient  à  l'œil  de  Tob- 
scrvateur. 

L'équation  (6)  est  également  susceptible  d'une  inter- 
prétation géométrique  :  en  eflet,  d'après  une  formule 
connue,  y  dx  —  x  djesl  la  projection  sur  le  plan  des  x^' 
du  double  de  l'aire  infiniment  petite  d<T  décrite  par  le 
rayon  vecteur  r  de  la  trajectoire  et  par  conséquent  est 
égal  au  produit  de  id^  par  le  cosinus  de  l'angle  u>  du 
plan  de  la  trajectoire  avec  le  plan  des  xj]  mais  dv  est 
la  surface  d'un  triangle  ayant  ds  pour  base  et  pour  hau- 
teur la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  Terre 
sur  la  tangente  à  la  trajectoire,  c'est-à-dire  rsini^  donc 

n{y  dx  —  X  dy)^  nr  s\nico%ii^^ 

donc  l'équation  (6)  peut  s'écrire 

nr  sint  costo  =  C, 

ou  simplement 

nr  sin/  -  K, 

K  étant  une  nouvelle  constante. 

La  constante  K  est  facile  à  déterminer  :  si  nous  appe- 
lons a  le  rayon  de  la  Terre,  /i©  Tindice  absolu  de  ré- 
fraction pour  la  couche  d'air  qui  est  en  contact  avec  la 

surface  de  la  Terre  et Za  Tangle  aigu  sous  lequel  le 

rayon  lumineux  vient  frapper  la  Terre,  de  façon  que  Za 
soit  la  distance  zénithale  apparente  de  l'astre  après  que 
la  lumière  émanée  de  l'astre  a  traversé  toute  l'atmo- 
sphère, il  est  évident  que  iiQaûnZa  est  la  valeur  parti- 
culière de  nrs\\\i  qui  correspond  à  l'extrémité  de  la 
trajectoire-,  cette  expression  est  donc  égale  à  la  con- 
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stante  K  et  nous  pouvons  écrire 

(c)  nrsin/ = /toasin^a- 

Nous  terminerons  là  ce  qui  se  rapporte  à  la  recherche 
de  la  trajectoire  lumineuse.  La  détermination  complète 
de  cette  trajectoire  n'est  pas,  en  effet,  indispensable  pour 
le  but  que  nous  voulons  atteindre  ;  ce  qu'il  importe  de 
connaître,  c'est  le  changement  de  direction  subi  par  le 
rayon  lumineux  depuis  le  moment  où  il  pénètre  dans 
l'atmosphère,  jusqu'à  celui  où  il  parvient  à  la  surface 
de  la  Terre,  c'est-à-dire  ce  que  nous  appellerons  la  ré- 
fraction  totale  R.  Or,  la  trajectoire  lumineuse  étant 
plane,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  la  réfraction  to- 
tale R-  est  l'angle  que  forment  les  tangentes  aux  extré- 
mités de  cette  courbe  et  par  conséquent  a  pour  valeur, 
d'après  un  résultat  obtenu  à  la  fin  du  paragraphe  III, 

l'intégrale  définie  /  tangi  —  >  étendue  de  l'origine  à  l'ex- 
trémité de  la  courbe  lumineuse.  C'est  de  l'évaluation  de 
cette  intégrale  que  nous  allons  exclusivement  nous  oc- 
cuper dans  ce  qui  va  suivre. 

§  V.  —  Relations   entre    les   divers    éléments 
DE  lithosphère.  —  Transformations  de  l'in- 


tégrale DEFINIE 


tangi — 

ne  peut  être  entreprise  qu'après  avoir  mis  celle-ci  sous 

f     ^{x)dx^  où  X  désigne  la  variable  que  Ton 

choisit  pour  fixer  les  différents  points  de  la  trajectoire 
lumineuse,  cp(x)  une  fonction  bien  déterminée  de  x^ 
et  Xq  et  X  les  valeurs  particulières  de  x  qui  se  rappor- 
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tent  aux  extrémités  de  la  courbe.  Or,  dans  Tétat  actuel 
de  nos  connaissances  sur  la  constitution  de  l'atmo- 
sphère, ce  premier  pas  est  absolument  impossible  a  fran- 
chir, quelle  que  soit  d'ailleurs  la  transformation  que  l'on 
fasse  subir  à  l'intégrale.  En  effet,  les  différentes  quan- 
tités qui  se  rapportent  à  un  point  M  de  l'atmosphère 
sont,  indépendamment  du  rayon  vecteur  r  et  de 
l'indice  absolu  de  réfraction  n  déjà  considérés,  la  den- 
sité p,  la  pression  p  rapportée  à  l'unité  de  surface,  la 
gravité  g^  c'est-à-dire  l'attraction  terrestre  rapportée  à 
l'unité  de  masse,  ou  bien  encore,  d*après  ce  que  l'on 
démontre  enMécanique,  l'accélération  du  mouvement  des 
corps  pesants  dans  le  vide,  la  température  T  indiquée 
par  le  thermomètre  centigrade  et  la  hauteur  baromé- 
trique H;  elles  ne  sont  pas  reliées  entre  elles  par  un 
nombre  de  relations  suffisant  pour  permettre  d'exprimer 
les  quantités  dont  on  a  besoin  en  fonction  de  celle 
d'entre  elles  qui  est  prise  comme  variable  indépendante 
et  qui  fixe  la  position  des  différents  points  de  la  trajec- 
toire lumineuse.  La  seule  chose  que  Ton  puisse  faire, 
c'est  de   se  servir  des  relations  connues  pour  mettre 

tangi  —  sous  différentes  formes  et  de  voir  si,  parmi  ces 

formes  diverses,  il  n'en   est  pas  une  qui,    au  moyen 
d'hypothèses  permises  et   de  restrictions  convenables, 

tangi  — ,  sinon  exac- 
tement, du  moins  avec  une  approximation  suffisante 
pour  les  applications. 

Avant  de  rappeler  les  lois  auxquelles  sont  soumises 
les  quantités  r,  /z,  p,  y?,  g^  T,  H  définies  précédemment 
et  auxquelles  on  donne  le  nom  X éléments  de  l'atmo- 
sphère, il  ne  sera  pas  inutile  de  bien  préciser  le  sens  que 
nous  donnerons  à  ces  éléments.  Deux  d'entre  eux,  n  et  T, 
sont  des  nombres  abstraits  d'après  les  définitions  mêmes  : 
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ils  ne  donnent  donc  lieu  à  aucune  difQculté^  les  cinq 
autres  seront  aussi  regardés  comme  des  nombres  abs- 
traits, mais  ces  nombres  n'auront  rien  d'absolu,  ils  ré- 
sulterout  de  certaines  conventions  et  de  certaines  pro- 
priétés géométriques  ou  mécaniques.  On  sait  qu'en 
Mathématiques  il  existe  trois  entités  essentielles  et  irré- 
ductibles :  la  longueur  ou  portion  de  droite,  Tintervalle 
de  temps,  la  masse  d'un  corps.  On  convient  de  remplacer 
une  longueur,  un  intervalle  de  temps,  une  masse,  pris 
chacun  dans  des  circonstances  bien  déterminées  et  con- 
nues, par  des  nombres  arbitrairement  choisis,  de  manière 
à  fixer  ce  qu'on  appelle  les  unités  de  longueur,  de 
temps  et  de  masse;  toutes  les  longueurs,  tous  les  in- 
tervalles de  temps,  toutes  les  masses,  sont  alors  rempla- 
cés par  des  nombres  déterminés,  car  les  rapports  de 
deux  longueurs,  de  deux  intervalles  de  temps,  de  deux 
masses  sont  des  nombres  abstraits  bien  définis.  Quant 
aux  nombres  représentant  les  autres  éléments,  nous  les 
fixerons  au  mojen  des  égalités  suivantes,  que  l'on  em- 
prunte à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique  et  qu'on  dé- 
montre être  vraies  pour  tous  les  cas,  dès  qu'elles  ont 
lieu  dans  un  cas  particulier.  Le  nombre  qui  représente 
une  surface  de  forme  rectangulaire  est  égal  au  produit 
des  nombres  qui  représentent  la  base  et  la  hauteur  et  le 
nombre  qui  représente  un  volume  de  forme  prismatique 
est  égal  au  produit  du  nombre  qui  représente  la  surface 
de  la  base  par  le  nombre  qui  représente  la  hauteur.  Si 
Ton. fait  osciller  un  pendule  simple  dans  le  vide,  le 
nombre  t  qui  représente  la  durée  d'une  oscillation,  le 
nombre  /  qui  représente  la  longueur  du  fil  de  suspen- 
sion et  le  nombre  g  qui  représente  la  gravité  sont  liés 
par  la  relation 


-■v/|- 
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Le  nombre  qui  représente  la  masse  d'un  corps  est  égal 
au  nombre  qui  représente  le  volume  multiplié  par  le 
nombre  qui  représente  la  densité  ;  enfin  le  nombre  qui 
représente  le  poids  d'un  corps  est  égal  au  produit  du 
nombre  qui  représente  la  masse  par  le  nombre  qui  re- 
présente la  gravité. 

Revenons  maintenant  aux  lois  qui  régissent  les  élé- 
ments de  l'atmosphère,  en  supposant  d'ailleurs  ceux-ci 
préalablement  évalués  en  nombre  :  ces  lois  sont  au 
nombre  de  quatre  et  consistent  en  des  relations  entre  les 
valeurs  générales  de  r,  n^  p^  p,  g^H  des  éléments  de 
l'atmosphère  et  les  valeurs  particulières  r^^  nl^  p\  p'^ 
^^  H'  qui  se  rapportent  à  un  point  déterminé  M'. 

1°  Loi  des  puissances  réfractives.  —  La  fonction 
71'  —  I  de  l'indice  absolu  de  réfraction  /i,  appelée  puis- 
sance réfractive,  est  proportionnelle  à  la  densité  p  ;  par 
conséquent  on  a 

2®  Loi  de  Mariotte.  —  Si  en  un  point  quelcon- 
que M  de  l'atmosphère  on  considère  un  volume 
d'air  V  répondant  à  une  masse  déterminée,  ce  volume, 
préalablement  ramené  à  la  température  de  o",  c'est- 
à-dire  remplacé  par  ce  qu'il  devient  lorsque  la 
température  passe  de  sa  véritable  valeur  T  à  la  va- 
leur o,  est  en  raison  inverse  de  la  pression  p.  Or  au 
volume  V  à  la  température  T  correspond  le   volume 

y 

7^  à  la  température  de  o°,  m  étant  le  coefficient 

0,003671  de  dilatation  de  l'air;  donc  le  produit ^ 

est  constant.  Mais,  V  répondant  à  une  masse  constante, 

Vp  est  aussi  constant:  donc  -; — — — ^rrr  est  constant,  et 

^  '  p(i4-ml  )  ' 
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l'on  a 

(5)  4  =  41^. 

^  />         p    I  H-  /nT 

3*"  Loi  de  la  gravitation.  —  On  sait  qu'en  appe- 
lant f  l'attraction  exercée  par  une  masse  égale  à  i  sur 
une  autre  masse  égale  à  i  placée  à  une  distance  égale 
à  I  de  la  première,  l'attraction  exercée  par  la  Terre, 
dont  nous  désignerons  la  masse  par  [x,  sur  une  masse 
égale  à  m  placée  en  un  point  quelconque  M  de  Tatmo- 

sphère,  est  — ~^;  donc  la  gravité  en  M  est  ^  ;  par  suite, 

gr^  est  constant  et  l'on  a 


(O 


^r«  =  ^'r'«  ou  f  =  (-)*• 


4"   Loi     DBS    HAUTEURS     BAROMÉTRIQUES.    Pour    Un 

corps  incompressible,  le  poids  est  proportionnel  au  pro- 
duit de  la  gravité  g  par  le  volume  préalablement  ramené 
à  la  température  de  o**.  Or  la  pression  p  est  le  poids 
d'un  volume  de  mercure  égal  à  H  à  la  température  T  et 

par  conséquent  égal  à  -=-^  à  la  température  o",  eu 

appelant  M  le  coefficient  o»  000179  de  dilatation  du  mer- 
cure; donc  p  est  proportionnel  à         ..^;  donc  on  a 

^^  p'     ir  g'  i-f-MT' 

Les  relations  (a),  (J),  (c),  (d)  ont  été  établies  en 
regardant  les  points  M  et  M'  comme  tout  à  fait  quelcon- 
ques et  sans  fixer  les  unités  de  longueur,  de  temps  et 
de  masse.  Or  supposons  d'abord  que  le  point  M'  appar- 
tienne à  la  couche  de  l'atmosphère  qui  est  en  contact 
avec  la  Terre  et  soit  dans  ce  qu'on  appelle  les  conditions 
atmosphériques  normales^  c'est-à-dire  celles  pour  les- 
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quelles    le    ihermomètre    et    le   baromètre    marquent 
simultanément  zéro  et    o^^yô^   nous    aurons  d'abord 
T'  =:  o,  et,  d'après  les  expériences  de  Bîot, 

n'*  —  I  =  G,  000588768. 

Prenons  ensuite  la  longueur  du  mètre  pour  unité  de 
longueur,  la*  masse  du  mètre  cube  d'air  pris  dans  les 
conditions  atmosphériques  normales  pour  unité  de 
masse;  et  choisissons  enfin  l'unité  de  temps  de  façon 
que  la  durée  de  l'oscillation  du  pendule  simple  dont  le 
fil  de  suspension  a  i"^  de  longueur  soit  représentée  par 
le  nombre  xa  ;  nous  aurons  sur-le-champ,  en  nous  rap- 
pelant ce  qui  a  été  dit  plus  haut  pour  la  détermination 
des  nombres  qui  expriment  les  diiférents  éléments  : 
H' =0,76;  /*'  qui  est  le  nombre  de  mètres  contenus 
dans  le  rayon  a  de  la  Terre  =6366788,  g:'=ii 
p'  =  I  ;  quant  au  nombre  p'^  nous  le  trouverons  en  ob- 
servant qu'il  est  égal  à  celui  qui  représente  le  poids 
d'un  .volume  de  mercure  exprimé  par  0,76  à  o**,  ou, 
d'après  les  expériences  de  Regnanlt,  à  celui  qui  repré- 
sente le  poids  d'un  volume  d'air  10017,3  fois  plus  grand 
et  pris  dans  les  conditions  atmosphériques  normales, 
lequel  poids  est  représenté  par  i  ;  donc 

/>'  =  o,76  X  io5i7,3  =  7993,  i47- 

Cela  posé,  les  relations  (a),  (J),  (c),  {d)  devien- 
dront 

(i)  /i«  — 1  =  0,000588768. p, 

(a)  />  =  7993,i47P(i-+-'»T), 

qui  permettront  d'exprimer  quatre  des  sept  éléments  de 
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l'atmosphère  en  fonction  des  trois  autres  et  d*eflectuer, 
en  supposant  que  le  point  M  soit  un  point  de  la  trajec- 
toire lumineuse,  toutes  les  transformations  que  Ton  peut 

//In. 
tangi — -Ajoutons,  toutefois, 

que  ces  transformations  nécessiteront  encore  la  connais- 
sance des  valeurs  des  éléments  pour  l'extrémité  B  de  la 
trajectoire  lumineuse.  Or,  en  supposant  que  le  point  M 
soit  un  point  M^  d'abord  quelconque  de  la  couche  qui 
est  en  contact  avec  la  surface  de  la  Terre,  ce  que  nous 
exprimerons  en  mettant  l'indice  zéro  aux  lettres  qui 
expriment  numériquement  les  différents  éléments,  les 
équations  (i),  (a),  (3),  (4)  deviendront 

/ij  — I  =  0,000688768  po» 

/'•=7993,i5p0(î-+-/nTo), 

/>o=  7993.15  3^^^:^, 

qui  déterminent  quatre  des  six  nombres  /le,  po9  /^09  oo» 
Tq,  Ho  en  fonction  des  deux  autres  ;  si  donc  on  prend 
pour  Mq  l'extrémité  B  de  la  trajectoire  lumineuse,  on 
voit  que  n\ —  i,  po,/?o  pourront  être  considérés  comme 
connus,  car,  B  étant  alors  le  lieu  de  l'observation,  T© 
et  Ho  seront  donnés  à  l'aide  du  thermomètre  et  du  ba- 
romètre, au  moment  de  chaque  observation. 
Nous  poserons,  pour  abréger, 

0,000688786  — 


76  (n-MTo)(ï-^mTo)  ' 

7993,i47(n-'»To)=p, 

3  et  ^  étant  des  constantes  connues,  ce  qui  nous  don- 
nera 

/io=/i-H2a,  ^  =  ?; 

Po 
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puis,  nous  bornant  aux  relations  qui  nous  seront  utiles, 
nous  écrirons 


n  =4/i-h2a  -, 
V                 Po 

P9  ~  Po   i-h  wTo 

ou,  plus  simplement, 

i-hmT 

/l  =  /l  -h'ÀOLUj 

en  posant 

Po 

Ces  dernières  relations  nous  permettent  de  donner 

tang£  —  la  forme  qui  doit  en    rendre 

l'évaluation  approchée  la  plus  simple  possible.  Choi- 
sissons celle  que  Ton  obtient  en  exprimant  i  et  n  en 
fonction  de  u  et  5,  ce  qui  rendra  d'abord  nécessaire  la  con- 
naissance, pour  ces  deux  variables,  de  leurs  valeurs  li- 
mites, c'est-à-dire  des  valeurs  qui  correspondent  à  la 
limite  inférieure  et  à  la  limite  supérieure  de  l'intégrale 
ou  encore  à  la  couche  supérieure  de  l'atmosphère  et  à 
la  couche  qui  est  en  contact  avec  la  Terre.  Or,  s'il  s'agît 

de  M  =  -^,  on  trouve  immédiatement  o  pour  la  limite  in- 
férieure et  I  pour  la  limite  supérieure^  s'il  s'agit  dei, 
la  relation  —  =  i  — s  montre  que  la  limite  supérieure 
est  o  et  que  la  limite  inférieure,  que  nous  appellerons  S, 
a  pour  valeur  i r:  = r^>  en  appelant  D la  hau- 
teur de  Tatmosphère,  laquelle  hauteur  ne  dépasse  pas 
75''™,  en  sorte  que 

75000  _    I 00000 

6366738  -h  75000  ~  8588984 

est  une  limite  supérieure  de  S. 

Observons  maintenant  que  la  valeur  de  n  est  fournie 


! 
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par  1  équation 

qui,  dîSërentiée  logarithmiquemcnt,  donne 

dn  _     oLdu 
n    ~~  I  -h  '-â  a  tt  ' 

quant  à  la  valeur  de  tang  i,  on  la  déduit  de  Téquation 

nr  sin  (  =  /lo  a  sin  Za, 

que  nous  avons  obtenue  dans  le  paragraphe  précédent, 
après  une  première  intégration  des  équations  diffé- 
rentielles de  la  trajectoire  lumineuse.  Si  Ton  y  intro- 
duit les  variables  u  et  5,  elle  devient 


V  1  -t-  2  01 

sint= (i  —  s)sînzai 

v/i  -r  aaa 

d'où  Ton  tire 


tange: 


/i-h2«M4/  I ~ sin* 


et,  en  divisant  haut  et  bas  par  cosza,  dans  le  second 
membre, 


tang.-=  y/i-^'^^(i-s)Vanirza 


Cela  étant,  on  a»  pour  la  réfraction  cherchée, 

n  r  Cin  , /*'  1  —  5 

i      r      (i-h2a)(i-5)n.     ,    r». 

X  J  I  -H     ï '-      VdïïS^Za  \      du. 

Celle  valeur  de  R  esl  exprimée  en  unilés  Irigonomé- 
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triques  ;  si  on  veut  Tavoir  exprimée  en  secondes,  il  faudra 
encore  la  diviser  par  sin  i''  ou  la  multiplier  par  206  a65 
et  Ton  aura  finalement 

R  =  av/iH-aa.ao6a65tangZa    /     j 

*^o    (iH-aaa)* 
1 

\      r      (n-2a)('i~*)*i       ,    r«. 


§  VI.   ~  Démonstration  de  quelques  propriétés 

QUI    FACILITENT    LA    DÉTERMINATION   DE   LA    RÉFRAC- 
TION  R. 

L'intégrale  définie  à  laquelle  nous  sommes  conduits, 
et  où  s  est  une  fonction  inconnue  de  u,  paraît  fii- 
senter  encore  de  grandes  difficultés;  on  peut  cepen- 
dant en  avoir  une  valeur  aussi  approchée  que  Ton  veut 
pourvu  que  tang^^  soit  suffisamment  petit.  Pour  le 
montrer  nous  établirons  d^abord  quelques  propriétés 
préliminaires  : 

Premier  lemhe.  —  On  a 

B 
u  ds  = —  -  dvy 
a 

aei  ^  ayant  la  même  signification  que  plus  haut. 

En  eflet,  on  sait,  ou  plutôt  on  suppose,  que  l'atmo- 
sphère est  en  repos  relatif  par  rapport  à  la  terre  sous 
Tinfluence  de  l'attraction  de  celle-ci,  ce  qui  revient  à 
dire  qu'elle  est  en  repos  absolu  sous  l'influence  de  son 
poids.  Or  la  condition  d'équilibre  d'une  masse  gazeuse, 
pour  laquelle  en  chaque  point  M  l'unité  de  surface  sup- 
porte la  pression  p  et  l'unité  de  volume  est  soumise  à 
l'influence  d'une   force  extérieure  F,  s'exprime  par  la 
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condition 

a/>  =  GeF, 

et)  représentant  par  la  caractéristique  8  les  diflerentielles 
totales  relatives  à  un  déplacement  infiniment  petit  quel- 
conque du  point  M  et  par  la  caractéristique  6^  ^^^  tra- 
vaux élémentaires  pour  le  même  déplacement  ^  mais,  dans 
le  cas  particulier  de  l'atmosphère,  F  a  pour  grandeur 
le  poids  de  l'unité  du  volume,  c'est-à-dire  le  produit  gp 
de  la  gravité  par  la  densité  et  pour  direction  celle  du 
rayon  vecteur  r  prise  en  sens  contraire,  de  sorte  que 
Çe'F= — gpdr:  donc  la  condition  d'équilibre  devient 

laquelle  entraîne  comme  cas  particulier 

en  désignant  toujours  par  la  caractéristique  d  les  ditlë- 
rentielles  relatives  à  un  déplacement  infiniment  petit 
effectué  sur  la  trajectoire  lumineuse. 

Introduisant  dans  cette  dernière  équation  i/,  v^  s  h  la 
place  de  pt  p^  r,  il  vient 

p^dv  ——  ^ —  ds, 


et,  à  cause  de  gr-  =  a^, 


uds=^--^dv 


f 

ou,  d'après  ladéfinition  de  p, 


3 

u  ds  =—  -  dv.  G.  Q.  P.  D. 

a 


Remarque.  —  La  propriété  précédente  conduit  immé- 
diatement à  la  valeur  exacte  de  l'intégrale  définie  /     s  du 
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et    à    une    limite    supérieure    de    l'intégrale    déCnic 
/    s^du^  qui  nous  seront  utiles. 
En  effet,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 


et 


mais  la  relation  1^=  u ?p-  montre  que  v  est  tou- 

jours  plus  petit  que  u,  car,  la  température  T  s'abaissant 
à  mesure  qu'on  s'élève  dans  l'atmosphère,  on  a 

n-mT<i-hmTt„ 
donc 


f  vds<    f  uds^-^  Ç   dv^\> 


donc 


jr'..rf«<a(|)'         ou  f\^du  =  .^(rp 


0  étant  un  nombre  compris  entre  o  et 
Deuxième  lemme.  —  L'expression 

I  -H  aa 


I  -h  10LU 

ou  la  suivante 


(I-*)* 


H-2aw— (i  -h  2a)(i  —  *)• 

est  toujours  positi\fe  pour  toutes  'valeurs  de  s^  de  o  à  S, 
et  pour  les  ^valeurs  correspondantes  de  ii. 
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Puisque  v  est  toujours  plus  petit  que  a,  il  sera  établi 
que 

est  positif,  si  nous  démontrons  qu'il  en  est  ainsi  de 

l-h  ^OLV  —(i  -j-  2a)(i--5)*. 

Or  cette  fonction  est  nulle  pour  5  =  0,  car  alors  v=:i  : 
il  suffit  donc  de  faire  voir  qu'elle  est  croissante  avec  s^ 
ou  que  sa  dérivée  par  rapport  ù  5 

ax-^  -f- 2(i-+-3a)(i  — *)    ou     2(n- aa)(i  — *)— a  ^  aa 

est  positive;  par  conséquent,  que  Ton  a 

a 
OU,  en  remplaçant  a  et  ^  par  leur  valeur, 

ar.a94384  -^  <  107.7993 i5(i-+- mTo)«(n- MTo). 
0,70 

Mais,  dans  les  applications  à  l'Astronomie,  on  sup- 
pose toujours 

o,63<  Ho <  0,789        et        —  3o<T(,<5o, 

ce  qui  donne 

o, 8^894  <  -^<i,o382, 

0,88987  <(i  -+-  mToX  I  ,i836, 

o, 99463  <(i  H-  MToX  i  ,00896, 
et 

u 

î, 9186493  <  lofi;  — ^  <  o,oi6aa8io, 
o,7t) 

'19493266  <  logd  -H  /wToX  o,o73'2o5o, 

î, 9976616  <  lopd  -I-  MToX  0,0038696. 

En  remplaçant,  dans  le  premier  membre  de  l'inégalité 
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qu'il  s'agît  de  vérifier,  r,  ii,  — ~  par  leur  valeur  maxima, 
c'est-à-dîre  r  par  a-f-D  =  644i738,  u  par  i, — ^par 

i,o382,  puis,  dans  le  deuxième  membre,  i  +  mTo, 
I  -h  MTo  par  leur  valeur  minima,  c'est-à-dire  i  4-  fnTg 
par  0,88987,  et  i  -f-  MT^  par  0,99468,  afin  de  se  placer 
dans  le  cas  le  plus  défavorable,  qui  est  celui  auquel  il 
suffit  d'avoir  égard,  on  voit  que  tout  se  réduit  à  vérifier 
l'inégalité 

6441738.294384.  i,o38a<  10'. 799315.0,08987*.  0,99463 

ou 


10». 6, 441738. 2, 9439.  i,o38a<  7, 99315.8,8987. 9, 9463 
ou,  afortioriy 


io«.6,44i8.2,9439.i,o38a<  7, 9931. 8, 8987.9,9463. 

Substituant  à  cette  inégalité,  l'inégalité  logarithmique 
correspondante  et  observant  que  :  1^ 

/.  10*  =  2 
/.6,44i8  =  0,8090072 
/.2,9439  =  0,4689231 
/.i,o382  =  0,0162810 

ce  qui  donne. . .       3,29421 1 3 

pour  le  premier  membre  de  la  nouvelle  inégalité,  et,  2" 

^•7»993i  =0,9027152 

2^.8,8987=  1,8986532 

/.9,9463  =  0,9976616 

ce  qui  donne. . .       3,7990300 

pour  le  second  membre,  on  voit  que  l'inégalité  loga- 
rithmique est  satisfaite  et,  par  suite,  que  l'inégalité  pri- 
mitive l'est  aussi.  (A  suivre.) 
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SOLUTION  DE  LA  QGESTIOIV  DU  GOXCOLRS  D  ADMISSION 
A  LÉGOLE  NORMALE  (1886); 

Par  m.  R.  DE  GRÈS, 

Ingénieur  civil. 


On  considère  les  courbes  du  troisième  degré  C, 
représentées  par  V équation  . 

(i)  a?*^ -h  «*a?  =  X, 

où  \  désigne  un  paramètre  imriable  : 

I**  Démontrer  quil  existe  deux  courbes  de  cette 
espèce,  tangentes  à  une  droite  quelconque  D  du  plan 
ayant  pour  équation 

(a)  y  =:  mx -\- p, 

et  calculer  les  coordonnées  (a,  P),   (a',  p')   des  deux 
points  de  contact  M  et  M'. 

Pour  qu'une  courbe  C  louche  la  droite  D  en  un  point 
dont  l'abscisse  est  x\  il  faut  et  il  suffît  que  Téquation 

mx^-^ px^->t-  a^x  —  X  =  o, 

aux  abscisses  des  points  communs  à  la  courbe  et  à  la 
droite,  ait  pour  racines 


a*"'}- 


ce  qui,  en  vertu  des  relations  entre  les  coefficients  et 
les  racines,  s'exprime  par  les  relations 

(3)  3m.r'ï-+-  'xpx'-^r  «2=  o, 

(4)  .-(,.y^£)=). 

Ann.  de  Matliémat.,  3«  série,  l.  VI  (Août  18S7).  25 
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I/équalioil  (3)  donne  pour  x'  deux  valeurs  réelles  ou 
imaginaires,  à  chacune  desquelles  répond  une  valeur 
de  \  fournie  par  la  relation  (4)- 

11  y  a  donc  deux  courbes  C  tangentes  à  la  droite  D  et 
les  coordonnées  des  deux  points  de  contact  M(a,  p), 
M'(a^  P')  sont  données  par  les  formules 


(5) 

—  /?  -t-  //>'  —  3  m a^ 

3/n 

(<■') 

(•>') 

,       — p—^P^ — 3/nrt' 

3/71 

(6') 

3=  ma  .+-jy  =  -J IA_ 

2°  Distinguer  les  droites  D  pour  lesquelles  les  detur 
points  M  et  M'  sont  réels  des  droites  pour  lesquelles 
ils  sont  imaginaires.  Examiner  pour  quelles  positions 
de  la  droite  D  les  deux  points  M  et  M!  viennent  se  con- 
fondre en  un  seul,  et  trouver,  dans  ce  cas,  le  lieu  décrit 
par  le  point  de  contact. 

Les  points  M  et  M'  sont  confondus  lorsqu'on  a 

(7)  p' — 3ma*=o, 

c'est-à-dire  lorsque  la  droite  D  a  une  équation  de  la 
forme 

y  =z  m  J7  ±  a  y/3  »i  ; 

mais  cette  droite  enveloppe  l'hyperbole 

(8)  4^7-^3a2=:o; 

et  Téquatiou  aux  abscisses  des  points  communs  à  cette 
hyperbole  et  à  la  droite  (i)  montre  que  cette  droite  (i) 
coupe  riijperbole  ou  lui  est  extérieure  suivant  que 
Texpression  p-  —  ima-  est  positive  ou  négative.  Done 


(  -^v  ) 

les  points  M  et  INF  sont  réels  et  distincts,  confondus  ou 
imaginaires  suivant  que  la  droite  D  coupe  Thyperbolc  (8), 
la  touche  ou  lui  est  extérieure. 

Lorsque  les  points  M  et  Mf  sont  confondus,  les  valeurs 
(5)  et  (6),  (5')  et  (6')  se  réduisent  à 

et  il  suffit  d^éli miner  /f  et  m  entre  ces  relations  et  la  con- 
dition (7)  pour  avoir  Téqualion 

3aiPi-i-  2a*  =  o, 

du  lieu  décrit  par  le  point  de  contact;  c'est  une  hyper- 
bole équilatère  rapportée  à  ses  asymptotes. 

3°  Connaissant  les  coordonnées  (a,  p)  du  point  de 
contact  M  d'une  courbe  C  avec  une  droite  D,  trousser 
les  coordonnées  (a ,  P')  du  second  point  de  contact 
M'  situé  sur  D.  Construire  la  courbe  décrite  par  le 
point  M' lorsque  le  point  M  décrit  la  droite 

(9)  P  =  a  — 2a. 

Les  abscisses  a  et  a' étant  les  racines  de  Téquation  (3), 

on  a 

I        I   _      2y>  I        I   _  3m  _ 

a       a  a*  a        a         a* 

et,  en  portant  ces  valeurs  de  m  et  de  p  dans 

P  =  /»«-+-/?,        P'=m«'H-/?, 
on  obtient  les  relations 

d^où  Ton  déduit,  soit 


(  37'^  ) 
soit 

~       3(?,a'p'-4-a«)'  ^^  3a' 

Enfin,  il  suffit  de  porter  ces  valeurs  de  a  et  de  ^  dans  (9) 
pour  avoir  Péquation 

du  lieu  que  décrit  le  point  M'  lorsque  le  point  M  par- 
court la  droite  (9)  (nous  avons  mis  x  et  j*  au  lieu  de  a' 
et  P').  C'est  une  quar tique  dont  la  construction  n'offre 
aucune  difficulté,  puisque  Téquation  est  du  second  degré 
soit  par  rapport  a  x^  soit  par  rapport  à  y.  On  peut  aussi 
se  servir  des  expressions  (10),  après  y  avoir  remplacé  ^ 
par  la  valeur  (9),  pour  construire  la  courbe  qui  est 
unicursale. 

MM.  Chambon  et  Barisien  ont  aussi  envoy<î  des  solutions  de  cette 
question. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  GEOMETRIE  AXALYTIOIE 
DONNÉE  AU  CONCOURS  DAGRÉGATION  DES  SCIENCES 
MATHÉMATIQUES  (1886); 

Par    m.    barisien, 

Capitaine  d'Infanterie. 


Étant  donnés  dans  un  plan  une  droite  D,  un  point  0 
sur  cette  droite  et  une  droite  D',  on  demande  : 

I®  De  former  l' équation  générale  des  coniques  qui 
touchent  la  droite  D  au  point  O  et  qui  ont  la  droite  V 
pour  directrice; 

2°  De  montrer  que  deux  de  ces  coniques  passent  par 
un  point  quelconque  P  du  plan.  Déterminer  la  région 
oii  doit  se  trouver  le  point  P  pour  que  ces  deux  courbes 


(  -^7^^  ) 
soient  réelles  y  et^  dans  ce  cas^  en  reconnaître  le  genre; 
3**  Les  deux  coniques  du  faisceau  considéré^  qui 
passent  en  un  point  P,  se  coupent  en  un  second  point  P'  ; 
calculer  les  coordonnées  du  point  V  en  fonction  de 
celles  du  point  P  ;  et,  en  supposant  que  le  point  P  décrire 
une  ligne  C,  troux^er  quelle  doit  être  la  forme  de 
Véquation  de  cette  ligne  pour  que  le  point  P  décrire 
la  même  ligne. 


Prenons  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  Tori- 
gine  étant  au  point  O  (Jig-  i)  et  Taxe  des  x  étant  la 
perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  la  droite  Jï. 


Fig.  I. 


Appelons  a  la  distance  OA  du  point  O  à  la  droite  Tï  : 
cette  quantité  a  sera  toujours  positive  si  Ton  a  soin  de 
diriger  la  partie  positive  de  Taxe  des  x  du  côté  de  ÏY. 

Soit  aussi  m  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  D, 
quon  peut  toujours  supposer  positif  en  choisissant  con- 
venablement le  sens  positif  de  Taxe  des  y. 

Les  axes  de  la  conique  sont  dès  lors  parallèles  à  Ox  et 
Ov5  d'ailleurs  la  conique  est  tangente  à  la  droite  D  au 


(3:4) 

point  O  ;  son  équation  est  donc  de  la  forme 

(i)  -^  H-^  +  ma-  — y  =  o, 

A  et  C  étant  des  paramètres  variables. 

Il  reste  à  exprimer  que  la  conique  a  pour  directrice 
la  droite  IV.  Si  a  et  ^  sont  les  coordonnées  du  foyer  F 
correspondant,  Téquation  de  la  conique  pourra  aussi 
s'écrire 

OU,  en  développant, 

(a)  a7»(i  —  X)-h^ï— a(a— Xa)ar  — ap^H-a'-f-p*—  Xa»  =  o; 

l'identification  des  équations  (i)  et  (â)  donne,  entre  les 
cinq  paramètres  a,  ^,  X,  A  et  C,  les  quatre  relations 

/  a»-hp»    =Xa», 
\a-hP/n  =  Xa, 

;  AX=A-C. 

Les  trois  dernières  donnent  a,  ^  et  X  en  fonction  de 
A  et  C,  et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  première,  on 
trouve 

I         I  A(m*H-i) 


(4) 


C       A       4«(Am-ha) 


L'équation  générale  demandée  est  donc,  en  fonction 
du  paramètre  variable  A, 

^   ^  A^  -^   ^       4a(a-i-Am)  -^ 

Remarque.  — r  Si  l'on  élimine  'k  entre  les  deux  pre- 
mières ï'elations  (3),  on  obtient  r  équation 

(6)  a»-hp«— aa— flr//ip  =  o, 

f/iii  montre  incidemment  que  le  lieu  des  foyers  des  co- 


(3:5) 

niques  de  l'énoncé  est  un  cercle  passant  par  les  points  O, 
A  et  par  le  point  d'intersection  E  des  droites  D  et  D'. 

IL 

Soienl  X,  Y  les  coordonnées  d'un  point  P  du  plan. 
Nous  aurons  alors,  pour  déterminer  les  coniques  (5)  qui 
passent  par  ce  point,  Téquation 

~(X*-+-\*)-i-  -—Ti rH-mX  — Y  =  o. 

A  ^       \a{km-\-a) 

Cette  équation  du  second  degré  en  A,  développée  et 
ordonnée  par  rapport  à  A,  devient 

i  A»[(/n«-hi)Y«-h4am(mX  — Y)J 
(7)       I  H-4«A[m(X«-+-Y«;H-a(mX  — Y)] 

(  ■4-4«'(X«-+-Yî)  =  o. 

Si  A'  et  A''  sont  les  deux  racines,  on  les  portera 
dans  (5),  et  Ton  aura  ainsi  les  équations  des  deux  co- 
niques passant  par  le  ])oint  P. 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  A  soient  réelles,  il  faut 
avoir 

[m(X»-4- Y«)  H- a(/nX  -  Y)]« 
— (X»-hY»)[(/n«-4-i)Y«-f-4a/n(/nX  — Y)]>o, 

inégalité  qui  se  réduit  à 

(Y  — mX)[(X«-hYï)(/nX-+-Y-2a/n) 


^  '  a«(mX-.Y)]$o. 

Le  facteur  placé  dans  la  première  parenthèse  repré- 
seate  la  droite  D^  quant  à  la  seconde  parenthèse,  il  est 
facile  de  voir  qu'elle  représente  une  strophoïde  oblique 
ayant  le  point  A  pour  point  double  et  fe  droite 

/7iX-+-  Y  —  lam  —  o 

pour  asymptote;  f?Il(»  passe  en  outre  par  le  point  O  où 


(376) 
elle  touche  la  droite  D  et  rencontre  son  asymptote  à 
Fîntersection  des  droites  D  et  lY, 

Il  est  à  remarquer  que  la  droite  D  et  la  strophoïde 
forment  Tenveloppe  de  toutes  les  coniques  (5). 

La  région  du  plan,  positive  par  rapport  à  la  strophoïde, 
négative  par  rapport  à  la  droite  D,  ou  inversement,  néga- 
tive par  rapport  à  la  strophoïde  et  positive  par  rapport 
à  la  droile  D,  sera  telle  que  les  coordonnées  des  points 
de  cette  région  vérifient  l'inégalité  (8).  Donc,  quand  le 
point  P  sera  dans  ces  régions,  les  deux  coniques  passant 
par  ce  point  seront  toujours  réelles  (*).  Dans  les  autres 
parties  du  plan,  les  coniques  seront  imaginaires. 

Il  reste  n  voir  ce  qui  arrive  lorsque  le  point  P  sera, 
soit  sur  la  droite  D,  soit  sur  la  strophoïde.  Les  deux 
valeurs  de  A  seront  alors  confondues  en  une  seule 

^^___  îiaCX'-f-Y») 


m(X«-f-Y«)-i-a(mX  — Y) 


La  conique  répondant  à  cette  valeur  sera  une  conique 
double. 

I**  Si  le  point  P  est  sur  la  droite  D,  on  a 

Y  =  mX, 
et  A  devient 

A  —      ^^ 
/n 

En  portant  cette  valeur  dans  (5),  on  trouve  que  la 
conique  double  passant  par  P  se   compose   des  deux 

droites 

(jr —  mx){y  -\-  mx  —  aa/n  =  o. 

La  première  de  ces  droites  est  la  droite  D  elle-même. 
Quant  à  la  seconde,  elle  ne  passe  évidemment  par  le 


(•)  Les  régions  où  doit  se  trouver  le  point  P   pour    donner  des 
coniques  réelles  sont  marquées  sur  les  figures  par  des  hachures. 


(377  ) 
point  P  que  lorsque  celui-ci  est  à  l'intersection  de  D 

etiy. 

a"  Si  le  point  P  est  sur  la  stropbo'ide,  on  a 

(X*^-Y^)(/nX■4-Y-2am)%-a«(mX-Y)  =  o, 

et  A  devient 

A  = 


mXn- Y  — 3am 


Aous  verrons  tout  à  riicure  le  moyeu  de  distinguer 
la  nature  de  la  conique  double  passant  par  un  point  de 
la  strophoïde. 

Etudions  la  nature  des  coniques  passant  par  un  point 
quelconque  P.  Le  déterminant  A  de  ces  coniques  est 

""~  ÂG  "^         4ttA«(A/n4-a)    ' 

donc,  puisque  a  est  positif,  la  conique  est  une  ellipse 
ou  une  hyperbole,  suivant  que  Ton  a 

A/nH-a>o        ou         A/nH-a<o. 

Si  A'  et  A''  sont  les  deux  racines  de  l'équation  (7), 
nous  avons 
(„)  A' A-- ^'''^X'+Y») 

'  {7n«-Hi)Y*H-4am(m\  — Y) 

Le  dénominateur  commun  de  A' A''  et  (A' -h  A'^)  repré- 
sente une  parabole  tangente  <i  la  droite  D  en  O,  ayant 
son  axe  parallèle  à  Taxe  des  x  et  qu'il  est  facile  de  con- 
struire. 

Le  numérateur  de  (A'-f-  A")  représente  un  cercle  tan- 
gent également  à  la  droite  D  au  point  O  et  de  rayon 

La  nature  de  chacune  des  coniques  répondant  à  A' 


(378) 
et  A''  esl  indiquée  par  le  signe  des  quaulilés 
A'  771  -h  a,     A'  m  -h  a. 
Remarquons  que  le  pqpduit  de  ces  deux  quantilës  est 

(  A'm  -*-  a)(  A'm  -h  a)  =  A' A'/?i«-+-  am(  A'-h  A')  -f-  a» 

Ar.r/     •  A' -h  A'  a»   \ 

Eu  vertu  des  relations  (9)  et  (10),  ce  produit  se 
réduit  à 

ce  qui  indique  que  son  signe  est  le  même  que  celui 
de  A'A^ 

Si  donc  A'  et  A''  sont  de  même  signe,  les  deux  co- 
niques sont  du  même  genre;  si,  au  contraire,  A' et  A'' 
sont  de  signes  différents,  les  deux  coniques  sont  de 
genres  différents. 

i**  Examinons  d'abord  le  cas  où  A'  et  A''^  sont  de 
même  signe.  Il  en  résulte  Tinégalilé 

(/n>H-i)Y»-!-  4am(/nX  — Y)>o, 

qui  exprime  que  le  point  P  se  trouve  dans  la  région 
positive  de  la  parabole.  A'  et  A'',  étant  de  même  signe, 
peuvent  être,  ou  tous  deux  positifs,  ou  tous  deux  né- 
gatifs. 

Si  A'  et  hl'  sont  tous  deux  positifs,  on  a  en  même 

temps 

A'/7H-a>o,        A'/?i-ha>o. 

Les  coniques  correspondantes  sont,  par  suite,  deux 
ellipses,  et  alors,  à  cause  du  signe  de  (A'4-A"),  on  a 

Tinégalité 

m(X*-t-YV)-+-a(/nX  — Y)<o, 

Dans  ce  cas,  le  point  P  esl  à  la  fois  dans  la  région 


(379) 

positive  (le  la  parabole  et  dans  la  région  négative  du 

cercle. 

Si  Â'  et  Â''^  sont  tous  deux  négatifs,  et  si  en  mèuie 

temps 

A'/n-4-a<o,        A'm-f-a<o, 

les  coniques  correspondantes  sont  deux  Iiyperboles  et 

Ton  a 

/it(X«-*-  Y»)  -4-  a(mX  —  Y)  >  o. 

Le  point  P  se  trouve  alors  a  la  fois  dans  les  régions 
positives  de  la  parabole  et  du  cercle. 

Mais  il  peut  aussi  arriver  que,  outre  les  inégalités 

A'<o,        A»<o, 
on  ait  encore 

A'/n-f-a>o>        A'/n-Ha>o. 

Les  coniques  sont  alors  deux  ellipses.  En  divisant 
ces  deux  inégalités  respectivement  par  les  quantités  né- 
gatives A'  et  A''  et  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 


/A^hA'\ 
("ÂA-) 


■  am  <o, 


c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  relations  (9)  et  (lo), 
m(X»-f.  Y»)  —  a(mX  —  Y)<  o. 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité  représente  un 
cercle  symétrique  par  rapport  au  point  O  du  cercle  déjà 
considéré.  Si  donc  le  point  P  est  «1  l'intérieur  du  cercle, 
ce  qui  arrive  pour  la  boucle  de  la  strophoïde,  les  deux 
coniques  sont  des  ellipses. 

2®  Soit  maintenant  le  cas  où  A'  et  A"  sont  de  signes 
contraires.  Alors 

(  w»-i- i)  Y»-+- 4a/w(/nX  —  Y)<  a, 

v«  qui  indique  que  le  point  P  est  dans  la  région  néga- 
tive de  la  parabole. 


(  38o  ) 

Les  deux  coniques  sont  dans  ce  cas,  l'une  une  ellipse, 
Tautre  une  hyperbole. 

Revenons  au  cas  où  le  point  P  est  sur  la  strophoïde  : 
nous  avons  vu  qu'alors  la  valeur  double  de  A  était 

mX  ■+-  Y  —  3a/n 

d'où 

.  a(mXH-Y  —  am) 

m  \  H-  Y  —  3  am 

Si  donc  on  trace  les  deux  droites  parallèles 

m  X  -h  Y  —  3  am  =  o, 
m  X  -4-  Y  —    am  =  o, 

on  voit  que,  si  le  point  P  est  sur  la  portion  de  strophoïde 

située  entre  ces  deux  droites,  '(  Am  -h  a)  est  négatif  5  la 

conique  double  est  alors  une  hyperbole.  Sur  le  reste  de 

la  strophoïde,  la  conique  double  est  une  ellipse. 

Si  le  point  P  est  à  l'intersection  de  la  strophoïde  et 

de  la  droite 

m  X  -4-  Y  —  3  am  =  o, 

la  conique  est  une  parabole  double. 

Si  le  point  P  est  à  l'intersection  de  la  strophoïde  el 

de  la  droite 

m  X  4-  Y  —  3  am  =  o, 

c'est-à-dire  au  point  double,  on  a 

Am  -+-  a  =  o, 
d'où 

m 
L'équation  (5)  de  la  conique  devient  dans  ce  cas 

de  sorte  qu'au   point  double   les  deux   coniques  sont 
représentées  par  la  droite  quadruple  axe  deso:. 


(38.  ) 

IJ  est  du  reste  facile  de  voir  que,  lorsque  le  point  P 
sera  sur  Taxe  des  x,  i^uue  des  coniques  sera  la  droite 
double  axe  des  x. 

Voyons  ce  qui  se  passe  lorsque  le  point  P  est  sur  la 
parabole.  Alors 

(TO«-hi)Y«-t-4a/n(mX  — Y)  =  o; 

il  en  résulte 

c'est-à-dîre  que  la  conique  A'  est  la  parabole  elle-même. 
Quant  à  la  conique  A'',  on  a 

a  (m«-4-i)Y» 


4m  mi^X*-+-Yï)-^a(mX  — Y) 


Donc,  pour  la  portion  de  parabole  située  à  rexlérieur 
du  cercle,  la  conique  A"  est  une  hyperbole;  pour  la 
portion  de  parabole  située  à  l'intérieur  du  cercle,  cette 
conique  est  une  ellipse . 

La  discussion  que  nous  venons  de  présenter  est  tout 
à  fait  générale;  elle  ne  préjuge  rien  sur  les  situations 
respectives  de  la  strophoïde,  du  cercle  et  de  la  parabole. 

Pour  voir  comment  sont  situées  ces  courbes,  clier- 
choqs  d'abord  les  points  d'intersection  de  la  droite 

m\  -4-  Y  —  3  am  =  o, 

avec  la  strophoïde 

(X«-i-Y«)(mX-+-Y  — aam)^^»^»^  — Y)  =  o. 

Cette  dernière  équation  devient,  en  tenant  compte 
de  la  première 

m(X»-f- Y2) -4- a(/nX  —  Y)  =  o. 

Par  suite,  Téquation  homogène  du  second  degré  repré- 
sentant les  droites  joignant  les  points  d'intersection  à 


(  -^'^  ) 

roriginc  est 

3m«(X«H-Y«)-hm*X«— Y»=o, 

croii 

Les  deux  points  d'intersection  sont  donc  chacun  sur 
une  des  deux  droites  (i  i)  passant  par  l'origine  et  éga- 
lement inclinées  sur  les  axes. 

Voyons  comment  se  coupent  la  strophoïde  et  le  cercle. 
Leurs  équations  sont 

(X»  -H  Y«)(mX  -h  Y  —  aam)  =  a»(Y  —  mX) 
m(X«-+-Y«)  =  a  (Y  — mX). 

En  les  divisant  membre  a  membre,  on  trouve 

mX-+- Y  =  3am, 

ce  qui  indique  que  le  cercle  et  la  strophoïde  se  coupent 
sur  cette  droite. 

D'autre  part,  les  équations  du  cercle  et  de  la  para- 
bole étant 

m(X«H-Y»)  =  a(Y-»i.X), 

(/n«-H  I )  Y»  =  iani(\  —  mX), 
on  a,  en  multipliant  en  croix, 

4m»(X»-t-  Y«)  ={m^-¥- 1)  YS 

ce  qui  n*est  autre  chose  que  Téquation  (i  i). 

On  trouve  aussi  facilement  que  la  strophoïde  et  la 
parabole  se  coupent  sur  la  droite 

mX  -r  Y=  3«m. 

Il  faut  donc  conclure  de  là  cette  propriété   reinar- 
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qnable,  que  la  strophoïde,  la  parabole  et  le  cercle  ont 
pour  corde  commune  cette  dernière  droite. 

Il  est  facile  de  voir,  de  plus,  qu'en  leurs  points  d'in- 
tersection la  parabole  et  la  strophoïde  sont  tangentes. 

L'équation  (i  i)  montre  que  : 

Si  m<^  —  9  ces  courbes  se  coupent  en  des  points  réels 

(Jg-   2)î 
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Sim]>  — 7  elles  ne  se  rencontrent  qu'en  des  points 
imaginaires  {fig^  3)^ 
Si  m  =  —  >  ces  courbes  sont  tangentes  {fig*  4)- 

Nous  indiquons  sur  trois  figures  différentes  ce  que 
deviennent  les  régions  réelles  et  imaginaires  et  la  nature 
dos  coniques  dans  ces  trois  cas. 
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Pour  construire  facilement  chacune  des  courbes,  stro- 
plioïde,  parabole  et  cercle,  cherchons  les  ordonnées 
de  ces  courbes  aux  points  où  elles  rencontrent  l'axe 
des  y, 

Fig.  3. 
Vf 


L'ordonnée  positive  de  la  strophoïde  est 


Pour  la  parabole,  on  a 


Y.= 


enfin,  pour  le  cercle, 


P—    m2_4_,' 


Y   -    ^ 


Il  est  facile  de  voir  que,  quel  que  soit  m,   on  a  tou- 
jours 

Y  "^  Y 
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tandis  que  Ton  a 


et 


s/3 


v/3 


Pour  m  =  -— ,  on  a 


Y,=  Y„=Y, 


Les    trois    courbes    sont    alors    tangentes   au    point 
[X  =  o,  Y  =  a^]. 


«g.  4. 


Rappelons  ici  le  tracé  géométrique  de  la  strophoïde. 

On  mènera  par  le  point  O  une  droite  rencontrant  en  I 

la  droite 

mX  H-  Y  =  a/n, 

on  prendra  sur  01  et  de  part  et  d'autre  de  I 

IM  =  IÎVI'=ÏA. 

Les  points  M  et  M'  appartiendront  à  la  strophoïde. 
Ann.  de  Mathémat.,  3»  série,  t.  Vï.  (Août  1887.)  ^^ 
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Il  faut  aussi   remarquer  qu'aux   deux  points  où  la 
strophoïde  coupe  l'axe  des^'^,  la  tangente  est  parallèle  à 
Tasymptote. 

IIJ. 

Nous  avons  vu  que  les  valeurs  A'  et  A"  répondant  aux 
deux  coniques  passant  par  le  point  P  de  coordonnées  X 
et  Y  sont  fournies  par  l'équation  (7). 

Les  équations  de  ces  deux  coniques  sont 

(   V  "^  C'  "^  '^■^  —  y  =  o. 

Comme  ces  deux  coniques  sont  tangentes  à  la  droite  D 
en  O,  elles  n'ont  que  deux  autres  points  d'intersection, 
le  point  P(X,  Y)  et  le  point  P'  dont  nous  désignerons 
les  coordonnées  par  Xf  et  Y|. 

En  retranchant  l'une  de  l'autre  les  équations  (12), 
on  obtient 


V 


1 

T' 

— 

I 

V 

1 

— 

T? 

ce  qui  indique  que  les  droites  OP  et  OP  sont  également 
inclinées  sur  les  axes.  Or,  d'après  la  relation  (4),  on  a 

(7  "~  Â"'  "  4rt(A'/n-h~<r)' 

r/  "  Â^  "^  '/{a{\''ni  -^  âv 
d'où  l'on  déduit 

T_  _    I    __/j I  \  r4(A^m-t-a)(A''/n-+-a)  — (/n«-f-i)A'yi 

C        G'^VA'        A'/  [  4(  A'm-f-a)(A"/?i-hfl.)  J 

Mais  nous  avons  déjà  vu  que 

C/wî-j- 1)  Y* 
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doue 

G'       r/      \\'       A'/Yî' 

et,  eu  effet,  les  droites  OP  et  OP'  ont  bien  pour  équa- 
tions 

^  Y 

Celle  de  OP  étant 

Y 

on  a,  pour  celle  de  OP', 

Y 

Cherchons  Tabscisse  du  point  P'  d^'ntersection  de  cette 
droite  avec  la  première  des  coniques  (12),  par  exemple, 

il  viendra 

Xm(\-+-y) 

^=— -xî — yt"' 

A'  "^  G' 
mats 

X»       Y* 

Donc  l'abscisse  x^  qui  est  justement  X,,  est,  en  ionc- 

tîon  de  X  et  Y, 

/  _,        XCmX-+-Y) 
\  ^1=      mX-Y     '   . 

^'^^  '  i  ..  _       Y(mXH-Y> 

(  ^»--     mX-Y~' 

On  en  déduit  les  deux  relations 

/  YJ  _  Yâ 

(14)  XÎ"X*' 

(  mXi-f-Y,  =  //iX  +  Y. 

Par  suite,  si  Ton  considère  Péquation  des  courbes  de 
la  forme 

F|^l!,(mX  +  Y),A-]=o, 
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A*  étant  une  constante,  ces  courbes  seront  à  la  ibis  le 
lieu  des  points  P  et  P'. 

Il  est  à  remarquer  que  les  valeurs  de  X|  Y|  sont  in- 
dépendantes de  a. 

On  peut  observer  aussi  que  Téquation  de  la  droite  PP 

est 

y  -+-  mx  =  Y  -+-  mX, 

ce  qui  indique  que  la  droite  PP  est  parallèle  à  l'asym- 
ptote de  la  strophoïde. 

Remarque.  —  Considérons  le  cas  où  m  =  o.  L'équa- 
tion (7)  devient  alors 

A«Y«—  4a»YA  -h  4a«(X«-H  Y«>  =  o. 

Dans  ce  cas,  Taxe  des  x  représente  à  la  fois  le  cercle 
et  la  parabole.  La  condition  (8)  devient 

YJ(X»-hY«--a»)io, 

de  sorte  qu'il  faut  que  le  point  P  soit   à    l'intérieur 
du  cercle  de  rayon  OA  {fig>  5)  pour  que  les  deux  ro- 

Fig.  5. 


niques  passant  par  ce  point  soient  réelles.  Ce  seront  tou- 
jours deux  ellipses^  car  avec  m  =  o  on  a  Am  -f-  «  =  «î 
quantité  toujours  positive. 
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IV. 

Dans  le  cas  particulier  de  m  =  oo,  les  formules  géné- 
rales sont  en  défaut.  Il  faut  alors  traiter  directement  la 
question. 

L^équation  générale  des  coniques  tangentes  à  l'origine 
à  Taxe  des  j^  est 

art         yt 

Le  foyer  est  sur  l'axe  des  x  à  une  distance  a  de  l'ori- 
gine, de  sorte  que  l'équation  de  ces  coniques  peut  aussi 

s'écrire 

(x-a)«-f.jri=X(x-a)«; 

identifiant  ces  deux  équations,  nous  avons  les  relations 

A(i  — X)  =  C  =  a(Xa  — a), 
«»  =  Xa«. 

En  éliminant  a  et  X  entre  trois  équations,  on  trouve 

sans  difficulté 

iak{X-ha) 
(A-haa)» 

L'équation  générale  des  coniques  est  donc 

A        4aA(A-f-a)'^ 

Les  deux  coniques  passant  par  un  point  P(X,  Y)  sont 
donc  déterminées  par  l'équation  en  A 

A«(Y»-h  4aX) -+-  4 Aa(X«-h  Y»-h  aX)  -h  4a*(X«-h  Y»)  =  o, 

d'où 

A'^V-      4ex(X'+Y»+aX)  ,      4«'(X'-^Y») 

A-f-A  -.  Y2  +  4aX  '  ^^  -      Y^+4aX     ' 

Les  déterminants  A'  et  A"  des  coniques  répondant  à 
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A' Cl  A''  sont  donc 


A'=— 


(A'-f-ua)» 


A' G'  4aA'2(A'-4-a) 


par  suite 


A' A" 


(A'-4-v>.fl|«(A'-T-2a)« 
iGaV\'*.V2(A'-+-a)(A"'-;->/) 


iU 


(^' 


4/         X,  4/r         X        ,,*»/  A' -h  A'  aî   \ 

A'-i-a)(A'H-6r)rrz  A'AM  I-^a  -J^r>^.    -+"  -^-^^1 


4(X»-|-Y») 
A  A' Y» 

Fig.  G. 


Donc,  le  signe  de  A'  A''  est  le  même  que  celui  de  A' A^, 
comme  dans  le  cas  général. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  A  est 

X[(X  — 2a)(X5H-YM-f-rt'Xl>o 


(  'iy  ) 

La  strophoïde  est  ici  une  stroplioïde  droite  {fi^»  <)j. 
La  discussion  se  fait  absolument  comme  dans  le  cas 
général . 

MM.  Chambon  et  Abeiin  ont  aussi  envoyé  des  solutions  de  cette 
question. 


CONCOURS  GENERAL  RE  1887. 


Mathématiques  spéciales. 

Première  question.  —  On  représente  par  a:<,  j)*<, 
J*i,  Jit  "-y  J^m'i  y  m  Ics  coordonnécs  des  points  d'inter- 
section de  deux  courbes  algébriques  dont  les  équations, 
mises  sous  forme  entière,  sont 

Ou  suppose  que   tous   ces  points   d'intersection   sont 
simples  et  à  distance  iinie. 

1**  Montrer  que,  pour  chaque  valeur  de  i,  on  peut  écrire 

f{x,y)  =  {.r  —  Xi)  ai(x,y)  -h  (7  -— j/)  bi{x,y), 

i  =  I,  2,  ...,  m, 
les  coefficients  a/,  hh  A/,   B/  étant  des  polynômes  en 

a**  On  pose 
et 

I  ^  m 

et  l'on  demande  de  déterminer  les  constantes  C,-,  de  ma- 
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ilière  que  le  polynôme  <^  prenne,  pour  x  =  Xi  et  y  =  j  „ 
une  valeur  donnée  ii/.  Montrer  que  le  polynôme  4>, 
ainsi  obtenu,  comprend  comme  cas  particulier  la  for- 
mule d'interpolation  de  Lagrange. 

3°  Démontrer  que  tous  les  polynômes  en  x  et  j'  ijui, 
pour  X  =  Xi  et  y  =  J/,  prennent  la  valeur  k/,  peuvent 
être  mis  sous  la  forme 

4>  -H  M/-h  NF, 

M  et  N  étant  des  polynômes  en  x  et  enj. 

Seconde  question.  —  Soient  y=  o,  F  =  o  les  équa- 
tions de  deux  coniques  u  et  U,  et  X|,  X2,  X3  les  racines 
de  Téquation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  discrimiDant 
de  la  fonction  / —  XF  ;  trouver  la  relation  entre  \ ,  Xj, 
X3  exprimant  la  condition  nécessaire  et  sufiGisante  pour 
qu'on  puisse  inscrire  dans  u  un  quadrilatère  circonscrit 
àU. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Cours  d'Aivalyse  infinitésimale  à  l'usage  des  per- 
sonnes qui  étudient  cette  Science  en  vue  de  ses  applica- 
tions mécaniques  et  pbysiques^  par  M.  «/.  Boussinesq, 
Membre  de  l'institut.  Professeur  à  la  Faculté  des  Scien- 
ces. Deux  Volumes  in-8°.  —  Tome  I  :  Calcul  diffé- 
rentiel  (en  vente);  Tome  II  :  Calcul  intégral  [sons 
presse.)  Paris,  Gauthier-Villars,  1887. 

Cet  Ouvrage,  que  recommande  assez  le  nom  de  son  auteur, 
s'adresse,  comme  son  titre  l'indique,  à  un  public  diflférent  du 
nôtre  :  chaque  Volume  est  divisé  en  deux  fascicules  consacrés 
l'un  à  la  partie  élémentaire,  l'autre  aux  parties  plus  difficiles 
et  moins  usuelles  du  Calcul  infinitésimal.  On  y  remarque,  outre 
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les  théories  classiques  exposées  à  un  poiot  de  vue  spécial,  des 
recherches  originales  sur  les  paramètres  dillérenliels  des  fonc- 
tions de  point,  Tisotropie,  les  courbes  asymptotes,  les  lignes 
de  déclivité  maxima  et  minima  des  surfaces  et  sur  un  grand 
nombre  d'autres  questions  importantes  de  Mathématiques 
appliquées. 

Cours  d'Analyse  de  l'Kcole  Polytechnique  ;  par 
M.  C.  Jordan,  Membre  de  Tlnslitut,  Professeur  à  TÉcole 
Polytechnique.  —  Tome  III  :  Equations  différentielles. 
Paris,  Gauthîer-Villars,  1887. 

La  théorie  des  équations  différentielles  a  été  considérable- 
ment perfectionnée  de  nos  jours,  grâce  aux  travaux  de  Briot 
et  Bouquet,  Poincaré,  Darboux,  Fuchs,  Halphen,  Picard  sur 
les  équations  différentielles  ordinaires,  et  à  ceux  de  Jacobi, 
Lie  et  Mayer  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles;  on  ne 
saurait  plus  s'en  tenir  sur  ce  sujet  à  l'analyse  de  Lagrange  et 
de  Monge,  et  l'introduction  des  nouvelles  doctrines  s'impose 
d*une  façon  impérieuse.  Le  résumé,  à  la  fois  précis  et  succinct, 
qu'en  donne  M.  Jordan,  facilitera  singulièrement  la  propaga- 
tion de  ces  vues  fécondes. 

Ce  Volume  renferme  en  outre  une  exposition  lumineuse  et 
complète  du  Calcul  des  variations;  M.  Jordan  a  consacré  à  ce 
sujet  trois  Chapitres  fort  intéressants.  Le  premier  est  relatif 
à  la  variation  des  intégrales  simples  et  contient  des  applica- 
tions aux  équations  de  la  Dynamique,  à  la  brachistochrone,  aux 
lignes  géodésiques  et  au  problème  des  isopérimètres  ;  on  trouve 
dans  le  deuxième  les  travaux  deClebsch  et  de  Mayer  sur  la  varia- 
tion seconde;  enfîn  le  dernier  est  relatif  à  la  variation  des  inté- 
grales multiples  et  aux  applications  de  cette  théorie  à  la  forme 
d'équilibre  d'un  liquide  contenu  dans  un  vase,  aux  surfaces  d'aire 
minima  et  à  la  transformation  des  équations  du  potentiel. 

On  voit,  par  ces  quelques  indications,  combien  est  substan- 
tiel ce  troisième  Volume  d'un  Ouvrage  qui  est  devenu,  si  promp- 
tement  et  à  bon  droit,  le  code  de  tous  ceux  qui  veulent  étudier 
sérieusement  l'Analyse  et  se  mettre,  sans  effort,  au^courant  des 
nouvelles  acquisitions  de  cette  partie  de  la  Science. 


(  394  ) 
Leçons  sur  l4  théorie  oéiréRiiLE  des  surfaces  et  scr 

LES  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CalCUL  INFINITÉSIMAL; 

par  M.  Gaston  Darboux,  Membre  de  rinstitut,  Profes- 
seur à  la  Faculté  des  Sciences.  —  Première  Partie  : 
I  volume  grand  in-8**.  Paris,  Gauthier- Villars,  1887. 

L'Ouvrage  dont  M.  Darboux  publie  aujourd'hui  le  premier 
Volume  est  le  résumé  des  belles  Leçons  qu'il  a  faites  âla  Sor* 
bonne  de  1882  à  1886  et  dont  ce  Livre  ne  peut  manquer  de  faire 
revivre,  dans  l'esprit  de  ses  anciens  auditeurs,  le  charme  péné- 
trant. 

Après  avoir  étudié  dans  les  premiers  Chapitres  le  déplaceoient 
à  un  paramétre  et  montré  comment  l'intégration  des  systèmes 
linéaires  possédant  une  intégrale  du  second  degré  peut  être 
ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  de  Riccati,  l'auteur 
traite  des  déplacements  à  deux  paramètres  qui  jouent  un 
rôle  fort  important  dans  la  théorie  des  surfaces.  Puis,  aban- 
donnant le  point  de  vue  cinématique,  Tauteur  s'occupe  des 
différents  systèmes  de  coordonnées  curvilignes;  les  systèmes 
conjugués  et  les  systèmes  orthogonaux,  les  lignes  asymptoti- 
ques  et  les  lignes  de  courbure  forment  la  matière  d'un  second 
Livre  rempli  d'idées  neuves  et  de  résultats  intéressants;  nous 
citerons  en  particulier  les  Chapitres  relatifs  aux  coordonnées 
pentasphériques  et  aux  lignes  de  courbure  en  coordonnées 
tangentielles. 

Mais  la  partie  la  plus  remarquable  du  Volume  et  qui  en  forme 
à  peu  près  la  moitié  est,  sans  contredit,  celle  qui  concerne  les 
surfaces  minima.  On  ne  saurait  trouver  rien  de  plus  clair,  de 
plus  élégant,  de  plus  complet;  les  recherches  si  nombreuses  sur 
ce  sujet  sont  résumées  et  reliées  entre  elles  avec  un  art  exquis. 
Le  point  de  départ  se  trouve,  comme  on  sait,  dans  le  célèbre 
Mémoire  de  1760  où  Lagrange  donne  les  principes  du  Calcul 
des  variations  ;  mais  c'est  Meunier  qui,  dans  son  Mémoire  trop 
peu  connu  sur  la  courbure  des  surfaces,  a  commencé  l'étude  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  de  Lagrange  et  a  fait  connaître 
deux  surfaces  minima  qui  sont  aujourd'hui  encore  au  nombre 
des  plus  intéressantes;  les  travaux  les  plus  remarquables  sont 
ensuite  ceux  de  Monge,  Legendre,  Scherk,  Bjdrling,  O.  Bonnet, 
Weierstrass,  Beltrami,  Lie,  Schwarz,  etc.  Dans  Ti  m  possibilité 
de  tout  citer,  nous  signalerons  spécialement  le  Chapitre  XII. 
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consacré  au  problème  de  Plateau;  il  s'agit  de  la  question  posée 
par  Lagrange  : 

Déterminer  la  surface  minima,  continue  ou  assujettie  à 
des  discontinuités  de  nature  connue,  passant  par  un  contour 
fermé. 

Plateau  a  résolu  le  problème  expérimentalement  en  plon- 
geant le  contour  donné,  réalisé  physiquement,  dans  un  liquide 
glycérique.  Mais  on  ne  connaît  encore  aucune  méthode  analy- 
tique générale  pour  résoudre  la  question.  La  solution  complète 
n^xiste  que  pour  certaines  formes  simples  du  contour  ;  les  prin- 
cipaux résultats  obtenus  sur  ce  sujet  sont  dus  à  Riemann,  Weier- 
strass  et  Schwarz  ;  ils  sont  exposés  ici  avec  cette  lucidité  parfaite 
d'un  esprit  qui  éclaircit  loutce  qu'il  touche.  E.   R. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  EN  1884 
POUR  L'ADMISSION  A  LÉCOLB  POLYTECHNIQUE. 

Par  m.  N.  GOFFART. 


On  donne  une  conique  —  H ^*__  ^  =  i .  On  joint  un 

point  M  de  cette  conique  aux  foyers  F  et  P. 

I**  On  demande  d'exprimer  les  coordonnées  du  cen- 
tre du  cercle  inscrit  dans  l* intérieur  du  triangle  FMF' 
au  moyen  des  coordonnées  de  M. 

a^  Dans  le  cas  oii  la  conique  donnée  est  une  ellipse, 
on  démontrera  que,  si  l'on  considère  les  cercles  inscrits 
dans  deux  triangles  correspondant  à  deux  points  M 
etW  de  la  conique,  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles 
passe  par  le  point  milieu  do  la  corde  MM'  \ 

3**  Pour  chaque  position  du  point  M,  le  rayon  'vec- 
teur FM  touche  le  cercle  correspondant  en  un  point  P  \ 
on  déterminera  en  coordonnées  polaires  l'équation  du 
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lieu  décrit  par  le  point  P.  On  prendra  le  foyer  F  pour 
origine  des  rayons  et  OX  pour  origine  des  angles. 

Nota.  —  Dans  toutes  ces  questions,  il  est  nécessaire 
de  distinguer  les  cas  ou  la  conique  est  une  ellipse  et 
celui  oii  elle  est  une  hyperbole. 

i^  En  désignant  par  F  et  P  les  deux  foyers,  F  étanl 
celui  qui  est  sur  la  partie  positive  de  Taxe  desx,  on  sait 
qu'on  a 

le  signe  -h  appartenant  à  Tellipse,  le  signe  —  à  l'iiy- 
perJbole  (branche  F').  Par  suite,  si  p  désigne  le  demi- 
périmètre  du  triangle  FMF',  on  a 

Dans  Tellipse  :         p  =i  a   -^  c. 
Dans  rhyperbole  :  p  = h  c, 

Désignons  maintenant  par  C  le  centre  du  cercle  in- 
scrit, par  Cm,  Cp,  Cp  les  centres  des  cercles  exinscrits; 
les  coordonnées  de  ces  centres  seront  désignées  par  X, 
Y  munis  des  indices  correspondants. 

Ces  quatre  centres  se  classent  ainsi  : 

C  et  Cm  sont  sur  la  normale  dans  Tellipse,  et  sur  la 
tangente  dans  l'hyperbole  ;  Cf.  et  Cp  sont  au  contraire  sur 
la  tangente  dans  Tellipse  et  sur  la  normale  dans  Thyper- 
bole. 

On  a  ensuite 

c-hX  =/>  — MF\        c-^Xm  =  p  — MF, 
ch-Xf  =  /?,     *  c  — Xf'  =  /?, 

cy=p\  ==-(/,  -  FF) Ym  =  (/>  -  MF)  \î  =  (p  -  MF)Yp  ; 

substituant  dans  ces  relations  les  valeurs  de  /?,  FP,  MF, 
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MF,  il  vient,  dans  l'ellipse. 

1 

a 

Y    = 

a-hc 

Y«=- 

a  —  c 

Xf  =      «, 

Yf  = 

a-h  X 

\r=^a. 

Yf  = 

ay  , 

a  —  X 

ti,  pour  l'hyperbole, 

X    =      a, 

Y    = 

ay 
a-\-x 

Xm  =—  a, 

Ym=- 

X  —  a 

Y                   ^^ 

Ym  = 

c-^a 

Y             car 

Yf  = 

cy    ^ 
C  —  a 

Les  expressions  X  et  Y  répondent  à  la  première  partie 
de  renoncé.  -Mais  on  voit  que  Xh  et  Y^  jouent  un  rôle 
à  peu  près  analogue.  Enfin  les  cercles  C*et  Cm  dans 
Tellipse  sont  représentés  par  les  cercles  Cp  et  Cp.  dans 
l'hyperbole.  Les  lieux  des  centres  C  et  0^  dans  l'ellipse 
(ou  de  Cf  etCp'  dans  Thyperbole)  sont  respectivement 

Xt       Y»  a  +  c  X»       Y«  a-^c 

c*        c^  a  —  c  c'        c*  a -h  c 

qui  sont  des  ellipses  relativement  à  l'ellipse,  ou  des 
hyperboles  relativement  à  l'hyperbole. 

Les  lieux  de  Cp  et  Cp.  dans  Tellipse  (ou  de  C  et  Cy 
dans  Thyperbole)  sont  les  tangentes  aux  sommets  A  et 
Â'  des  coniques. 

2^  Si,  par  rapport  à  deux  points  M  et  M',  on  considère 
dans  Tcllipse  les  cercles  C  et  Cm»  ou  dans  l'hyperbole  les 
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cercles  Cp  et  Cf>',  ils  donnent  lieu  à  la  deuxième  partie  de 
renoncé.    L'équation  concernant  le  cercle  C  est,  par 
exemple, 

(  T,  —       :—>'-+-(  5 ^     = ^' — 7^  ' 

\         a-'-c  J        \         CL    I        (a-r-c)* 

En  en  retranchant  une   équatipu  semblable  pour  le 
point  M'(x'',  j^),  on  aura  Téquation  de  Taxe  radical 

D»  ^     iw         *        1    1,  ti.        a**  — y*         v'*— r* 
après  1  équation  de  1  ellipse ^—  =  '   a_'i>  ^i^ 

tenant  compte  de  cette  relation,  et  faisant  dans  Péqua- 
tion  de  Taxe  radical 

y^  y        ^     x-^x' 

ÏJ  = ,  ;— , 


elle  devient 

.  iLiZl7_£ ÎL-Uo. 

•X         \a-^  C        a-\-  c I 

Elle  est  donc  satisfaite  par  les  coordonnées  du  milieu 
de  la  corde  MM'. 

Ces  propriétés  n^ont  pas  lieu  pour  les  autres  cercles. 
3®  D'après  ce  qu'on  a  dit,  on  a 

FP  =  cH-X=:c-f-^ —  dans  Tellipse, 
=  en-  c  dans  PhyperboJe; 

donc,  dans  ce  dernier  cas,  le  lieu  de  P  est  le  cercle  de 
centre  F  et  de  rayon  a  -+-  c.  Pour  l'ellipse 


^  =  c  -^. ;  c  -f-  j»  =  M  F  cos  w  =  (  a  -h  —  )  cos  w  : 


=  (a+^), 
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éliininant  jr,  il  reste,  pour  I  équation  du  Heu  di*  P, 

c(a     -  cA(  I  -1-  roses  )^ 

si  Ton  remarque  que 

FM  -  FP  =  (a  -  r-^:)  _  (c  -r-  :^U  a  -  «.. 

^  a  J       ^  a  J 

ou  voit  que  cette  courbe  c^st  une  conchoïde  de  l'ellipse 
par  rapport  au  foyer  F  :  elle  est  fermée. 

En  prenant  le  cercle Cji^  on  obtiendrait  un  cercle  dans 
Pellipse  et  une  conchoïde  (à  branches  infinies)  de  l'hy- 
perbole,  dans  r hyperbole. 

Enfin,  si  Ton  prend  les  autres  cercles,  on  aura  des  rela- 
tions analogues  au?c  précédentes  ;  par  exemple,  des  cercles 
de  rayon  a  +  c  et  a  —  c  pour  les  lieux  des  points  de  con- 
tact de  FM  avec  C^  et  Cp.. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1564.  Étudier  le  complexe  des  droites  D  dont  les 
distances  à  deux  droites  données  L  et  U  ont  un  rapport 
constant  K.  Examiner  en  particulier  le  cas  où  les  droites 
L  et  L'  se  coupent  à  angle  droit  et  celui  où  ces  droites 
sont  parallèles.  (Schoute.") 

1565.  Les  points  de  Brocard  et  les  points  de  Steiner 
sont  sur  une  hyperbole  circonscrite  au  triangle  fonda- 
mental. (Cesaro.) 

1566.  D  étant  la  perpendiculaire  élevée  sur  Taxe 
focal  d'une  conique  par  l'un  des  points  de  cet  axe  d*où 
la  conique  est  vue  sous  un  angle  droit,  et  P  désignant  le 
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pôle  de  la  droite  D  par  rapport  à  la  conique,   si  un 
cercle,  ayant  son  centre  sur  cette  conique  et  tangent  à 
la  droite  D,  coupe  Taxe  focal  aux  points  M|  et  M^,  le 
rapport  de  PMi  à  PM.j  est  constant. 

Que  devient  le  théorème  dans  le  cas  de  Thyperbole 
équilatère?  (Maurice  d'Ocagne.) 

1567.  Soient  deux  coniques  A  etB  ayant  respective- 
ment pour  foyers  réels  a^  et  a,,  b^  et  £29  soit  C  une 
conique  quelconque  inscrite  dans  le  quadrilatère  cir- 
conscrit à  A  et  B  ;  les  deux  couples  de  droites  joignant 
un  foyer  de  C  aux  points  a^  et  «2»  ^i  ^t  ^2  ont  les 
mêmes  bissectrices. 

Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  qua- 
drilatère circonscrit  à  deux  coniques  reste  le  même  si 
ces  deux  coniques  varient,  leurs  foyers  respectifs  res- 
tant fixes. 

Soient  deux  systèmes  de  coniques  respectivement  ho- 
mofocales^  les  points  d'intersection  des  tangentes  com- 
munes à  une  conique  quelconque  du  ]Vremier  système 
et  à  une  conique  quelconque  du  second  restent  sur  une 
courbe  qui  coïncide  avec  le  lieu  précédent. 

(G.   HUMBERT.) 

1568.  Dans  une  cissoïde  de  Dioclès,  l'aire  comprise 
entre  la  courbe  et  son  asymptote  est  égale  à  trois  fois 
Taire  du  cercle  générateur.  (Barisien.) 


LIBRAIRIE  DE  GAI THIER-VILLARS, 

QUAI    DES  CRANDS-AlClSll.NS,    55,    A   PARIS. 

BOUSSINESQ  (J.)«  Membre  de  l'Institut,  Professeur  de  Mécanique  pli ysique 
if  h  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  ancien  professeur  de  Calcul  différentiel 
et  intégral  à  la  Faculté  dos  Sciences  de  Lille  et  à  Plnslitut  industriel  du 
NiH'd.  '—  Cours  d'Analyse  infinitésimale,  à  rusap:e  des  personnes  qui 
étudient  cette  Science  eu  vue  de  ses  applications  mécaniques  et  physiques. 
1  \oIumcs  in-8,  avec  figures  dans  le  texte. 

On  vend  séparément  : 
Tome  i.  —  Calcul  diffcrenticL 

Fascicule  /.  —  Partie  élémentaire  ;  1887 7  fr.  5o  c. 

Fascicule  II.  —  Partie  complémentaire;  18^*7 9  fr.  5f)  c. 

ToMK  H.  —  Calcul  intégral. 

Fascicule  /.  —    Partie  élémentaire (  Sous  presse.  ) 

Fascicule  II.  —  Partie  complémcnt«ii-e (  Sous  presse.) 

Vj\  offrant  cet  Ouvrage  à  l'Académie  des  Sciences,  dans  la  séance  du 
■j:  juin  1887,  M.  Boussinesq  s'est  exprimé  ainsi  : 

r.<>  Cours  d'Analyse  s'adresse  surtont  aux  physiciens,  naturalisfes,  élèves  in(jé- 
'ii*»iir^,  philosophes,  etc.,  peu  habitués  au  mnniement  des  formules  al^^èbriques, 
HLiis  qui  éprouvent  le  besoin,  pour  leurs  études  propres,  de  connaître,  dans  son 
-'^prii  et  dans  ses  principaui  résultats,  le  calcul  des  infiniment  petits  ou  des 
lojictions  continues. 

J  espère,  en  les  conduisant  pas  à  pas  par  les  voies  qui  m'ont  paru  les  plus  in- 
tuitives, les  mieux  appropriées  à  notre  sentiment  naliirel  de  In  {graduelle  variation 
tic*  choses,  les  y  familiariser  avec  les  idées  et  les  méthodes  qui  ont  valu  à  ce 
uiss;jnl  instrument  intellectuel,  toujours  en  voie  d'accroissement  depuis  le 
Nvir  siècle,  aa  roerveilleusc  coopération  aux  proférés  des  Sciences  de  la  nature  et 
iiH'  pince  presque  aussi  (Grande  dans  renseignement  des  Ecoles  techniques  que 
■:ins  celui  de  nos  Facultés. 

BRISSE  (C^.),  Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Condorcet, 
lie|>étiteur  de  Géométrie  descriptive  à  l'École  Polytechnique.  —  Cours 
de  Géométrie  deecriptiTe. 
r*  Partie,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  élémen- 
taires. Grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texle;  1882 5  fr. 

Il'  Partik,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales. 
Grand  iu-8,   avec  figures  dans  le  texte;  1887. 

Prix  pour  les  souscripteurs . .-. 7  fr. 

Un  premier  jasclculc  a  paru. 

DâRBOUX  (Gaston).  —  Conrs  de  Géométrie  de  la  Faculté  des  Sciences. 

—  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  et  les  applications 

géométriques  du  Calcul  infinitésimal.  Deux  volumes  grand  in-8,  avec 

lj,^'ures,  se  vendant  séparément  : 

V'PKftrtl^'.GéneraUtéx.  Coordonnées  curvilignes .  Surfaces  mi  ni  ma;  1887. 

i5fr. 

!I*  Partie  :  Théorie  de\'  systèmes  de  rayons  rectiUgnes .  —  Formules 

de  Codazzi,  Lignes  géodes iques.   Théorie  des  surfaces  appiiccddes'  sur 

une  surface  donnée (  Sous  presse.) 

BOUCHÉ  (Eugène),  Profes>eur  à  l'École  Cenirale.  I^ximiinaleur  de  sortie  à 
.  tcole  Polytechnique,  etc.,  et  COMBEROUSSE  (Charles  de),  Profisseur 
■à  l  École  Centrale  et  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  etc.  —  Traité 
de  Géométrie,  conforme  aux  Programmes  ofliciols,  renfermant  un  très 
^rand  nombre  d'Exercices  et  plusieurs  Appendices  consacrés  à  l'exposition 
'ies  Principales  méthodes  de  la  Géométrie  mooeune.  5"  édition,  revue 
et  notablement  augmentée,  ln-8  de  xlix-96()  pages,  avec  Gifi  figures  dans 
le  texte,  et  1095  questions  proposées;  i883 iG  fr. 

Prix  de  charpie  Partie  : 

r*  Partie.  —  Géométrie  plane 7  fr . 

U'  Partie.    —     Géométrie    de    r  espace;    Courbes    cl    surfaces 

'luielics ! . . . .  9  fr. 


(Troisième  Série.)  —  JLoùt  1887. 
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Ce  Bulletin  est  destiné  à  combler  une  lacune  regrettable  dans  les  Revues  scient!- 
fiqoes françaises;  aucune,  en  effet,  josqulci,  n*était  destinée  spécialement  ^xnautronomes 
et  aux  hommes  de  science  qui  veulent  se  tenir  au  courant  des  progrès  de  rAstronomie. 
La  renaissance  des  études  astronomiques  en  Franco  rendail  d'ailiours  cette  publlc;iti  >a 
nécessaire,  et  le  moment  était  venu  de  créer  un  organe  de  publicité  qui  permît  à  nu^ 
astronomes  de  faire  connaître  leurs  travaux  en  temps  utile,  et  qui  leur  donnât,  avec  las 
nouvelles  astronomiques,  une  analyse  des  principales  publications  périodiques  étrangères. 

Ce  Bulletin  comprend  donc  deux  Parties  distinctes,  répondant  à  ces  deux  besoins.  La 
première  contient  des  observations  présentant  un  intdrdt  d'actualité,  faites  dans  nos  ob- 
servatoires, pendant  le  mois  précédent;  des  éphémérides  de  planètes  ou  de  comètes  et 
aussi  des  Mémoires  ou  des  Notices  sur  divorsos  questions  d'Astronomie  théorique  ou  pra- 
tique. Dans  la  seconde  Partie  se  trouvent  une  Revue  aussi  complète  que  possible  de  toutes 
~-^4es-iMnSV6ttea.  astronomiques,  et  une  analyse  des  principales  publications  périodiques  et 
des  ouvrages  nouvellement  parus.  Enfin,  quand  roccasion  s'en  présoute,  une  troisième 
Partie  donne,  sous  le  titre  de  Fariétés,  des  articles  sur  des  questions  d'actuati>ë  ccncei^ 
oant  les  sciences  liées  étroitement  avec  rAstronomie,  lellus  que  la  Physi()ua  du  globe, 
la  Géoddsie,  la  Météorologie;  on  y  traite  aussi  de  points  intéressants  relatifs  à  l'histoire 
de  la  Science. 

Le  Bulletin  est  assuré  de  l'active  collaboration  des  astronomes  français,  qui  penvest 
y  publier  régulièrement,  soit  les  Observations,  suit  les  Notices  on  Mémoires  qu*ÎUëtaieat 
obliges  d'uovoyer  auparavant  à  des  journaux  de  l'étranger.  L'entente  commune  que  c* 
BuIIotin  établit  entre  les  divers  Observatoires  leur  donne  un  outre  une  précieuse  facilit' 
pour  coordonner  leurs  travaux  de  la  manière  la  plus  utile  aux  progrès  de  la  Si^i coco.  Eoi  > 
le  Bulletin  accepte  aussi  avec  empressement  les  Observations  et  les  Articles  qae  veoleot 
bien  lui  adresser  les  astronomes  étrangers. 

L  Observatoire  de  Paris  soutiendra  de  tout  son  pouvoir  l'œuvre  utile  et  féconde  dir  . 
gée  par  M.  Tisserand,  avec  le  concours  de  MM.  0.  Bigourdan,  0.  Callaudroau  rt  il 
Uadau,  et  nous  espérons  qu'elle  contribuera  au  dovdloppcnienl  de  la  Science  eu  géuora^ 
(jt  lie  l'Astronomie  française  en  particulier. 
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SUR  U^  COMPLEXE  DU  SEGO\D  ORDRE  ET  SUR  LA  QUESTIOÏV 
POSÉE  AU  CONCOURS  DE  1881  POUR  LAGRÉGATION  DES 
SCIEXGES  MATHÉMATIQUES; 

Par  m.  GENTY. 


On  donne  un  ellipsoïde,  et  l'on  considère  les  droites  D 
telles  que,  si  par  chacune  d'elles  on  mène  des  plans 
tangents  à  l'ellipsoïde^  les  normales  aux  points  de 
contact  M  et  M' soient  situées  dans  un  même  plan, 

1®  Démontrer  que  la  droite  l^  et  la  corde  MM'  sont 
rectangulaires , 

a®  Trouver  le  lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un 
point  donné  A. 

3**  Ce  lieu  est  un  cône  du  second  degré  :  troui^er  le 
lieu  des  positions  du  point  A  pour  lesquelles  ce  cône 
est  de  résolution. 

4**  Trouver  l'enveloppe  C  des  droites  D  qui  sont  con- 
tenues dans  un  plan  donné  P  et  la  surface  S  engendrée 
par  la  courbe  C,  quand  le  plan  P  se  déplace  parallèle- 
ment à  un  plan  donné  Q. 

5°  Trouver  pour  quelles  directions  du  plan  Q  la 
surfaces  est  de  révolution, 

I. 

1.  Si  les  normales  aux  points  M  et  M'  de  rellipsoïde 
se  rencontrent,  il  est  évident  que  leur  plan  est  normal 
à  la  droite  D,.  intersection  des  plans  tangents  en  M 
et  M'^  la  droite  D  et  sa  polaire  MM' par  rapport  à  Tellip- 
soïde  sont  donc  rectangulaires. 

Réciproquement,  si  une  corde  MM' de  rellipsoïde  et 
Ann.  de  Mathémat.,  3'  série,  t.  VI  (Septembre  1887).     27 
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sa  polaire  D  sont  rectangulaires,  les  normales  aux  points 
M,  M!  sont  dans  un  môme  plan  ;  c'est  le  plan  mené  par 
la  droite  MM'  perpendiculairement  à  la  droite  D. 

Les  droites  D  sont  donc  les  droites  de  T espace  qui 
sont  normales  à  leurs  polaires  par  rapport  à  rdlipsoïde, 
et  leur  ensemble  constitue  le  complexe  tétraédral  parti- 
culier a  l'étude  duquel  le  D""  Th.  Reye  a  consacré  la 
vingt  et  unième  leçon  de  sa  Géométrie  de  position. 

Avant  de  donner  une  théorie  analytique  de  ce  com- 
plexe, nous  devons  rappeler  quelques  notions  fonda- 
mentales sur  les  coordonnées  d'une  droite. 

S.  Les  équations  d'une  droite  en  coordonnées  carte* 
siennes  rectangulaires  étant  ramenées  à  la  forme 

x  —  xi  ^  y—yi  ^  z-^zi 

l  m  n 

on  peut  prendre  pour  coordonnées  de  la  droite  les  six 

quantités 

/,  m,  n, 

X  =  n^t — mzi,         [JL  = />Si  —  nxij        v  =  mari  — /^i, 

entre  lesquelles  on  a  la  relation  identique 

Il  -+-  /?i|jL-h  /iv  =  o; 

/,  m,  n  sont  proportionnels  aux  cosinus  des  angles  que 
fait  la  droite  avec  les  axes;  \  [x,  v  sont  de  même  pro- 
portionnels aux  angles  que  fait  avec  les  axes  le  plan 
mené  par  la  droite  et  l'origine,  et,  si  d  est  la  distance  de 
l'origine  à  la  droite,  on  a 

/*  -H  m'  -4-  n*  ' 

Pour  /  =  /n  =  7i=:o,  on  a  une  droite  située  tout 
entière  à  l'infini;  X,  [jl  et  v  déterminent  la  direction  de 
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la  normale  aux  plans  parallèles  qui  contiennent  celte 
droite. 

Pour  ).  =  [jL  =  V  =  o,  on  a  la  droite  passant  par  l'ori- 
gine et  faisant  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  proportionnels  à  /,  m  et  /i  respectivement. 

Pour  [jL  =  v  =  o,  y.  étant  différent  de  o  (ce  qui 
entraine  /=  o),  on  a  une  droite  située  dans  le  plan 
des  zx. 

Pour  m  =  n=o,  /  étant  différent  de  zéro  (ce  qui 
entraine  X  =i  o  ),  on  a  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Cela  posé,  voici  quelques  formules  fort  utiles  et  dont 
la  démonstration  n'offre  aucune  difQculté. 

3.  Les  coordonnées  de  la  droite 

3^  — ^1  ^  r—^i  ^  z  —  Zj 

^1  — ^î  ^'l—J^Ï  Zi—Zt'  , 

qui  joint  les  deux  points  (j:,,^i,  Zt  ),  (.r,,^a,  rj),  sont 
/  =  arj  — ar„         m  =^,—7,,         n  =  Zi  —  Zt, 

4.  Les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  la 
droite  (/,  m,  /i^  X,  [x,  v)  et  du  plan 

aLX-h^y-\-^z-ho  =  o 

ont  pour  expression 

a^  -f-  Pfji  -4- yn' 

vX  —  av  —  8  ;n 

y  =  -i- , 

_    Œfjt  —  pX  —  $/i 
"~  a/  -h  pm  -h  y/i 

La  droite  est  parallèle  au  plan  si  Ton  a 

olI  -h  ^m-{-^n  =0: 
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elle  est  située  tout  entière  dans  le  plan,  si  Ton  a  en 
même  temps 

pv  —  Yl*  — ^^    =o» 

yX  —  av  —  om  —  o, 

ajji  —  pX  —  o/i  =  o. 

Les  quatre  équations  qui  précèdent  ne  représentent 
d'ailleurs  que  deux  conditions  distinctes-,  on  obtient  en 
effet  la  première  en  additionnant  les  trois  autres  multi- 
pliées par  a,  [3,  y  respectivement,  et  Ton  obtient  la 
quatrième  en  additionnant  la  deuxième  et  la  troisième 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  X  et  {jl. 

5.  Le  résultat  qui  précède  conduit  immédiatement 
aux  équations  ordinaires  d'une  droite  donnée  par  ses 
coordonnées  l^m^n-^  X,  ijl.  v. 

Ces  équations  sont  les  suivantes  : 

• 

a/-+-p/n-HY/i 


y~ 

yX  —  av  —  5  /n 

a  /  H-  p  m  -+-  Y /* 

z  — 

m 

«(x—  pX  — 8/1 

a/  -h  pm  -+- Y/i 

a,  |J,  Y?  ^  ayant  des  valeurs  absolument  quelconques, 
pourvu  qu'on  n'ait  pas  en  même  temps  a  =  ^  =  y  =  o. 

6.  Les  coordonnées  de  la  droite,  intersection  des  deux 

plans 

aj7  -h  p^  H-  Y;î  -h  8  =  o, 

ont  pour  expression 

/  =  Py  -  ïP',         m  =  Yx'—  «yS         /i  =  ap'-  Pa', 
X  =  8a'  --  oc8',         (x  =  8p'—  p8',        v  =±  8y'—  y^'- 

7.  La  distance  d  d'un  point  {x2,  ja,  ^a)  à  une  droite 


(  4o5  ) 
(/,  m^n-^'kj  (JL,  v)  est  donnée  par  la  formule 

Les  conditions  pour  que  le  point  appartienne  à  la 
droite  sont  donc 

X  = /ij^,— m^,,        [L  =  Izf—  nxt,        7=  ma?,— //,, 

qui  se  réduisent  à  deux  distinctes  et  qui  résulteraient 
aussi  des  formules  du  n^  3. 

8.  Les  coordonnées  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  la  droite  (/,  m,  n;  X,  (jl,  v)  sont 

\in  —  mv,    v/ — nX,    \m  —  /[x,    o,    o,    o. 

Le  plan  mené  par  la  droite  (/|,  mi,  7i|  ^  )w|,{ji|,  V|), 
parallèlement  h  la  droite  (/a,  ms,  /Zi?  ^2)  [^ay  V2),  a  pour 
équation 


(I) 

(07,  m,,/it)=  P„, 

en  posant 

X     y      z 

(a?,m,,  n,)  = 

Il     nti     /ij 
If     m*     /ij 

et 


P„r=  /;.X,-h  mrfJl/-+-  /IrV,. 


La  plus  courte  distance  des  deux  droites  est  la  distance 
au  plan  (i)  du  point  {^aj^iy  ^2)  de  la  seconde  :  on  a 
donc 

/, X, -f-  mj fx, -I-  /i,v,  —  (^j,  m,,  n,) 


d  = 


/(mi/ij—  mj /ij )*-!-( /Il /j—/ij/i  )*H-(/i/«,—  /î/^i)* 

En  vertu  des  formules  du  n°  6,  le  numérateur  peut 
d'ailleurs  s'écrire 
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La  condition  qui  exprime  que  les  deux   droites   se 
rencontrent  est  donc 

Pii-f-Pn  =  o, 

et,  si  cette  condition  est  vérifiée,  on  reconnaît  sans  peine 
que  le  plan  des  deux  droites  a  pour  équation 

(4?,  m„/ii)=P„=— Pj,; 

que  leur  point  de  rencontre  a  pour  coordonnées 

Pîi  '  Pu         '  Pfl 

enfin,  que  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque 
passant  par  leur  point  d'intersection  et  situées  dans  leur 
plan  sont 

9.  Les  conditions  pour  que  trois  droites 

se  rencontrent  deux  à  deux  sont,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, 

/  Pî3-+-Psj=o, 


(0 


Psi+Pl3=0, 


(    Pi, 


Pîi: 


Or  le  produit  (/o  mi,  W|)x()hî  iJ^n  v,)  est,  d'après 
la  règle  de  multiplication  des  déterminants,  égal  à 


Pu 

Pu 

Pi. 

Plt 

P„ 

P« 

= 

Pjl 

P.t 

P« 

O         Piî       Pi3 
Pîl         O         P„ 

Psi     Pat      o 


il  est  donc  nul  en  vertu  des  équations  (i).  Donc  ces 
équations  entraînent  l'une  ou  l'autre  des  conditions 


(a) 
(3) 
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Si  1  équation  (a)  est  satisfaite  sans  que  l'équation  (3) 
le  soit,  les  trois  droites  sont  dans  un  même  plan  normal 
à  la  directrice  qui  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  proportionnels  à 

Ptj  Xj  -4-  Pji  Xj  -+-  Pu  >i  ; 
PMfJii-t-  P»ifJit-+-Piî|Aj; 

Pî3Vi  -hPiiv,  -hP„V,. 

Si^  au  contraire,  la  condition  (3)  est  satisfaite,  sans 
que  la  condition  (^)  le  soit,  les  trois  droites  forment  un 
trièdre  dont  le  sommet  a  pour  coordonnées 

Pm/i-^  Pi» /t -4- !>.,/,, 
(/i,  m,, /la)  ' 

Psi  mi  -4-  Pu  mj  -h  Pj,  m^  ^ 

(/i,/nj, /ij) 

P3î/ti-4-Ptana-+-Pii/i.T 

(/,,  m,, /I3) 

Si  enfin  les  conditions  (a)  et  (3)  sont  satisfaites  en 
même  temps,  les  trois  droites  sont  situées  dan^  un  même 
plan  et  passent  par  un  môme  point,  ce  plan  et  ce  point 
étant  déterminés  comme  au  n°  8. 

10.  Nous  signalerons  enfin,  sans  les  démontrer^  deux 
formules  élégantes  : 

Trois  droites  (/|,  ...),  (/j,  ...)5  C»?  •••)  qui  ne 
sont  pas  situées  dans  un  même  plan  déterminent  un 
parallélépipède  qu'on  obtient  en  menant  par  chacune 
de  ces  droites  des  plans  parallèles  aux  deux  autres. 

Le  volume  de  ce  parallélépipède  a  pour  expression 

y^  I  (PM-f-P3»)(P»H-Pi3)(Pii-4-P,i) 
a  (/i,m„/i8)« 

Le  centre  de  parallélépipède,  c'est-à-dire  le  centre  de 
Thyperboloïde  déterminé  par  ces  trois  droites  a  pour 
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coordonnées 

a(/,,/n,, /la) 


II. 

11.  Une  équation  homogène  de  degré  n  par  rapport 
aux  coordonnées  de  la  droite 

(i)  F(/,  m,/i;X,  |x,v)  =  o 

représente  un  complexe  d'ordre  n. 

On  obtient  Téquation  du  cône  du  complexe,  c'est- 
à-dire  le  lieu  des  droites  du  complexe  qui  passent  par 
un  point  donné  (iCj,  j<,iri),  en  remplaçant  dans  cette 
équation  /,  m,n,  X,  [x,  v  respectivement  par 

ce  qui  donne' 

¥[x  —  xuy  —  yu  -s  —  Su  {yus\  (^i,^),  {^uy)]  =  o, 

équation  de  degré  n. 

Si  Ton  porte  l'origine  au  sommet  du  cône,  cette  équa- 
tion devient  simplement 

F[^»  y,  ->  (y>  -),  (-51,  ^),  (^1,  y)]  =  o. 

Soit  {^ty^z)  un  point  quelconque  d'une  droite  du 
complexe  faisant  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosi- 
nus sont  proportionnels  à  l\y  m^  et  n\\  l'équation  (i) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 

F(/i,  mi, /11,  n^y  —  mi^,  liz  —  riix,  m\X  ^'  lxy)^o. 
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12.  Cherchons  la  courbe  du  complexe  située  dans  le 
plan 

(i)  aLX'\-^y-\'^z-\. 

Soient  /,  m,  /i,  X,  jx,  v  les  coordonnées  d'une  droite  du 
complexe  située  dans  ce  pian  ;  nous  aurons 

•  m  =  Y^  —  av, 

n  r=  a(jt—  pX; 

en  remplaçant  /,  m  et  n  par  ces  valeurs  dans  Téquation 
du  complexe,  nous  aurons 

(2)  F( pv  —  Yfx,  yX  —  av,  ajji  —  pX,  X,  fx,  v)  =  o, 

et,  si  Ton  regarde  X,  [x  et  v  comme  des  coordonnées  car- 
tésiennes, cette  équation  représente  le  cône  réciproque 
de  celui  qui  a  son  sommet  à  Toriginc  et  pour  base  la 
courbe  du  complexe  située  dans  le  plan  (i). 

L'équation  (2)  étant  d'ordre  w,  la  courbe  en  question 
est  de  la  /i'^"*  classe. 

13.  Cherchons  enfin  la  courbe  du  complexe  située 
dans  le  plan 

(1)  aLX-^^y-^^z=o, 

qui  passe  par  l'origine. 

Soit  (^1,  J'i,  ^i)  le  pôle  d'une  droite  du  complexe 
située  dans  ce  plan  par  rapport  au  cercle  de  rayon  égal 
à  Tunité  et  ayant  son  centre  à  l'origine.  La  droite  elle- 
même  aura  pour  équations 

ax  -\- ^y  -\- ^ z  =:  Q 
et,  par  suite,  pour  coordonnées  (6)^ 

/  =  pj,  — Y^i'        m  =  Y^i— a^i,        /i  =  ajK,— pxi. 
X  =  a,         |x  =  ?.         V  =  Y- 
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En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  complexe 
et  supprimant  les  indices,  il  vient 

F(  ^z  ~  Y/,  yar—  a-i,  ay  —  px,  a,  p,  y)  =  o, 

pour  l'équation  de  la  polaire  réciproque  de  la  courbe 
cherchée. 

III. 

14.  Revenons  maintenant  à  la  question  du  concours 
d'agrégation. 
Soit 

S»  "^  "5»  "^  ë»"^' 
l'équation  de  l'ellipsoïde  donné, 

î-ZL^i  —  y~y^  —  *  —  ^\ 

l  m  n 

celles  de  Tune  des  droites  D. 

La  polaire  de  celte  droite  par  rapport  à  rellipsoïde 
est  l'intersection  du  plan  polaire  du  point  (^d  J'n^i) 
et  du  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  D;  elle  a 
donc  pour  équations 

Ix       m  y       nz  ■ 
a*         b^         c* 

elle  fait  donc  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  proportionnels  à 

<^'^{^y\—niz^),     b^(lzi—nxi),     c»(mxi—  /j,), 

ou  à  Xy  iJL  et  V,  et  la  condition  du  problème  donne  imtne- 
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dialement 

(i)  a*/X -h  6*m[x-f-c*nv  =  o, 

équation  d'un  complexe  du  second  ordre. 

Celle  équation  ne  change  pas  si  Ton  remplace  a*,  b 
et  c*  par  <T«^-+-p,  o-i'-j-p  et  «"i-f- p  respectivement,  /\Ç 
0-  et  p  étant  deux  nombres  quelconques^  nous  dirons 
donc  que  le  complexe  appartient  à  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  ayant  pour  équation 

(a)  ^'  ^'  *' 


ffa*-hp        aA*-hp        ffc*-t-p 

Cette  équation  représente  l'ensemble  de  toutes  les 
surfaces  du  second  ordre  homothétiques  et  coaxiales  à 
lellipsoïde  donné  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  l'en- 
semble des  surfaces  homofocales  des  ellipsoïdes  homo- 
thétiques et  coaxiaux  à  rellipsoïde  donné. 

L'équation  (i)  est  satisfaite  pour  m  =  /i  =  o  (ce  qui 
entraine  /=  o  ou  X=  o)  et  pour  [jl  =  y  =  o  (ce  qui  en- 
traîne \:=lo  ovL  l  =  o)]  donc  toutes  les  droites  passant 
par  l'origine,  toutes  les  parallèles  aux  axes  principaux 
de  rellipsoïde,  toutes  les  droites  situées  dans  le  plan 
de  Tinfini  et  enfin  toutes  celles  situées  dans  l'un  des 
plans  principaux  de  Tellipsoïde  font  partie  du  com- 
plexe. 

Le  complexe  contient  aussi  toutes  les  normales  aux 
siu-faces  du  second  ordre  représentées  par  l'équation  (2). 

En  eflet,  la  normale  au  point  {xi , jKi j^i)àe  Tune  de 
ces  surfaces  a  pour  équations 

^  — an    __  :y~-  yt  _  s  —  ^i 


V 


ja*H- p  t6*-i-p  ffc^-f-p 
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et  ses  coordonnées,  qui  ont  pour  expression 


(ja*-t-p  db^-T-p  dc^-r-p 

(ff6*-+-  p)(ffc*4-  p)' 
_^     ff-Sia7i(c* — a*) 
^"^  (ac«-+-p)((ja»-+-p)' 

(o-a^-h  p)(ci6*-4-  p)' 

satisfont  identiquement  à  Tëquation  (i). 

Le  complexe  comprend  par  suite  les  axes  de  toutes 
les  quadriques  représentées  par  l'équation  (2),  et  aussi 
les  axes  principaux  de  tous  les  cônes  circonscrits  a  ces 
surfaces. 

IS.  Si  de  Téquation  du  complexe 

(i)  a*/X  H- ^'m[jn- c-rtv  =  o 

nous  retranchons  l'identité 

a«(/X  H-  myL-h nv)  —  o, 
il  vient 

(6*  — a')m|i-f-(c'  —  a*)  nv  =  o^ 

ou  bien,  X|  ,^^1,  Zi  étant  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque d'une  droite  du  complexe, 

(6*  —  a*)  m{lzi  —  mxx)  =  (a* — c^)n{nixi  —  ljri)j 

ou  en  un 

îi  _  £1 

Mais,  si  A,  B  et  C  sont  les  points  où  la  droite  consi- 
dérée perce  les  plans  coordonnés,  le  premier  membre 


îi  - 

n 

^1 

Xi 

7" 

m 
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de  la  relaliou  précédente  équivaut  à  ^t~Eivïb'  ^*^*^" 

a-direa^. 

L'équation  (i)  exprime  donc  cette  propriété  fonda- 
mentale du  complexe,  à  savoir  que  toutes  les  droites  qui 
en  font  partie  sont  coupées  dans  le  même  rapport  par 
les  plans  principaux  des  surfaces  du  second  ordre  aux- 
quelles il  appartient. 

16.  Le  cône  du  complexe,  qui  a  son  sommet  au  point  x, 
a  pour  équation  (n°  11) 

(i)    1  ^*(^""^»)(^^»""^^»)"^*'(^""^»)('^^»~"^'^») 

ou  bien,  en  supposant  les  axes  transportés  parallèlement 
à  eux-mêmes  au  point  (^19^4,  ^1)) 

(a)    (b^—c*)xiyz  -h(c' — a')^i-fj?-H(a*—  b*)zixy  =  o. 

Cette  équation  ne  change  pas  quand  on  remplace  ^Tj, 
/i  et  Zi  par  kx^^ky^  et/rZ|  respectivement.  En  d'autres 
termes,  tous  les  cônes  du  complexe  qui  ont  leurs  som- 
mets sur  un  diamètre  de  rellipsoïde  ont  une  conique 
commune  dans  le  plan  à  l'infini. 

On  obtient  Tintcrsection  du  cône  avec  le  plan  à^syz 
en  faisant  x  =  o  dans  l'équation  (i),  ce  qui  donne 

—  à^iyzx  —  zyx)  ^  b^iy  —  yx) zxi-^  c^z  —  sx)yxx=^  o 

ou  bien 

(6*  —  c^)y^  —  (c* —  a')ji'S  — (a* —  b^)^\y  =  o, 

équation  indépendante  de  x^.  Donc  tous  les  cônes  du 
complexe  qui  ont  leurs  sommets  sur  une  droite  paral- 
lèle à  un  axe  principal  de  l'ellipsoïde  rencontrent  le 
plan  principal  normal  suivant  une  même  hyperbole 
équilatère. 
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17.  L'équatiou  (2)  du  paragraphe  précédent  montre 
qu'un  cône  du  complexe  ne  peut  se  réduire  à  un  système 
de  deux  plans  que  si  Tune  ou  l'autre  des  coordonnées  X|, 
^i,Z|  est  nulle,  c'est-à-dire  si  le  sommet  du  cône  est 
situé  dans  l'un  ou  l'autre  des  plans  principaux  de  Tellip- 
soïde. 

D'un  autre  côté,  un  cylindre  quelconque  du  complexe 
ayant  pour  équation  (n**  11) 

(a)    d^Hny  —  mz)  4-  b^m(lz  —  nx)  -^  c^n{mT  —  ly)  =  o 

se  décompose  lui-même  en  un  système  de  deux  plans,  le 
plan  à  l'infini  et  celui  qui  est  représenté  par  l'équa- 
tion (â). 

On  voit  ainsi  que  la  surface  singulière  du  complexe, 
considérée  comme  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
complexe  qui  se  réduisent  à  un  système  de  deux  plans, 
se  compose  de  quatre  plans,  savoir  les  trois  plans,  prin- 
cipaux de  l'ellipsoïde  et  le  plan  à  Tinfini. 

18.  Le  cône  du  complexe  qui  à  son  sommet  au  point 
(xi,j^i,z,),  ayant  pour  équation 

(6«—  c*)Xiyz  -\-(c^  —  a'^) yizx  -^-(a*—  b*)zixy  =  0, 

est  un  cône  de  révolution  pour 

(6«— c«)»a?î  =:(c«  — a«)VÎ  =(««-- 6«)«-3Î 

ou,  en  supprimant  les  indices, 

équations  de  quatre  droites  passant  par  l'origine  et  symé- 
triques deux  à  deux  par  rapport  aux  plans  principaux 
de  l'ellipsoïde. 

19.  Soit 

(0  a^-Hpj^-f- Y-s  =  0 
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1  équation  d'un  plan  quelconque.  Le  cône  réciproque  de 
celui  qui  a  son  sommet  à  l'origine  et  pour  base  la  courbe 
du  complexe    située  dans  ce  plan    a   pour   équation 

(n«  12) 

ou  bien  • 

(a)      (A*— c»)aj^^  -}-(c*  — a')  ^ zx  -^-{a'^  —  b^)  tixy  =  o. 

Ce  cône  contient  les  axes  et  la  normale  au  plan  (i)^ 
donc  la  courbe  du  complexe  est  une  parabole  tangente 
aux  intersections  de  son  plan  avec  les  plans  principaux 
de  rdlipsoïde. 

20.  L'équation  (2)  du  paragraphe  précédent  est  indé- 
pendante de  S  et,  par  suite,  elle  ne  change  pas  quand  le 
plan  (i)  se  meut  parallèlement  à  lui-même.  Donc  les 
courbes  du  complexe  situées  dans  des  plans  parallèles 
sont  sur  un  cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est  à 
Torigine. 

Ce  cône,  qui  est  le  réciproque  du  cône  (2),  a  pour 
équation 

v/^6*— c«)aa7 -+- \/{^c^—a'^)  'i^y  -H /( a*  —  6« )  y-5  =  o, 

et  il  est  de  révolution  si  Ton  a 

C'est-à-dire  lorsque  les  plans  des  courbes  du  complexe 
sont  perpendiculaires  à  Tune  ou  l'autre  des  quatre 
droites  trouvées  ci-dessus  (n®  18). 
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SUR  LE  CALCUL  DUNE  FONCTION  SYMÉTRIQUE; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Soient 


q(x)  =  o 


une  équation  algébrique  de  degré  m  et  ^{x)  une  fonc- 
tion entière  de  x  de  degré  [l.  Divisons  ^(x)  par  <f{x)\ 
soient  7,  le  quotient,  t{/,  le  reste.  Divisons  j:t{/,  par(p(x); 
soient  q^  le  quotient,  ^2  le  reste,  etc.  Divisons  x^m^i 
par  (p-,  soient  ffm  le  quotient,  ^m  le  reste.  Soient  enfin 


R  =  1  ±:  ail  «11  . . .  «//iw 
On  aura 

1^(3-)  =  5^1  <p-+-t];i, 

374^1(0?)  =  ^icp -ht);,. 


on  en  conclut 


X  désignant  un  polynôme  entier,  et  par  suite,  en  appe- 
lant ai,  ao,  .  . . ,  a,„  les  racines  de  ?(j^)  =  o, 

si  donc  on  pose 


I 
«1 


I 

«2 


I 
«3 


=  A, 


'.») 
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A  sera  le  produit  des  différences  des  racines  de  o  =  o 
et  l'on  aura 


=  A  tKaO'K»!  )...•>(««)• 


Or  on  a 

ij/y(a/)  =  ayi«f*-»  -+-  a/,«J"-«  -H.  .  .-H  (Xy„  : 
donc,  en  vertu  de  (i), 

donc,  le  déterminant  qui  figure  dans  le  premier 
membre  de  (2)  est  le  produit  de  R  par  A.  La  formule  (  2) 
donne  alors 

OU  enfin 

(3)  4;(«0+(««)...'K«/n)=K. 

La  fonction  R  est  donc  le  premier  membre  de  la  ré- 
sultante des  équations  ^  =  o,  ^  =10,  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  reconnaître,  dans  les  polynômes  <{/{,  tj/^,  ..., 
ceux  qui  servent  à  Cauchj  pour  former  sa  résultante. 

C'est,  je  crois,  la  première  fois  que  Tidentité  (3)  est 
démontrée  directement.  Le  théorème  de  Bézout  en  dé- 
coule. 

Cette  méthode  peut  ôtre  généralisée  et  étendue  à  un 
nombre  quelconque  d'équations  à  F  aide  de  la  notion 
des  polynômes  réduits  et  des  équivalences  algébriques 
dont  j'ai  présenté  la  théorie  dans  les  Nouv^elles  Annales 
Tannée  dernière. 

Considérons  les  équations  algébriques 

(1)  ?i=o,  ç>î  =  o,  .,.,  Ort  =  0, 

Ann.  de  Mathémat.,  3»  série,  t.  VI.  (Septembre  1887.)      28 


(4.8) 
des  degrés  mi,  m29  ...,?»«  par  rapport  aux  inconnues 
X|,  X2,  .  ..^  Xn  et  soit  i/  une  fonction  entière  de  X|, 
Xj,  . . . ,  Xa  de  degré  |Ji.  Appelons  i  =  <i>«,  o>* ,  . . . ,  w'"' 
les  ^  =  mi  ms  . . .  m»  arguments  réduits,  c'est-à-dire 
les  quantités  de  la  forme  x^'x^*  .  • .  qui  ne  contiennent 
pas  de  facteur  x7«,  icj», . . .,  xj".  Soient  ^oî  ^m  •  •  m  ^'p-« 
les  polynômes  réduits  équivalents  à  (!><><]/,  co*^,  .. ., 
(o/'-'tJ;;  enfin  désignons  en  général  par  (  F)/  ce  que  de- 
vient un  polynôme  F  quand  on  y  remplace  X| ,  Xs,  . .  •, 
Xn  par  les  éléments  de  la  t^^"**  solution  des  équations  (i) 
que  nous  supposons  distinctes,  finies  et  au  nombre  de  p. 
Posons 

(I^O)!        (+1)1         ...       ('Vp-l)l 

(+0)1    (4^1  )t    ...    (*p-i)i 


e  = 


Si  Ton  pose 


Û=: 


(*0)p      ('l'l)p 


(coo),     (u,i), 


(coP-t), 

(OiP-t);, 


et  si,  faisant,  en  général, 

^j  =z  ayo<o*  -f-  ayt  w»  -+-... -f-  «/p-i  u)^-*, 

on  désigne  par  R  le  déterminant  Daoo^ii  •  • .  ^p^tp-ti 
on  observe  que  l'on  a 

on  trouvera 

(a)  e  =  ûR; 

mais  le  déterminant  6  peut  aussi  se  mettre  sous  la  ioroie 

(4^)i((uO)i     (4;),(a>t), 
(4/),(a>0),     (^;),(wi)t 


OU 

(3) 


e=(4/),(4;),  ...(4;)p 


(4i9) 
De  (s)  et  (3)  on  conclut 

H  =  (4'),(1^)i...(1^)«, 

et  R  =  o  est  la  résultante  du  système 

<]/  =  o,         ®i  =  o,         <pi  =  o,  .  .  . ,         On  =  o 

L'évaluation  du  degré  de  R  ne  présente  d'ailleurs  au- 
cune diilicuhé. 


sm  iiffi omsTioN  poser  aux  ixambns  oraux  babiissior 

A  L'BCOLR  POLYTRCHNIODR; 

Par  m.  Grorgbs  MAUPIN, 
Élève  en  Mathématiques  au  lycée  de  Rennes. 


On  dorme  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère 
et  une  ellipse  dans  un  de  ses  plans  directeurs.  A  cette 
ellipse  on  mène  une  tangente,  et  l'on  considère  une 
génératrice  du  paraboloïde  qui  lui  soit  perpendicu- 
laire. Trou9er  le  lieu  de  la  perpendiculaire  commune 
à  la  tangente  et  à  la  génératrice. 

Je  vais  démontrer  que  ce  Heu  se  compose  : 

I**  D'un  cylindre  droit,  ayant  pour  base  une  podaire 
de  l'ellipse^ 

2^  De  deux  paraboloïdes  hyperboliques,  égaux  entre 
eux  et  égaux  au  paraboloïde  donné  ; 

3^  Du  plan  de  Tellipse. 

Soient  ox,  ojr^  oz  trois  axes  rectangulaires  ;  les  plans 
jox  et  zox  sont  les  plans  directeurs  du  paraboloïde  et 
o  est  le  sommet.  Il  y  a  lieu  de  considérer  successivement 
les  génératrices  qui  sont  parallèles  au  plan  xoy  et  celles 
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qui  sont  parallèles  au  plan  20^;  les  premières  ren- 
contrent oz  et  les  secondes  s'appuient  sur  oy, 

1**  Si  G  est  une  génératrice  parallèle  à  xor,  il  y  ^ 
toujours  deux  tangentes  à  Tellipse  qui  sont  perpendicu- 
laires à  G;  soit  T  Tune  quelconque  d*entre  elles.  La 
perpendiculaire  commune  à  G  et  à  T  est  parallèle  à  oz\ 
soit  d'ailleurs  g  la  projection  de  G  sur  xoy^  le  point  m 
où  elle  coupe  T  est  la  trace  de  la  perpendiculaire  com- 
mune. Or  le  lieu  du  point  m  est  la  podaire  de  o  par 
rapport  a  Tellipse,  c'est-à-dire  une  quartique.  Donc  le 
lieu  de  la  perpendiculaire  commune  est  le  cylindre  du 
quatrième  ordre,  admettant  cette  quartique  comme 
directrice  et  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  oz. 

9.°  Considérons  maintenant  une  génératrice  F  paral- 
lèle à  zox;  supposons  qu'il  lui  corresponde  une  tan- 
gente 0  de  Tcllipse.  L'angle  formé  par  F  et  ©  a  un  côté 
dans  le  plan  xojr  :  donc  il  se  projette  sur  ce  plan  sui- 
vant un  angle  droit  ^  et  comme  la  projection  y  a  F  est 
parallèle  à  oa? .  B  sera  perpendiculaire  à  ox. 

Ainsi  la  tangente  6  est  menée  à  Fellipse  parallèlement 
h  oj.  Il  y  a  deuY  tangentes  parallèles  k  ojr^  je  les  dési- 
gnerai par0  et  0|. 

Cherchons  le  lieu  correspondant  à  B;  parle  point 
où  se  coupent  y  et  0  menons  la  perpendiculaire  à  F  : 
cette  droite  sera  la  perpendiculaire  commune  P.  Or  sup- 
posons que  le  paraboloïde  donné  glisse  parallèlement  à 
lui-même,  le  long  de  ox,  de  manière  que  oj  vienne 
s'appliquer  sur  0,  puis  qu'on  lui  imprime  une  rotation 
de  90**  autour  de  0.  On  voit  qu'après  ce  double  mouve- 
ment la  génératrice  F  sera  confondue  avec  P,  qu'à  toute 
génératrice  du  paraboloïde  correspondra  ainsi  une  gcî- 
nératrîce  du  lien,  ou  qu'enfin  le  paraboloïde  sera  con- 
fondu avec  le  lieu  de  P. 

Le  lieu  de  P  est  donc  un  paraboloïde  égal  au  premier: 
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il  a  pour  plans  directeurs  xoz  et  zoy,  et  ox  et  B  sont 
les  geDeratrices  qui  passent  par  le  sommet.  De  munie  le 
lieu  correspondant  à  O  est  un  troisième  paraboloïde, 
qui  se  déduit  du  second  en  transportant  celui-ci  parai* 
lèlement  à  lui-même,  le  long  de  ox,  jusqu'à  ce  que  B 
soit  venu  en  6|. 

3®  Nous  avons  dit  (2^)  que  les  génératrices  F  se  pro- 
jettent parallèlement  à  ox;  il  7  a  exception  pour  la  géné- 
ratrice oz.  Cette  génératrice  est  projetée  suivant  le 
point  o,  elle  est  perpendiculaire  à  toutes  les  tangentes 
à  c,  et  le  lieu  des  perpendiculaires  communes  qui  lui 
correspondent  est  le  plan  xojr. 


Sm  llffli  APPLICATION  BB  LA  ■fiTHOBB  BB  STUIUI; 

Par  m.  Gh.  BIEHLER. 


La  fonction  tangx  développée  en  fraction  continue 
donne,  comme  Ton  sait,  le  développement  suivant 


tangâir  = 


x^ 


3 — ^ 


X* 


7—' 


Les  réduites  de  cette  fraction  continue  sont  des  quotients 
de  polynômes  entiers  en  x.  Ces  polynômes  ont  tous 
leurs  zéros  réels,  et  la  démonstration  de  cette  propriété 
par  la  méthode  de  Sturm  donne  lieu  à  une  remarque  qui 
offre  quelque  intérêt. 

En  formant  les  réduites  successives  de  la  fraction  con- 
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tinue,  on  obtient 


£1 
Qi 

P. 


X 

—  J 
1 


3x 


1.3  — ar«' 
i.3.5ar  — ar» 
1.3.5  — 6a?»' 


D'une  manière  générale,  les  polynômes  P  et  les  poly- 
nômes Q  sont  liés  par  la  loi  de  récurrence 

P„  =  (an-i)P„_,-ar«P„_„ 

Ces  relations  s'appliquent  même  pour  n  =  a,  sil'onfaii 

les  conventions 

Po=o,       Qo=i. 

Elles  permettent  de  calculer  aisément  ces  polynômes; 
on  a  ainsi 

Pi  =  a?, 


Pj  =  ] 

[.3a:, 

P3=I 

.3.5a:  — a?», 

P4--= 

1.3.5.73?  —  loar», 

P5  = 

[.3.5,7.9a:  — io5ar'+ar», 

P«=I 

.3.5.7.9.11a:  —  laôoar'-Haiar», 

Ql  = 

h 

Q.  =  l 

[.3-ar«, 

Qa  = 

[.3.5-6ar«, 

Q4  =  l 

[.3.5.7  — 45 a?» -h  ar*. 

Q,  =  i 

1.3.5.7.9  —  420a?' -h  i5a:*, 

Q.=  i 

.3.5.7.9.11  —  4725a:' -+-  aïoa:*— a:*, 

On  voit  que  P2/i_ï  etPa^  sont  chacun  de  degré  a« — i, 


(4a3) 
et  que  les  coeflGcients  de  la  plus  haute  puissance  de  x 
changent  de  signe  de  deux  en  deux  ;  ces  coefBcients  sont 
du  signe  de  ( — i)*"*. 
La  relation 

P„  =  (an-i)P^_,-ar«P«_„ 

appliquée  aux  polynômes  P2;,,  P211-.1  )  Psn-s,  . . .,  va  nous 
permettre  de  démontrer  la  réalité  des  racines  de  Téqua- 
lion  P2jt=  o  ou  de  Pa/j.f  =  o.  On  a,  en  effet, 

Ptn-l  =  (4«  -  3)P,;»-,-  artp,„_„ 


P,  =  3P,— ar«Po. 

Ces  relations  montrent  que  deux  fonctions  consécu- 
tives ne  peuvent  pas  s'annuler  pour  une  même  valeur  de 
x^  excepté  pour  x=o,  et,  si  Tune  d'elles  s'annule,  celles 
qui  la  comprennent  sont  de  signes  contraires. 

Si  donc  on  substitue  dans  la  suite 

Pln>      Pin-l»      Ptrt-î7      •••>      Pl>     Pl> 

successivement  —  00  et  —  e,  -f-  c  et  -h  00,  e  étant  aussi 
voisin  que  l'on  veut  de  zéro,  pour  a:= — 00,  Pj^  et  Pj^^i 
ont  le  signe  de  ( — 1)";  Pj^^a  et  V^n-zj  celui  de 
( —  i)*"*,  . .  -;  Pa  et.P|  ont  le  signe  — .  La  suite  Pj^, 
Paw-o  •••»  Pi  présente  donc  n  —  i  variations.  Pour 
X  =  —  e,  e  étant  sufBsamment  petit,  tous  les  polynômes 
ont  le  signe  —  et,  par  suite,  ne  présentent  que  des  per- 
manences; Féquation  Pa/i^  o  a  donc  n  —  i  racines  au 
moins  entre  00  et  —  e. 

Pour  a:=-|-e,  toutes  les  fonctions  ont  le  signe  4-; 
pour  x  =  +  00,  elles  ont,  par  groupes  de  deux,  à  partir 
de  Pan  9  les  signes  de 

(-i)*-S   (~i)»-*,    ...,   (-1),   -m; 
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elles  présentent  donc  n — i  variations  ;  réquation  Ps/i=  o 
a  donc  aussi  au  moins  (n  —  i)  racines  réelles  entre  +  e 
et  +  oo;  ceci  résultait  d'ailleurs  aussi  de  ce  que  P^n  ne 
renferme  que  des  puissances  de  x  de  même  parité. 
L'équation  Pj^sso  a  donc  au  moins  2{n  —  i)  racines 
réelles  autres  que  zéro;  elle  admet  aussi  la  racine  zéro, 
et,  comme  elle  n'est  que  de  degré  2/1  —  i,  elle  a  toutes 
ses  racines  réelles. 

l^e  même  raisonnement  s'applique  à  Téquation 
P2„_i  =  o  qui  est  aussi  de  degré  2/1  —  1;  il  suffit  de 
considérer  la  suite  des  fonctions 

Pin-i>    Pi»-«>     •••»    Pj»    Pi? 
qui  ne  présente  plus  qu'une  seule  fonction  de  degré 

2/1 —  I. 

p 
On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  le  rapport  p-^^  passe 

d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive  lorsque  x, 
en  croissant,  traverse  une  racine  négative  de  réquation 
Pin=  o,  et  il  passe  d'une  valeur  positive  à  une  valeur 
négative  quand  x,  en  croissant,  traverse  une  racine  po- 
sitive de  la  même  équation. 

Cela  tient  à  ce  que,  entre  —  oo  et  zéro,  la  suite 

Pl«î     Pt»~l>     P»rt~t>     •••>     Pi»     Pi 

perd  des  variations  et  en  gagne  entre  zéro  et  -h  00. 

Il  en  sera  ainsi  chaque  fois  que  des  polynômes,  tous 
de  degré  pair  ou  tous  de  degré  impair,  ne  renfermant 
que  des  puissances  de  x  de  même  parité,  satisferont  à 
des  relations  de  Sturm. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  la  suite  des  polynômes 

Qi,    Q«,    ...,    Q»«, 
qui  sont  les  dénominateurs  des  réduites  considérées. 
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Ces  fonctions  sont  toutes  de  degré  pair  et  ne  renfer- 
ment que  des  puissances  paires  de  la  variable. 
Qaj,  est  de  degré  an,  Qsn^i  n'est  que  de  degré  an  —  a. 
Cherchons  les  signes  des  quotients 

Qîrt(x)  désignant  le  polynôme  Qait,  —  «  et  -ha  deux 
racines  de  l'équation  Qaui^)  =  o.  On  a 

Q.«(-«~o=-^Q;n(-«)-+-^Q;»(~  «)+.... 

Pour  une  valeur  de  €  suffisamment  petite,  Q2«( — «  —  e) 
a  le  signe  de  —  t  Qj,^ ( —  a)  ;  Q2/1  (^  +  0  a  aussi  le  signe 
de  —  e  Q2«(a),  et  Qa„_2(—  «  —  «),  Qa/i-i  («  —  e)  »ont 
de  mêmes  signes;  mais  Q!j,|( — a)  et  Q2,i(a)  sont  évi- 
demment de  signes  contraires;  donc 


sont  de  signes  contraires.  Si  donc  le  rapport  vC        \ 

passe  du  négatif  au  positif  quand  x,  eu  croissant,  tra- 
verse une  racine  négative  de  Q2/i(^')  =  o,  il  passera  du 
positif  au  négatif  quand  x,  en  croissant,  traverse  une  ra- 
cine positive  de  la  même  équation. 

Ces  polynômes  Q, ,  Q2,  . . .,  Qa/i-i ,  Qa»,  . . .  jouissent 
de  propriétés  analogues  à  celles  des  polynômes  P  ;  les  ra- 
cines des  équations  Q|j^=o  sont  toutes  réelles;  on  le 
montre  comme  on  l'a  fait  pour  les  équations  P|jl=  o. 

J'ai  fait  voir  (même  Recueil,  t.  XIX,  2*  série)  que 
le  polynôme  U^,  qui  est  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion qui  donne  tang—  lorsque  tanga  est  donnée,  est  le 

premier  terme  d'une  suite  de  Sturm  qui  jouit  de  pro- 
priétés analogues  à  celles  des  polynômes  précédents; 
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mais  U;y,  n'a  pas,  comme  les  précédeiits,   ses  termes 
tous  de  degrés  pairs  ou  impairs,  et  les  degrés  des  poly- 
nômes U,7i,  Um-o  .••ne  décroissent  que  d'une  unité 
quand  on  passe  de  l'un  d'eux  au  suivant. 

La  démonstration  précédente  fait  voir  aussi  qae  les 
racines  des  équations  P{i=  o,  Q|a=  o  sont  distinctes. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1887. 


Mcàhématiques  élémentaires. 

Soit  un  angle  droit  XOY  dont  le  côté  OX  est  hori- 
zontal et  dirigé  de  gauche  à  droite,  et  dont  le  côté  ver- 
tical OY  est  dirigé  de  bas  en  haut.  On  partage  la  portion 
de  plan  comprise  dans  cet  angle  en  un  nombre  infini 


H 


ï^ 


U 


de  carrés  égaux  par  des  parallèles  a  OX  et  par  des  pa- 
rallèles à  OY.  Ces  carrés  peuvent  être  groupés  soit  par 
bandes    horizontales,    soit   par   bandes    verticales,    et 
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chaque  carré  appartient  à  la  fois  à  une  bande  horizon* 
tale  et  à  une  bande  verticale.  On  numérote  les  bandes 
Terticales  en  allant  de  gauche  a  droite,  et  en  commen* 
çant  par  celle  qui  est  limitée  d'un  côté  par  OY  ^  on  nu- 
mérote les  bandes  horizontales  de  bas  en  haut,  en 
commençant  par  celle  qui  est  limitée  d'un  côté  par  OX. 
Le  numéro  x  d'une  bande  verticale,  et  le  numéro  y 
d'une  bande  horizontale  déterminent  la  position  du 
carré  contenu  dans  ces  deux  bandes.  Ces  deux  nombres 
entiers  x  ei  jr  seront  appelés  les  coordonnées  du  carré 
dont  ils  fixent  la  position. 

D'autre  part,  les  carrés  peuvent  être  groupés  fSLt/iles 
obliques  contenant,  la  première  un  carré,  la  deuxième  2, 
la  troisième  3,  et  ainsi  de  suite;  et,  si  l'on  numérote  les 
carrés,  en  donnant  le  n*^  1  au  carré  de  là  première  file, 
les  n"^  2  et  3  aux  carrés  de  la  deuxième  en  allant  sur  cette 
file  de  OX  vers  OY,  les  n***  4,  5,  6  aux  carrés  de  la 
troisième  en  allant  sur  cette  file  de  OX  vers  OY,  et 
ainsi  de  suite,  comme  l'indique  la  figure  ci-jointe,  le 
numéro  d'un  carré  détermine  à  lui  seul  la  position  de  ce 
carré  dans  l'angle  XOY. 

Soit  z  le  numéro  d'un  carré  dont  les  coordonnées 
sont  xaij'^k  tout  groupe  de  deux  nombres  entiers  x 
eijr  correspondra  un  nombre  entier  z,  et,  réciproque- 
ment, à  tout  nombre  entier  z  correspondra  un  groupe 
de  deux  nombres  entiers  x  et  y. 

Cela  posé,  on  montrera  qu'entre  les  coordonnées  x 
et  j"  de  l'un  quelconque  des  carrés  d'une  même  file 
oblique  de  rang  A*  et  le  nombre  Ar  il  7  a  une  relation,  et 
l'on  résoudra  les  questions  suivantes  :  . 

i^  Connaissant  les  coordonnées  x  et  y  d'un  carré, 
déterminer  le  numéro  z  de  ce  carré.  Appliquer  en  sup^ 
posant  X  égal  à  37,  et j^  égal  à  4 1  - 

a^  Connaissant  le  numéro  z  d'un  carré,  trouver  les 
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coordonnées  x,  y  de  ce  carré.  Appliquer  en  supposant 
z  égal  à  a48* 

'  3^  Compter,  parmi  les  n  carrés  dont  les  numéros 
sont  I ,  a,  3,  . . . ,  n,  combien  il  y  en  a  pour  lesquels  la 
somme  jc-^y  des  coordonnées  est  un  nombre  pair,  et 
combien  pour  lesquels  le  produit  joy  des  coordonnées 
est  un  nombre  pair.  Appliquer  dans  le  cas  de  n  égal 
à  i5n^  et  dans  le  cas  de  n  égal  k  iSo. 

4**  Les  lettres  a*  et  y  représenunt  toujours  les  coor- 
données  d'un  carré  dont  le  numéro  est  r,  et  a  étant  un 
nombre  donné  quelconque,  plus  grand  que  i,  trouver 
les  valeurs  qu'il  faut  donner  à  z  pour  que  Fexpression 

ax  H-  (a  -t-  2)^  —  2z 

prenne  la  plus  grande  valeur  possible.  Appliquer  dans 
les  trois  cas  suivants  : 

a  =  9,        a  =  To,        a  =  9,5. 


CONCOURS  D ADMISSION  POUR  LÉCOLB  CENTRALE 
(JUILLET  1887). 


Géométrie  analytique. 

On  considère  toutes  les  coniques  qui  ont  un  foyer  en 
un  point  donné  F,  et  qui  passent  par  deux  pomls 
donnés  A  et  B. 

1°  Montrer  que  ces  coniques  forment  deux  séries 
telles  que,  pour  toute  conjque  d'une  série,  la  directrice 
correspondant  au  foyer  F  passe  par  un  point  fixe  de  la 
droite  AB,  situé  enlre  A  et  B,  tandis  que  pour  toute 
conique  de  l'autre  série  la  directrice  correspondant  au 
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foyer  F  passe  par  un  point  fixe  de  la  droite  AB,  non 
situé  entre  A  et  R. 

2**  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  considé* 
rées  et  montrer  qu'il  se  compose  de  deux  coniques  ho- 
naofocales. 

y*  Prenant  un  point  C  «ur  le  lieu  précédent,  recon- 
naître, d'après  la  position  qu'il  occupe  sur  ce  Heu,  si  la 
conique  considérée  dont  le  point  C  est  centre  est  telle 
que  les  points  A  et  B  sont  sur  une  même  branche  ou 
sur  deux  branches  différentes  de  cette  conique. 

4^  Si  le  point  C  est  tel  que  les  points  A  et  B  sont  sur 
une  même  branche  de  la  conique  considérée,  recon- 
naître, d'après  la  position  du  point  C,  si  cette  conique 
est  du  genre  ellipse,  ou  du  genre  hyperbole,  et,  dans  ce 
dernier  cas,  si  les  points  A  et  B  sont  sur  la  branche 
voisine  du  point  F,  ou  sur  Tautre. 

Nota.  —  On  prendra  pour  axe  des  x  la  droite  AB 
et  pour  axe  des^  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée 
par  le  milieu  de  AB. 


Épi 


ure. 


On  donne  un  cylindre  C  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  au  plan  vertical  de  projection  et  un  plan 
PaP'  perpendiculaire  à  ce  même  plan  vertical. 

Le  cylindre  a  pour  trace  horizontale  un  cercle  o>  de 
o^,o6o  de  rayon,  dont  le  centre  O  se  trouve  à  o^^iyo 
eu  avant  du  plan  vertical  et  à  o™,o65  du  bord  droit  du 
cadre  ^  ses  génératrices  forment  un  angle  de  6o"  avec  le 
plan  horizontal  et  l'on  s'élève  sur  chacune  d'elles  en  se 
déplaçant  de  droite  à  gauche. 

Le  plan  PaP^  forme  de  même  un  angle  de  6o^  avec  le 
plan  horizontal  et  est  incliné  de  manière  «i  couper  le 
cylindre.  Sa  trace  horizontale  aP  se  trouve  h  gauche  de 
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O,  h  UM  JBltinre  de  ce  point  égale  tu  diamètre  du 
cercle  w. 

Ceci  posé,  on  demaïKle  : 

1®  De  construire  la  projediou  horizontale  e  de  Tin- 
tersection  (e,  e^)  du  plan  et  du  ejlindre; 

a**  De  construire  les  contours  apparenls  en  projection 
de  la  surface  de  révolution  S  engendrée  par  la  rotation 
de  la  courbe  (e,  t')  autour  d'un  axe  vertical  mené  par  le 
foyer/  de  l'ellipse  e  le  plus  voisin  du  plan  vertical; 

.3°  De  construire  les  projections  de  l'intersection  de 
la  surface  S  et  du  cylindre  C. 


. /P' 


Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  le  cylindre  C  et 
le  plan  PxP'  enlevés,  et  Ton  représentera  la  partie  àc 
la  sur/ace  S  extérieure  au  cylindre,  en  indiquant  les 
constructions  pour  déterminer  un  point  quelconque,  sa 
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tangente  et  les  points  remarquables  de  l'intersection  de 
ces  deux  surface»»  Ces  constructions  seront  succincte- 
ment expliquées  dans  une  légende  placée  au  bas  de  la 
feuille  de  dessin. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Prendre  la  ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  du 
cadre  à  o"*,  a4o  du  petit  côté  inférieur. 

Calcul  trigonométrique. 

On  donne,  dans  un  triangle,  deux  côtés  &,  c  et  l'angle 

compris,  A  : 

b  =  45636-,  a5, 

c  =  aia74*,33, 

A  =  35*a8'54%6, 

On  demande  de  calculer  les  autres  éléments  et  la 
surface  de  ce  triangle. 

Physique. 

I.  Deux  vases  cylindriques  verticaux  P  et  Q  sont  su- 
perposés; l'un  P  est  un  récipient  fermé  de  base  A***  et 
de  hauteur  a^™  et  contient  de  l'air  sec  sous  la  pression 
H  de  l'atmosphère;  l'autre  Q,  est  un  tube  ouvert  k  sa 
partie  supérieure,  de  base  B""^  et  de  hauteur  b"^^^  plein 
d'eau. 

Un  orifice  O  assez  petit  permet  de  mettre  en  commu- 
nication ces  deux  vases,  de  façon  que  l'eau  puisse 
s'écouler  de  Q  en  P  sans  que  l'air  renfermé  en  P  puisse 
s'échapper. 

Cet  orifice  étant  ouvert,  on  demande  à  quelle  hauteur 
X  se  fixera  le  niveau  de  l'eau  dans  le  tube  Q  quand 
l'écoulement  aura  cessé. 
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Supposer  la  icmpëraturc  constante  et  égale  à  o. 
Négliger  le  volume  de  Teau  transformée  en  vapeur. 


0 

P 


Prendre  la  densité  de  Teau  égaie  à  l'unité^  et  la  den- 
sité du  mercure  égale  à  i3,6. 

II.  Exemple  numérique  : 


A  =  50*^, 
a  =  10"", 


b  =125" 


Tension  de  la  vapeur  d'eau  a  o°  : 

y  =  o^'",46  de  mercure  à  o". 

Pression  atmosphérique  : 

H  =  76*", 66  de  mercure  à  o** 


Chimie. 

I.  On  introduit  dans  un  eudiomètre  à  mercure  30^' 
d*un  gaz  inconnu,  oo'^*^  d'oxygène  et,  pour  faciliter  la 
réaction,  une  quantité  convenable  d'un  mélange  déto- 
nant obtenu  par  la  décomposition  de  Teau  par  la  pile. 

Après  le  passage  de  Tétincelle,  il  reste  70*''^  d'un  ré- 


Équivalents  en  volume.. . 
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sida  gazeux  dans  lequel  la  potasse  absorbe  4^""^  d'acide 
carbonique,  et  le  phosphore  lo"  d*oxygène  resté  libre. 
Le  résidu  final  de  20^*^  est  de  l'azote. 
On  demande^  d'après  cette  expérience  : 
1®  De  déterminer  la  composition  et  la  formule  du 
gaz  mis  en  expérience; 
2^  De  calculer  sa  densité. 
On  donne 

0  =  1, 

Az  =a, 

C0«  =  a, 

10      i,io5G, 
Az      0,972, 
CO*      1,529. 

II.   Classification  des   métalloïdes.    —  Division   en 
familles. 


CONCOURS  POUR  LAGRÉGATIOS  DBS  SCIENCES  HATBÉHATIQUES 

(1887). 


' 


Mathéi7iatiq ues  élémentaires . 

On  donne  deux  cercles  S  et  S  ayant  pour  centres  les 
points  O  et  0),  pour  rayons  '*  et  p  ;  le  cercle  S  est  supposé 
intérieur  au  cercle  S,  et  le  point  to  intérieur  au  cercle  S  : 

I**  Démontrer  que  tous  les  cercles  T  tangents  exté- 
rieurement au  cercle  S  et  orthogonaux  au  cercle  S  tou- 
chent un  troisième  cercle  fixe  -, 

2®  On  prend  une  droite  DIX  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres  coO,  et  un  point  P  sur  cette  ligne  des 
Ann.  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  VI  (Septembre  1887).     29 
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centres.  Soient  co  A,  coB  les  tangentes  menées  du  point lo 
k  Tun  des  cercles  T,  A'  et  B'  les  points  d^intersection  de 
la  droite  DD'  avec  les  bissectrices  des  angles  AwO  et 
BcoO;  démontrer  que  les  points  A'  et  B^  forment  deux 
divisions  homographiques  quand  le  cercle  T  varie; 

3**  Etudier  les  variations  de  Tangle  A'PB'; 

4°  Soient  Ti,  T,,  T3,  . . . ,  T,,  une  suite  de  cercles  T 
orthogonaux  au  cercle  S,  le  premier  aux  points  A4  et  Aj^ 
le  second  aux  points  A^  et  A3,  le  troisième  aux  points 
A3  et  A4, .  • . ,  le  /i»'*'"*  aux  points  A^  et  A„^|  -,  démontrer 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le 
point  A|,^|  coïncide  avec  le  point  A^  est  que  Ton  puisse 
satisfaire  à  une  relation  de  la  forme 

le  nombre  k  étant  entier,  et  d  désignant  la  distance  coo. 


Mathématiques  spéciales. 

1°  Démontrer  que  le  lieu  des  points  tels  que  les  tan- 
gentes menées  de  chacun  d'eux  à  une  conique  S  soient 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes 
menées  du  même  point  à  une  autre  conique  S'  est  une 
troisième  conique  S  qui  passe  par  les  points  de  contact 
A,  B,  C,  D  et  A',  B',  C,  Df  des  tangentes  communes  aux 
deux  coniques  S  et  S'. 

2**  Démontrer  qu'il  existe  quatre  circonférences  de 
cercles  réels  passant  chacune  par  deux  des  foyers  de  la 
conique  S  et  deux  des  foyers  de  la  conique  S'. 

3*^  Soient  A  et  A'  les  points  de  contact  des  coniques  S 
et  S'  avec  une  dt*.  leurs  tangentes  communes^  démontrer 
([ue,  si  le  point  A'  est  la  projection  du  centre  de  la 
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conique  S  sur  la  tangcnlc  AA',  les  normales  à  la  coniqui! 
S' aux  points  lï,  C,  IX  se  coupcnl  en  un  point  M  qui 
reste  fixe  quand  le  cercle  S  varie  en  passant  constam- 
ment par  les  points  A  et  A^ 


Composition  siu'  l'Analj'se  et  ses  applications 
géométriques. 

Théorie.  —  Une  surface  étant  définie  par  trois  équa- 
tions de  la  forme 

a-  =  F,(M,ç'),        J--F,(w,i>),         5  =  F3(ï/,r), 

dans  lesquelles  x,  j^  z  désignent  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, u  et  t^  des  variables  indépendantes  : 

i**  Déterminer,  en  fonction  de  a  et  de  v^  les  rayons 
de  courbure  principaux  de  la  surface  en  un  de  ses  points 
et  les  coordonnées  des  centres  de  courbure  correspon- 
dants ; 

2"  Former,  au  moyen  des  mômes  variables,  l'équa- 
tion ditlérentielle  des  lignes  de  courbure  et  celle  des 
lignes  asymptotîques. 

^application.  —  Appliquer  les  résultats  trouvés  au 
cas  où  la  surface  est  définie  par  les  équations  suivantes  : 

z  =  I  u/{u)du-h  f  i^o{v)dv. 


(A 


3**  Étudier  en  particulier  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  représentée  par  les  formules  (A)  dans  le  cas  où 


(  436  ) 
Ton  pose 

X-+-a«                                    X  —  iAf 
w  =  m  tang  — ;-i—  >  r  =  /n  tan  g =—  • 


Composition  de  Mécanique  rationnelle. 

Un  solide  homogène,  non  pesant,  a  la  forme  d'un 
cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  un  point  0  ;  la 
hauteur  OM  de  ce  cône  étant  a,  le  rayon  de  sa  base 
est  a  a.  Ce  solide  peut  tourner  librement  autour  du 
point  Oy  supposé  fixe;  chacun  de  ses  éléments  est  attiré 
vers  un  point  fixe  F  avec  une  intensité  égale  au  produit 
d'une  constante  o)^  par  la  masse  de  Télément  et  par  sa 
distance  au  point  F.  La  longueur  OF  est  égale  à  |  a. 

A  l'instant  initial,  l'angle  MOF  est  droit,  Taxe  in- 
stantané de  rotation  du  solide  coïncide  avec  la  bissec- 
trice de  cet  angle  et  la  vitesse  de  rotation  est  wy/a. 

Cela  posé,  on  demande  de  déterminer  le  mouvement 
ultérieur  du  solide  et  d'exprimer,  en  fonction  de 
l'angle  MOF,  les  composantes  de  la  réaction  exercée  par 
le  cône  sur  le  point  auquel  est  fixé  son  sommet. 

Déterminer  les  cônes  décrits  par  l'axe  instantané  de 
rotation  dans  le  solide  et  dans  l'espace-,  indiquer  com- 
ment ils  sont  placésl'un  par  rapport  à  l'autre  aux  diverses 
époques  du  mouvement. 

On  montrera  que  les  traces  respectives  H  et  H|  de  ces 
cônes  sur  les  plans  P,  P< ,  perpendiculaires,  le  premier 
à  OM,  le  second  à  OF,  sont  des  courbes  du  genre  des 
herpolhodies.  On  cherchera  les  surfaces  du  second  ordre 
qui,  en  se  mouvant  de  manière  à  définir  chacune  un 
mouvfement  de  Poinsot  autour  du  point  O,  toucheraient 
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les  plans  P  el  P|  aux  difTérents  points  des  courbes  H 
et  H|. 

On  rappelle  que  le  mouvement  d'un  solide  autour 
d'un  point  fixe  peut  être  déterminé  par  les  équations 

p  =  coso  -;-  -f-  sino  sinO  -7!-, 
'^  '  dt  ^  dt 

q  =—  sincp  -1T-+-  cosçp  smO  -^  , 

r=  -î  +  cosO  -^. 
dt  dt 


SUR  LB  liXIMIN  Vm  PRODUIT  DE  PLUSIEURS  FACTEURS 
POSITIFS  DONT  LA  SONNE  EST  CONSTANTE; 

Par  m.  E.  GOURSAT. 


Dans  un  des  derniers  numéros  du  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  M.  Darboux  a  publié  une  dé- 
monstration fort  élégante,  et  à  l'abri  de  toute  objection, 
du  théorème  classique  sur  le  maximum  d'un  produit  de 
plusieurs  facteurs  positifs  dont  la  somme  est  constante. 
La  démonstration  suivante  qui  se  rapproche  davantage 
de  la  démonstration  habituelle,  est  également  rigou- 
reuse. 

Rappelons  d'abord  la  formule 


— (^7-r-i-')' 
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d*où  Ton  déduit  que  le  produit  de  deux  facteurs  positifs, 
dont  la  somme  est  constante,   augmente  lorsque  leur 
différence  diminue. 

Cela  posé,  considérons  p  facteurs  positifs  a,  £,  c, ..., 
/  dont  la  somme  est  supposée  constante  et  égale  à  S,  et 
désignons  par  m  la  moyenne  arithmétique  de  ces  p  fac- 
teurs, de  telle  sorte  que  l'on  ait 

S  =  mp>  t 

Il  s^agit  de  montrer  que  le  produit 

(i)  P  =  a6c.../ 

est  inférieur  à  mP^  à  moins  que  tous  les  facteurs  a, 
i,  . . . ,  /  ne  soient  égaux  à  m.  En  eflFet,  si  tous  ces  fac- 
teurs ne  sont  pas  égaux,  il  y  aura  au  moins  un  facteur 
inférieur  à  m  et  au  moins  un  facteur  supérieur  à  in.  Soil 
m  —  A  un  facteur  inférieur  à  m,  et  m-hA^  un  facteur 
supérieur  à  m.  Sans  toucher  aux  autres  facteurs  du 
produit  P,  remplaçons  m  —  h  par  m  et  m  4- A:  par 
w  H-  /r  —  h\  nous  obtenons  un  nouveau  produit 

(2)  Y=^dh'c\,.V 

jouissant  des  propriétés  suivantes  :  i®  la  somme  des  fac- 
teurs de  ce  produit  est  encore  égale  à  S;  a*^  le  produit  F 
est  supérieur  au  produit  P^  en  effet,  on  a  remplacé 
deux  facteurs  dont  la  différence  était  A-f-Ar  par  deux 
facteurs  ayant  môme  somme  que  les  premiers  et  dont 
la  différence  est  inférieure  à  A  -f-A;  3°  le  nombre  des 
facteurs  de  P'  différents  de  m  est  inférieur  au  moins 
d*une  unité  au  nombre  des  facteurs  de  P  différents 
de  m. 

En  opérant  sur  le  produit  P'  comme  on  a  opéré  sur  le 
produit  P,  et  ainsi  de  suite,  autant  de  fois  qu'il  sera 
nécessaire,  on  (luira  par  arriver  à  un  produit  composé 
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do  p  fadeurs  égaux  à  m.  Comme,  dans  ceite  suite  d^opc- 
rations,  chaque  produit  est  plus  grand  que  le  précédent, 
il  en  résulte  que  le  produit  P  d'où  l'on  est  parti  est 
inférieur  à  mP.  c.  q.  f.   d. 


PROPRIÉTÉS  GÉOMÉTRIQUES  DES  POLYGONES  FUNIGULAIBES  ; 

Par  m.  E.  ROUCHÉ  (»). 


Définition  des  polygones  funiculaires. 

i .  Si,  sur  la  ligne  d'action  d'une  force,  on  porte,  à 
partir  du  point  où  cette  force  est  appliquée  et  dans  le 
sens  suivant  lequel  elle  agit,  une  longueur  ayant  avec 
l'unité  de  longueur  un  rapport  égal  à  celui  de  la  force 
h  l'unité  de  force,  on  obtient  un  segment  rectiligne 
qu'on  nomme  segment  représentatif  àe  la  force.  Nous 
donnerons  le  nom  de  vecteur  de  la  force  à  tout  segment 
ayant  la  même  grandeur,  la  même  direction  et  le  même 
sens  que  le  segment  représentatif.  Tandis  que  le  seg- 
ment représentatif  détermine  la  force  en  grandeur,  posi- 
tion  et  sens,  le  vecteur  ne  donne  que  la  grandeur,  la 
direction  et  le  sens  de  la  force. 

Nous  nommerons  polygone  des  vecteurs  d'un  système 
Je  forces  F|,  F2,  F»,  F|,  F5  la  ligne  brisée 

obtenue  en  menant  bout  à  bout,  k  partir  d'une  origine 
arbitraire  ^1,  les  vecteurs  respectifs  a^a^i,  ^2^3,  «3«.*5 


(*)  Extrait  des  Leçons  de  Statique  graphique  faites  au  Conserva- 
toire des  Arts  et  Métiers  en  1886-1887. 
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^4^5,  a^aa  des  forces  considérées.  Il  est  clair  que  la 
connaissance  des  points  d'application  des  forces  et  da 
polygone  des  vecteurs  déCnit  pleinement  un  syslème  de 
forces  {fig.  i). 


Quand  les  forces  sont  appliquées  à  un  corps  rigide, 
on  peut  déplacer  le  point  d'application  de  chacune 
d'elles  sur  sa  ligne  d'action.  On  définit  alors  le  sys- 
tème en  donnant,  outre  le  polygone  des  vecteurs 

ai  ci%a3(Z^a5^ 

les  lignes  d'action  D|,  Di,  Dj,  D4,  Dg  des  forces,  lignes 
d'action  qui  sont  d'ailleurs  respectivement  parallèles 
aux  côtés  ai^s,  a^a^^  a^a^,  a^az,  a^a^  du  polygone  des 
vecteurs. 

2.  Nous  ne  considérerons  ici  que  des  forces  appli- 
quées à  un  corps  rigide  et  toutes  situées  dans  un  même 
plan. 

Un  tel  système  (Fi,  Fa,  F3,  F4,  F,)  étant  donné  par 
les  lignes  d'action  D,,  D2,  Dg,  D4,  Da  et  le  polygone 
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des  vecteurs  aia^a^a^a^asy  prenons  à  volonté  dans  le 
plan  des  forces  un  point  p  auquel  nous  donnerons  le 
nom  de  pôle  du  polygone  des  vecteurs,  et  joignons  ce 
pôle  aux  divers  sommets  de  ce  polygone  par  des  droites 
pat,  pa2y  pa^-i  pa^^  pa^j  pa^  que  nous  nommerons 
rayons  polaires. 

Menons  une  parallèle  quelconque  (oaf  au  premier 
rayon  pa«y  jusqu'à  sa  rencontre  ai  avec  la  ligne  d'action 
Df  de  la  première  force  F|  ;  puis,  tirons  par  ai  la  paral- 
lèle ai  a2  au  second  rayon  jusqu'à  sa  rencontre  a,  avec 
la  ligne  d'action  D2  de  la  seconde  force  F^  ;  et  ainsi  de 
suite.  Enfin  par  le  point  a^  où  la  parallèle  a4aB  à  l'avant- 
dernier  rayon  pa^  rencontre  la  ligne  d'action  D5  de  la 
dernière  force  Fg,  menons  a,^  parallèle  au  dernier 
rayon  pa^. 

Nous  obtiendrons  de  la  sorte  une  ligne  brisée 

(i>a|  S]  33  gc^  ag  <p , 

dont  le  premier  et  le  dernier  côté  coa,  et  OLi^f  sont  indé- 
finis, et  à  laquelle  on  donne  le  nom  de  polygone  funi- 
culaire, relatif  au  pôle  p,  du  système  des  forces  consi- 
dérées. 

Pour  que  la  construction  réussisse,  il  faut  que  cha- 
cune des  lignes  (oai,  afaj,  a, as,  ...  coupe  la  ligne 
d^actlon  de  la  force  suivante  \  il  en  sera  toujours  ainsi, 
si  Ton  choisit  pour  pôle  p  un  point  non  situé  sur  les 
côtés  du  polygone  dés  vecteurs  ou  sur  leurs  prolonge- 
ments; car  les  rayons  polaires  coupant  alors  les  côtés 
de  ce  polygone,  les  parallèles  à  ces  rayons  couperont 
les  lignes  d'action  correspondantes. 

Dans  le  cas  où  les  forces  sont  parallèles,  la  construc- 
tion d'un  polygone  funiculaire  n^oifre  aucune  particula- 
rité, mais  les  côtés  du  polygone  des  vecteurs  sont  alors 
sur  une  même  ligne  droite  et  le  pôle  p  peut  être  pris  à 
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volonté  en  dehors  de  celle   droite  indéfi  aiment  pro- 
longée. 

Enfin,  dans  le  cas  d'une  force  unique,  le  polygone  des 
vecteurs  se  réduit  à  un  segment  unique  ai aa,  et  un  po- 
lygone funiculaire  se  compose  seulement  de  deux  côtés 
indéfinis  iùol,  acp  qu'on  obtient  en  menant,  par  un  point 
quelconque  a  de  la  ligne  d'action,  des  parallèles  aux  deux 
rayons  polaires  pa^  et  pa^. 

Dans  les  figures  suivantes  ^  pour  ne  pas  compliquer 
inutilement,  nous  désignerons  par  la  même  lettre  une 
force  quelconque  et  sa  ligne  d'action;  nous  emploie- 
rons d'ailleurs  la  notation 

pour  désigner  le  système  des  forces  ayant  Fj ,  Fj, ...,  F^ 
pour  lignes  d'action  et  aia^  ...  Un+t  pour  polygone  des 
vecteurs. 

Lemmes  de  Géométrie. 

3.  Soient  ABC,  A'B'C  deux  triangles  tels  que  les 
côtés  AB  et  AC  de  l'un  soient  respectivement  paral- 
lèles aux  côtés  A'B'  et  A'C  de  l'autre.  Si  par  le  som- 
met A  du  premier  on  mène  la  parallèle  AD  à  la  base 
B'C  du  second,  et  que  par  le  sommet  A'  du  second  on 
mène  la  parallèle  A'D'  à  la  base  BC  du  premier,  les 
points  Detjy  diviseront  les  bases  BC  et  B'C  en  parties 
inversement  proportionnelles  {Jig-  a)* 

En  effet,  les  triangles  ABD,  A'B'iy  ayant  leurs  côtés 
parallèles  sont  semblables  et  donnent,  en  grandeur  et 
en  signe,  la  proportion 

DB  _  D'A\ 
DA  ~  D'B'' 

on  a  de  même,   par    les   triangles  semblables   ÂDC, 


A'DfC, 
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DA  _  DX' 
I)G  ~  Î)'A'' 


et  il  suffit  de  multiplier  ces  deux  égalités  membre  à 
membre  pour  obtenir  la  relation 


(I) 


DB  _  D'C 
bC  ~  b'B'' 


qui  exprime  le  théorème  énoncé. 

Fîg.  a. 


Il  résulte  d'ailleurs  de  Tégalité  de  ces  rapports  en 
grandeur  et  en  signe  que  :  suivant  que  D  tombe  entre 
B  et  Cj  siir  le  prolongement  de  BC  ou  sur  le  prolonge- 
ment de  CB,  ly  tombe  entre  B'  et  C,  sur  le  prolonge- 
ment de  C'B'  ou  sur  le  prolongement  de  B'C;  la  valeur 
commune  des  rapports  (i)  est  dans  le  premier  cas  né- 
gative, dans  le  second  cas  supérieure  à  i ,  enfin  dans  le 
troisième  cas  comprise  entre  o  et  i . 

4.  De  la  proposition  qui  précède  on  déduit  immédia- 
tement la  suivante  : 

Les  bases  BC,  B'C  de  deux  triangles  variables  ABC^ 
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A'B'C  étant  fixes,  et  les  côtés  AB  et  AC  restant  res- 
pectwenient  parallèles  à  A'B'  et  A'C,  si  le  sommet  A 
du  premier  triangle  décrit  une  droite  L  parallèle  à  la 
base  B'C  du  second,  le  sommet  A'  du  second  triangle 
décrira  une  droite  L!  parallèle  à  la  base  BC  du  pre- 
mier. 

En  efTel,  soit  A  une  position  quelconque,  sur  la  droite 
L,  du  sommet  du  premier  triangle;  si,  par  la  position 
correspondante  A'  du  sommet  du  second  triangle,  on 
mène  la  parallèle  A'U  à  BC,  le  point  ly  où  cette  paral- 
lèle coupera  B'C  devra,  d'après  le  théorème  précédent, 
diviser  la  base  B'C^  dans  un  rapport  constant.  Donc  ce 
point  ly  restera  fixe  quand  le  point  A  se  déplacera  sur 
la  droite  L;  par  suite,  le  point  A'  restera  sur  la  paral- 
lèle 1/  menée  par  le  point  fixe  IX  à  la  base  immobile 
BC. 

5.  Nous  supposerons  connus  du  lecteur  les  tracés 
usuels  relatifs  aux  figures  homologiques  (^). 

Toutefois  nous  croyons  devoir  ajouter  ici  quelques 
mots  sur  le  cas  important  où  le  centre  d'homologie  est 
à  Vinfini  dans  une  direction  donnée.  Un  couple  (a,  d) 
de  points  homologues  suffit  pour  indiquer  cette  direc- 
tion homologique;  L  désignant  Vaxe  d'homologie,  on 
obtient  alors  Thomologue  m!  d'un  point  quelconque  m 
de  la  première  figure  S  en  prenant  l'intersection  de  la 
parallèle  m^k  axJ  et  de  Thomologue  soi  de  la  droite  5a 
qui  joint  le  point  m  au  point  a  {fig-  3).  La  proportion 

évidente 

[km!  _  oLa' 


(')  Voir  le  Traité  de  Géométrie  de  MxM.  E.  Uouché  el  de  Com- 
BKR0U88E  (5«  édition,  n«*  728,  729  et  730). 
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prouve  que  le  rapport  - —  est  constant,  en  sorte  qu  on 

déduit  la  seconde  figure  S'  de  la  première  S  en  dilatant 
dans  un  rapport  constant,  qu'on  nomme  rapport  d'ho- 
mologie,  les  ordonnées  a  a,  . . . ,  [xm,  . . . ,  comptées  à 
partir  de  Taxe  d'homologie  L  parallèlement  à  la  direc- 
tion homologique. 

Fig.  3. 


On  peut  môme  donner  un  peu  plus  d'extension  à 
cette  règle  en  comptant  les  ordonnées  parallèles  à  la 
direction  homologique  à  partir  d'une  droite  quelconque 
t^  pour  la  première  figure  S  pourvu  que  Ton  compte  les 
ordonnées  de  la  seconde  figure  V  à  partir  de  la  droite 
f'O  homologue  de  f  0*,  car,  si  n  et  n'  désignent  les  points 
où  fO  et  tfh  rencontrent  (xm/n',  les  rapports 

[JL  m        \x  n' 
\xm        {x/i 

étant  égaux  l'un  et  Tautre  au  rapport  p  d'homologie,  il 
en  sera  de  même  du  rapport 


Axe  commun  a  deux  polygones  funiculaires 

d'un  MEME  système  DE  FORCES. 

6.  Si  l'on  considère  deux  polygones  funiculaires 
quelconques  relatifs  à  un  même  système  de  forces,  les 
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points  oh  les  côtés  du  premier  rencontrent  respective- 
ment les  côtes  homologues  du  second  sont  situés  sur  une 
même  droite. 

Cette  ligne,  que  nous  nommerons  Y  axe  commun  aux 
deux  polygones,  est  parallèle  A  la  droite  qui  joint  les 
deux  pôles  et  est  située  à  distance  finie,  si  les  deux  po- 
lygones ont  des  pôles  distincts;  elle  est  à  V infini^  si  Us 
deux  polygones  ont  le  même  pôle. 

Le  théorème  est  évident  dans  le  dernier  cas;  car, 
lorsque  les  deux  polygones  funiculaires  ont  le  mémo 
pôle,  deux  côtés  homologues  quelconques  sont  paral- 
lèles entre  eux. 

Il  suflit  donc  de  s'occuper  du  premier  cas.  Désignons 
les  deux  polygones  funiculaires  par  P  et  P  et  leurs 
pôles  respectifs  par  p  clp'-^  appelons  eu  général  S*  Tin- 
terscctiott  des  deux  côtés  a;fc_4  a^t,  a)^_,  a)^  de  rang  A,  les- 

Fig.  4. 


quels  sont  respectivement  parallèles  aux  rayons  polaires 
pa/ij  p'ak\  d'ailleurs  oik  et  a]^  sont  situés  sur  la  lign^ 
d'action  de  la  force  Fa  dont  le  vecteur  est  «a^a+i.  Con- 
sidérons les  deux  triangles  akpp*^  S^a^aJ^;  le  coté  ajtp 
est  parallèle  à  S^a^  et  le  côté  a/^p'  est  parallèle  à  Sa4- 
Si,  les  bases  pp\  a^a]^  restant  fixes,  les  sommets  «a^' 
Sa  se  déplacent  de  manière  que  les  côtés  qui  étaient 
d'abord  parallèles  conservent  leur  parallélisme,  a/t-n-^VP' 
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et  Sjt^iXfi7.\  seront  deux  autres  positions  correspon- 
dantes des  triangles  variables.  Mais  le  déplacement 
^A^A+i  du  sommet  du  premier  étant  parallèle  n  la  base 
a^a]^  du  second,  il  faut  (n^  Â)  que  le  déplacement 
S^Sit+i  du  sommet  du  second  soit  parallèle  à  la  base  pp' 
du  premier.  Ainsi  tous  les  segments  S|  S3,  S2S3,  . . ., 
SffSn+i  sont  parallèles  à  pp%  et,  comme  chacun  d'eux  a 
un  point  commun  avec  le  suivant,  tous  ces  segments 
sont  sur  une  même  droite  parallèle  à  pp'.  D'ailleurs  cette 
droite  est  à  distance  flnie  ;  car,  puisque  les  pôles  p  et  p' 
ne  sont  pas  situés  sur  les  côtés  (indéfiniment  prolongés) 
du  polygone  des  vecteurs,  de  deux  sommets  consécutifs 
«A,  ak^^  de  ce  polygone,  l'un  au  moins,  a*  par  exemple, 
n'est  pas  en  ligne  droite  avec  pp^;  les  rayons  polaires 
pa^f  pfak  sont  dès  lors  distincts,  et  par  suite  les  côtés 
«A-i  «Aï  ^k-\  *Ai  9^^  s^^'  respectivement  parallèles  à  ces 
rayons,  se  rencontrent  en  un  point  Sa  situé  à  distance 
(inie. 

7.  Ce  théorème  facilite  le  tracé  des  polygones  funi- 
culaires satisfaisant  à  certaines  conditions.  Voici  un 
exemple  : 

Etant  donné  un  polygone  funiculaire  P(i)a,a2a3a4, 
de  pôle  /7,  pour  un  système  de  forces 

construire  pour  ce  même  système  de  forces  un  second 
polygone  funiculaire  P',  de  pôle  donné  p^  ^  et  dont  un 
côté  de  rang  assigné,  le  second,  par  exemple,  passe 
par  un  point  donné  I. 

On  aura  d'abord  le  second  côté  a,  a^  du  polygone  P' 
en  menant  par  I  la  parallèle  au  rayon  polaire  pa^  ^  on  en 
déduira  le  point  S29  intersection  des  deux  seconds  côtés, 


(  448) 
et  enfin  Taxe  L  commun  aux  deux  polygones  P  et  P  en 
menant  par  Sa  la  parallèle  à  piJ, 

Cela  fait,  au  lieu  de  construire  le  polygone  P  d*après 
la  définition  même  du  n^  2,  on  pourra  employer  Taxe  L  l 

Soit  pour  tracer  immédiatement  un  côté  de  rang  as* 
signé  ^  on  obtiendra,  par  exemple,  le  quatrième  a,a'^  en 
menant,  par  le  point  S4  où  Taxe  L  rencontre  a^a^,  une 
parallèle  au  rayon  p^a^  ; 

Soit  pour  tracer  les  côtés  successifs  du  polygone  P 
sans  faire  intervenir  le  polygone  des  vecteurs^  en  pre- 

Fig.  5. 


nant,  en  cifet,  les  points  S^,  S3,  S3,  S4,  Sb  où  Taxe  L 
rencontre  les  côtés  loai,  aaaj,  a3a4,  a^ç  du  polygone 
P,  on  aura  de  proche  en  proche  les  côtés  correspondants 
w'a, ,  a'g  a'j ,  a 3  a'^ ,  a 5  ç'  en  menant  successivement  S|  a', , 
Ssa^,  S4a3,  Ssa',. 


Lieu  du  point  de  rencontre  de  deux  cotés 
de  rangs  assignés. 

8.  Si,  dans  chacun  des  polygones  funiculaires  (en 
nombre  infini)  qui  sont  relatifs  à  un  même  système  de 
forces,  on  prend  le  point  de  rencontre  du  côté  de  rang 
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i  et  du  coté  de  rang  A",  le  lieu  de  ces  points  est  une 
droite  parallèle  à  la  corde  a^ak  qui,  dans  le  polygone 
des  vecteurs,  joint  l'origine  du  côté  de  rang  i  à  l'ori^ 
gine  du  côté  de  rang  k. 

En  effet,  soient  P  et  P'  deux  polygones  funiculaires 
quelconques  du  système^  p  et  //  leurs  pôles ^  S/ Tinter- 
section  des  deux  cèles  de  rang  i,  et  Sa  Tîntersection  des 
deux  côtés  de  rang  A*;  enGn  m  l'intersection  des  côtés  de 
rang  i  et  k  dans  le  polygone  P  et  w' l'intersection  des 
côtés  de  rangs  i  et  k  dans  le  polygone  P;  ni  et  m'  seront 
deux  points  quelconques  du  lieu  et  ils  seront  à  distance 
finie,  si,  a/  et  a^  étant  distincts  comme  le  suppose  renon- 
cé, la  droite  indéfinie  pp^  ne  passe  ni  par  a/  ni  par  a^- 

Considérons  les  triangles  paia^^  mSiSk\  le  côté  pai 
est  parallèle  à  mS/  et  le  côté  pa^  parallèle  à  mS^.  Si, 
les  bases  a/a^,  S/S^  restant  fixes,  les  sommets  p  et  m  se 
déplacent  de  manière  que  les  côtés  d'abord  parallèles 
conservent  leur  parallélisme,  p'a/^A  et  m'SiSk  seront 
deux  autres  positions  correspondantes  des  triangles  va- 
riables. Mais  le  déplacement  pp' du  sommet  du  premier 

Fig.  6. 


étant  parallèle  à  la  base  S<Sa  du  second  (n^  6),  il  faut 
(n**  4)  que  le  déplacement  mm^  du  sommet  du  second 
soit  parallèle  à  la  base  aia^  du  premier.  Ainsi  la  droite 
Ann.  de  Mathémat.,  .V  srrie,  t.  VI.  (Octobre  1887.)  3o 


(  45ô  ) 
qui  joint  deux  points  quelconques  m  et  m'  du  lieu  est 
parallèle  n  ^//xa;  donc  tout  point  m  du  Heu  est  sur  la 
droite  X  menée  par  Tun  d'eux  ml  parallèlement  à  a/a^. 
Inversement  tout  point  [jl  de  cette  droite  \  appartient  au 
lieu  5  car,  si  Ton  désigne  par  D  une  droite  quelconque 
passant  par  [jl  et  distincte  de  X,  et  si  Ton  considère  un 
polygone  funiculaire  du  système  ayant  cette  droite  pour 
côté  de  rang  i  et  un  pôle  m  di fièrent  de  a,-,  le  côté  de 
rang  A  dans  ce  polygone  coupera  la  droite  D  eu  un  point 
appartenant  au  lieu  et  par  conséquent  situé  sur  X;  or  [ji 
est  le  seul  point  commun  aux  droites  D  et  X;  donc  |jl 
appartient  au  lieu. 

9.  On  dit  que  le  polygone  des  vecteurs  d'un  système 
d€  forces  F|,  Fa,  . . .,  F„  est  fermé  lorsque  son  origine 
«1  et  sou  extrémité  a„^_i  coïncident. 

Un  polygone  funiculaire  est  d'il  fermé  lorsque  le  pre- 
mier côté  iûOLi  et  le  dernier  a,,^  cciïncident  avec  la  droite 
ai  oLn  qui  joint  le  premier  au  dernier  sommet. 

Quand  le  polygone  des  vecteurs  d'un  système  de 
forces  est  ouvert,  on  peut  rencontrer  parmi  les  poly- 
gones funiculaires  du  système  les  trois  types  :  polygone 
fermé,  ou  polygone  ouvert  et  ayant  le  premier  et  le  der- 
nier côté  soit  parallèles,  soit  concourants.  Un  exemple 
suffit  pour  mettre  le  fait  hors  de  doute.  Que  Ton  consi- 
dère deux  forces  concourantes  F^  et  F2,  si  Ton  prend  le 
pôle  hors  de  la  droite  «,«3  qui  joint  l'origine  à  Textré- 
milé  du  polygone  a^a2a^  des  vecteurs,  on  a  évidem- 
ment un  polygone  funiculaire  ouvert  dont  le  premier  et 
le  dernier  côté  sont  concourants-,  si  Ton  place  au  con- 
traire le  pôle  sur  a,  ^3,  le  premier  et  le  dernier  côté  du 
polygone  funiculaire  seront  coïncidants  ou  parallèles 
suivant  qu'on  fera  ou  non  passer  le  premier  côté  par  le 
point  de  concours  des  deux  forces. 


(  '15'  ) 

Mais,  f/uand  le  polygone  des  vecteurs  d'un  système 
de  forces  F|,  F2,  . . . , F;,  est  fermé,  si  un  polygone 
funiculaire  du  système  est  fermé,  tous  les  polygones 
funiculaires  du  système  sont  fermés. 

En  cHet,  si  le  polygone  des  vecteurs  «i«2  •••««+! 
est  ff riné,  c\st  que  /i„^i  coïncide  avec  «i  ;  «i  et  a^  sont 
donc  deux  points  distincts  et  a^an  est  parallèle  à  F„. 
Or,  le  {)olygone  des  vecteurs  étant  fermé,  dans  tout  po- 
lygone funiculaire  du  système  le  dernier  côté  dn^ 
aura  la  même  direction  que  le  premier  coai  et^  pour 
qu'un  tel  polygone  funiculaire  soit  fermé,  il  faut  et  il 
saffit  que  le  premier  côté  wai  et  Pavant-dernier  aL„_i  ol„^ 
c/esl-à-dîre  le  /i**"*,  concourent  sur  F,,.  Mais,  si  cela  a 
lieu  pour  Tun  des  polygones  funiculaires,  la  droite  F/,^ 
qui  est,  avons-nous  dit,  parallèle  à  ^|/i/i,  sera  (n®  34)  le 
lieu  des  points  de  rencontre  du  premier  et  du  n'*™' 
côté  des  divers  polygones  funiculaires  du  système;  tous 
ces  polygones  sont  donc  fermés. 

11  suit  de  la  que,  si  le  polygone  des  vecteurs  d'un 
système  de  forces  est  fermé  et  si  l'un  des  polygones 
funiculaires  du  système  est  ous^ert^  tous  les  polygones 
funiculaires  du  système  seront  oui^erts. 

Observons  encore  que,  dans  le  cas  particulier  d'un 
système  de  forces  concourantes,  si  le  polygone  des 
vecteurs  est  fermé,  tous  les  polygones  funiculaires  sont 
.fermés.  En  ell'et,  il  suflit,  d'après  ce  qui  précède,  de 
montrer  que  la  chose  a  lieu  pour  un  polygone  funicu- 
laire du  système.  Or,  si  Ton  fait  passer  le  premier  côté 
d*un  |)olygonc  funiculaire  par  le  point  de  concours  des 
forces,  ce  polygone  se  réduit  évidemment  à  la  droite 
menée  par  ce  point  de  concours  parallèlement  au  pre- 
mier rayon  polaire. 

10.    Revenons  maintenant    an     lliéorème   du    n"   8. 
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Nous  avons  supposé  ai  et  a^  distincts  \  car,  lorsque  Oi 
et  a^  se  confondent,  la  direction  aiUk  n'est  plus  déter- 
minée et  renoncé  n'a  plus  de  sens.  Mais  quel  est  alors 
le  lieu  des  points  de  rencontre  des  côtés  de  rangs  i 
etk? 

Considérons  le  système  partiel  formé  par  les  forces  F/, 
F,V|.| ,  • . . ,  Fa_i  ;  la  ligne  brisée  aiai^x  •  •  •  û*  est  le  po- 
lygone des  vecteurs  de  ce  système  partiel,  et,  si  (oai . ..  &« ^ 
est  un  polygone  funiculaire  du  système  total  F|  .  • .  Fa> 
a|_4  a/ ...  aA_i  a^  sera  un  polygone  funiculaire  du  système 
partiel  F|F|.j.i  . .  •  F^^^i.  Dans  notre  hypothèse  le  poly- 
gone des  vecteurs  aiai^^  •  •  •  a^  est  fermé,  puisque  a/ et 
ak  se  confondent;  donc,  si  Ton  considère  tous  les  poly- 
gones funiculaires  du  système,  les  côtés  0Li_x^h  etaA_iaA 
seront  soit  toujours  parallèles  et  distincts,  soit  toujours 
confondus.  Le  tracé  d*un  polygone  funiculaire  d'essai 
montrera  quel  est  celui  des  deux  cas  dans  lequel  on  se 
trouve. 

Dans  le  premier  cas^  le  lieu  est  évidemment  la  droite 
de  V infini  du  plan.  Dans  le  second  cas,  tout  point  m  du 
plan  appartient  au  lieu;  car,  si  l'on  construit  un  poly- 
gone funiculaire  du  système  en  faisant  passer  son  coté 
ai_ia/  de  rang  i  par  m,  le  côté  a^.i  a^  de  rang  Â*,  coïn- 
cidant avec  a,'_i  a^,  passera  aussi  par  m. 

Lieu  des  pôles  des  polygones  funiculaires  passant 
par  deux  points  donnés. 

11.  Si  y  parmi  les  polygones  funiculaires  d'un  sys- 
tème de  forces,  on  considère  seulement  ceux  dont  deux 
côtés  de  rangs  assignés  i  et  k  passent  respectivement 
par  deux  points  donnés  I  e£  K,  le  lieu  des  pôles  de  ces 
polygones  est  une  ligne  droite  parallèle  à  IK. 

Cherchons  un  point  a  du  lieu  qui  soit  situé  sur  une 
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droite  délerminée  a^^Y  et  menée  d'ailleurs  à  volonté  par 
le  point  aj^. 

Supposons  qu'on  ait  déjà  tracé  un  polygone  funicu- 
laire quelconque  P  du  système  de  forces  considéré 

(Fj  ...  F^;  ai  ...  a«+i), 

et  soit  f/  son  pôle.  Désignons  par  X  une  droite  qui  n'est 
autre  que  aia^  lorsque  les  points  ai  et  a^  sont  distincts, 
mais  qui,  si  a/  et  Ok  sont  confondus,  est  une  droite 
menée  h  volonté  par  a/.  Traçons  des  parallèles  à  X  par 
les  points  I  et  K  jusqu'à  leurs  rencontres  respectives  F 
et  K'  avec  les  côtés  a^._^  aj-,  a';^_,  ol\  de  rangs  i  et  k  dans  le 
polygone  funiculaire  P'^  enGn,  par  ;/,  menons  la  paral- 
lèle à  FK'  et  prenons  son  intersection  a  avec  X.  Soient 
/i  etyi  deux  forces  ayant,  la  première  pour  vecteur  a/a 
et  pour  ligne  d'action  IF,  la  seconde  pour  vecteur  aa/t 
et  pour  ligne  d'action  KK'  et  considérons  le  système 
de  forces  (/iF|F/^,  . .  .F^^.i/aj  aoi . . .  affU).  Le  poly- 
gone Q'FaJ. . .  a^_.,K'Q'  est  un  polygone  funiculaire, 


de  pôle  /?',  pour  ce  système  de  forces,  et  comme  il  est 
fermé  ainsi  que  le  polygone  des  vecteurs,  tout  autre 
polygone  funiculaire  du  même  système  de  forces  sera 
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fermé;  doue,  en  particulier,  celui  P|  de  ces  polygones 
qui,  ayant  pour  pôle  p^  aurait  son  premier  cofcé  passant 
par  I.  Mais  les  côtés  de  ce  polygone  P|,  autres  que  le 
premier  et  le  dernier,  seraient  précisément  les  côtés 
a/_ia/,  .  . .,  0Lfç_x^jç  du  polygone  P^  donc,  puisque  P| 
doit  être  fermé,  son  premier  et  son  dernier  côté  se  con- 
fondent avec  IK^  par  suite,  pa  est  parallèle  â  IK,  en 
sorte  qu'on  obtient  le  point  p  en  menant  par  le  point 
connu  a  la  parallèle  à  IK  et  prenant  Tintersection  de 
cette  droite  avec  «aV. 

Ainsi  tout  point  p  du  lieu  se  trouve  sur  la  droite  L 
menée  par  le  point  a  parallèlement  a  IK. 

D^ailleurs,  tout  point  m  de  cette  droite  appartient  au 
lieu  5  car,  puisque,  en  vertu  du  raisonnement  ci-dessus, 
il  y  a,  sur  chaque  droite  issue  de  a^,  un  seul  point  du 
lieu,  le  point  du  lieu  qui  est  sur  a^m,  devant  en  même 
temps  appartenir  à  I.,  coïncide  avec  m. 

En  définitive,  le  lieu  cherché  est  une  droite  parallèle 
à  IK  et  passant  par  un  point  a  qu'on  détermine  par  la 
règle  suivante  : 

Fig.  8. 


Tracez  un  polygone  funiculaire  quelconque  V  du 
système  de  forces  proposé  (s'il  s'en  trouve  un  déjà 
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tracé  sur  la  figure,  il  convient  évidemment  d'en  pro- 
fiter); prenez  les  points  V  et  1^'  ou  les  côtés  de  rangs  i 
et  k  rencontrent  respectwenient  les  parallèles  menées 
par  l  etKà  une  droite  X,  (^ui  est  la  droite  ata^  si  ai  et 
ait  sont  distincts,  ou  une  droite  menée  à  volonté  par 
ai  si  ai  et  aj^  se  confondent;  enfin,  par  le  pôle  du  poly- 
gone auxiliaire  V  menez  la  parallèle  à  l'K';  cette  pa- 
rallèle rencontrera  la  droite  X  au  point  cherché  a. 

La  Jig.  8  est  relative  au  cas  où  les  points  ai  et  a^ 
sont  distincts^  \difig.  ^  se  rapporte  au  cas  où  ces  points 
sont  confondus,  alors  les  côtés  a^_^  a),  a\_^  tXf^  de  rangs  i 
et  k  dans  le  polygone  auxiliaire  V  ont  la  même  direction 
p'ai.  Nous  avons  supposé  ces  deux  côtés  distincts;  s'ils 
se  confondent,  la  droite  TK'  se  coufond  avec  eux,  et  la 
droite  p'a^  devenant  />'«/,  le  point  a  ne  diiïère  pas  de  a/; 
dans  ce  cas,  le  lieu  est  donc  la  parallèle  à  IK,  menée 
par  les  points  confondus  ai  et  a^. 


Propriétés  spéciales  des  polygones  funiculaires 
relatifs  a  un  systeme  de  forces  concourantes  ou 
parallèles. 

12.  Deux  polygones  funiculaires  quelconques  P  et 
V  d'un  même  système  de  forces  concourantes  sont 
deux  figures  homologiques  ;  en  d'autres  termes,  si  S 
est  une  figure  quelconque  dont  le  polygone  P  fait  partie, 
et  si  l'on  construit  la  figure  S'  homologique  de  S  en  pre- 
nant pour  centre  d'homologie  le  point  de  concours  O 
des  forces  et  pour  axe  d'homologie  l'axe  commun  L 
(n**  6)  aux  deux  polygones  P  et  F,  le  polygone  P'  sera 
la  partie  de  Y!  qui  est  Thomologue  de  P  {fig-  p). 

En  efl'et,  prenons  respectivement  sur  les  deux  pre- 
miers côtés  (oai  et  (oa,  des  polygones  funiculaires  P  et 
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F  deux  points  (ù  et  co'  en  ligne  droite  avec  le  point  0. 
Puis  avec  le  centre  d'homologie  O,  Taxe  d'homologîe  L 
et  le  couple  (w,  co')  de  points  homologues,  construisons 
la  figure  S'  homologiquc  de  2;  rhomologue  du  premier 
côté  (ooti  de  P  sera  le  premier  côté  co'a,  de  P',  puisque 

Fis*  9- 


iù'ol\  passe  par  o)'  homologue  de  co  et  coupe  Taxe  L  au 
même  point  S|  que  (oa|«  D'ailleurs  Thomologue  du 
sommet  ai  de  P  devant  ôtre  à  la  fois  sur  Oai  et  sur 
(o'a,  sera  précisément  le  sommet  a^  de  P'.  Des  lors  on 
voifde  même  que  a,  a^  est  Thomologue  de  a,  0L2  et  que  «^ 
est  rhomologue  de  a'^,  et  ainsi  de  suite. 

13.  Lorsque  les  deux  polygones  funiculaires  P  elP' 
sont  relatifs  à  des  forces  parallèles,  le  centro  d'homo- 
logie  passe  à  Tinfini  dans  la  direction  des  forces.  Il  est 
d'ailleurs  aisé  de  voir  que  le  rapport  d'homologie  est 
alors  égal  en  grandeur  et  en  signe  au  rapport  des  dis" 
tances  polaires  ep,  e'p'  (Jig-  10). 

En  ellet,  soit  m  Tintersection  de  ai  «2  et  de  /;//,  Si 
l'intersection  de  wai  et  de  co'a'^ ,  enfin  (jl  le  point  où 
a,  a,   coupe  Taxe    commun  aux   deux  polygones,  c'est- 


(  45:  ) 

à-dire  la  parallèle  menée  par  Si  ^ppf\  les  deux  triangles 
pa^f/y  ocf  Sia'f  se  trouvent  dans  les  conditions  du  n**  3, 
les  côtés  a^p  et  Sjaj  sont  parallèles,  ainsi  que  les  côtés 
a,//  et  S|  a, ,  et  la  droite  a^  m  est  menée  par  le  sommet 


— ^---^^j 


-V 


du  premier  parallèlement  à  la  base  aia^  du  second, 
tandis  que  la  droite  S|  [jl  est  menée  par  le  sommet  du 
second  parallèlement  à  la  base  pp^  du  premier ^  on  a 
donc,  en  grandeur  et  en  signe, 


mp 
mp' 


ep" 


ce  qui  démontre  le  fait  énoncé,  puisque  la  droite  S4  [jl 
étant  l'axe  d*homologie  et  (ai,  a',)  étant  un  couple  de 
points  homologues,  le  premier  des  rapports  ci-dessus 
exprime  le  rapport  d'homologie.  Ainsi  : 

Deiix  polygones  funiculaires  quelconques  1?  et  V 
d'un  même  système  de  forces  parallèles  sont  deux 
figures  homologiques,  dont  les  rayons  homologiques 
sont  parallèles  aux  lignes  d'action  des  forces^  dont 
l'axe  dliomologie  est  l'axe  commun  aux  deux  poly- 
gones et  dont  le  rapport  d'homologie  est  égal  au  rap- 
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port  irwerse  des  distances  polaires.    Ce   rapport  est 
d'ailleurs  égal  à  celui  des  ordonnées  de  deux  points 
homologues  quelconques  m  et  ni!  des  deux  polygones. 


Hg. 


les  ordonnées  nm,  nluil  étant  parallèles  aux  forces  et 
comptées  respectii^ement  à  partir  de  deux  droites  ho- 
mologues  quelconques  i/v,  et  uV  des    deux   figures 

Polygone  funiculaire   passant 
par  trois  points  donnés. 

14.  Etant  donnés  trois  points  quelconques  I,  H,  K 
dans  le  plan  d'un  système  de  forces 

( Fi F, , . .  F;,;  «1  «t . . .  a^4.i ), 

on  demande  de  tracer  le  polygone  funiculaire  P  dont 
le  côté  de  rang  i  passerait  par  I,  le  côté  de  rang  h 
par  H  et  le  côté  de  rang  k  par  K. 

Il  suffît  évidemment  de  trouver  le  pôle  p  du  polygone 
demandé  P. 

Or  ce  pôle  p  appartient  au  lieu  des  pôles  des  poly- 
gones funiculaires  dont  le  côté  de  rang  i  passerait  par  I 
et  le  côté  de  rang  h  par  H;  il  appartient  aussi  au  lieu 
des  pôles  des  polygones  funiculaires  dont  le  côte  de 


(  459  ) 
rang  h  passerait  par  H  et  le  côté  de  rang  k  par  K;  on 
sait   (n''  11)   construire  ces  deux  lieux  (jui    sont  des 
droites  respectivctncnt  parallèles  à  IH  et  HK;  Tinter- 
section  de  ces  deux  droites  sera  le  point  cherché  p. 

Ou  pourrait  d'ailleurs  à  Tun  de  ces  deux  lieux  sub- 
stituer celui  des  ()6les  des  polygones  funiculaires  dont  le 
côté  de  rang  i  passe  par  I  et  le  côté  de  rang  A*  par  K,  et 
obtenir  de  la  sorte  une  vériGcation. 

Telle  est  la  méthode  générale.  Mais,  si  les  forces  sont 
concourantes  ou  parallèles,  il  vaut  mieux  recourir  aux 
propriétés  spéciales  des  n"'  12  et  13.  On  a  alors  par  le 
point  de  concours  ou  par  la  direction  des  forces  le 
centre  dlioraologie  ou  la  direction  homologique  des 
polygones  funiculaires  du  système.  Donc,  en  prenant 
les  intersections  respectives  des  rayons  homologiques 
des  points  I,  H,  K  et  des  côtés  de  rangs  /,  /i,  k  dans 
un  premier  polygone  d'essai  P,  on  aura  immédiatement 
les  homologues  F,  H',  K'  des  points  I,  H,  K  du  polygone 
demandé  P^  on  pourra  alors  trouver  tous  les  côtés  de 
ce  polygone  P,  même  indépendamment  les  uns  des 
autres,  à  l'aide  des  tracés  indiqués  au  n®  7. 

15.  Tout  cela  est  si  facile  qu'un  exemple  suffira. 
Nous  choisirons  à  cet  eUet  le  système  de  deux  forces 
concourantes  (Fi,  Fj;  a^  a^as)  auquel  nous  appliquerons 
successivement  les  deux  méthodes  ^  le  premier  côté 
devra  passer  par  I,  le  deuxième  par  H  et  le  troisième 
par  K. 

Lajig.  1 2  est  relative  à  la  première  méthode  ;  w'a'a'^  o' 
est  un  polygone  d'essai  dont  p'  est  le  pôle.  En  menant 
11'  et  HH'  parallèles  à  a,  «2,  puis  par  p'  la  parallèle  /V.r 
à  l'H'  et  entin  par  x  la  parallèle  à  l'H',  on  a  (n°  11)  le 
lieu  "ki  des  pôles  des  polygones  funiculaires  dont  le  pre- 
mier côté  passe  par  I  et  le  second  par  H.  De  même  en 
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menant  HH|  el  KK'  parallèles  à  ai^z,  puis  par  p'  la 
parallèle  p^y  a  H'^  K'  et  enfin  par  y  la  parallèle  à  HK,  on 
a  le  lieu  X2  des  pôles  des  polygones  funiculaires  dont  le 
deuxième  côté  passe  par  H  et  le  troisième  par  K. 


Le  point  p  commun  à  )h  el  X^  sera  le  pôle  du  poly- 
gone cherché  P^  son  premier  côté  sera  la  parallèle  coai 
à  poi  menée  par  I;  puis,  ai  H  et  asK  seront  les  côtés 
suivants^  comme  vérification,  ces  côtés  doivent  être  res- 
pectivement parallèles  aux  rayons  polaires  pa^  et  pai 
que  nous  n'avons  pas  tracés  pour  ne  pas  compliquer 
inutilement  la  figure. 

Ldijig.  i3  est  relative  à  la  seconde  méthode;  co'a,  a^^' 

Fig.  i3. 


étant  toujours  un  polygone  d'essai  dont  le  pôle  p^  est 
arbitraire,  on  prendra  les  intersections  I',  H',  K'  de  ses 
côtés  successifs  avec  les  rayons  homologiques  01,  OH, 
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OK,  et  il  restera,  pour  avoir  le  polygone  demandé  P, 
à  construire  la  figure  homologique  de  iù'a\  oL^f'. 

L'homologue  u  du  point  u'  où  (o'a,  coupe  H'K'  sera 
sur  Ou'  et  sur  HK;  en  le  joignant  au  point  I,  on  aura  la 
droite  homologue  de  l'a',  c'est-à-dire  le  premier  côté 
(olai  du  polygone  P  dont  le  deuxième  côté  sera  ai  Ila2  et 
le  troisième  aaKf. 

16.  L'une  et  Tautre  construction  peuvent  être  nota- 
blement abrégées  par  un  choix  convenable  du  polygone 
d'essai  P',  si  un  tel  polygone  ne  se  trouve  pas  tracé 
déjà  pour  d'autres  besoins. 

Reprenons  à  ce  point  de  vue  la  première  méthode.  En 
prolongeant  KH  (yîgf.  i4)  jusqu'à  sa  rencontre  a',  avec 

Fig.  14. 


xY/^tf-^ 


Ff ,  on  peut  considérer  la,  et  a\  H  comme  le  premier  et 
le  second  côté  d'un  polygone  funiculaire  dont  le  pre- 
mier côté  passerait  par  I  et  le  second  par  H  ;  son  pôle 
p^  s'obtiendra  en  menant  Utp'  et  a^p'  respectivement 
parallèles  à  la',  et  à  HK,  et  la  parallèle  X,  menée  par  /;' 
à  IH  sera  le  lieu  des  pôles  des  polygones  funiculaires 
ayant  leur  premier  côté  passant  par  I  et  leur  second  par 
H.  De  même,  en  prolongeant  IH  jusqu'à  sa  rencontre  a, 
avec  F2,  on  peut  considérer  Ha^  et  a^K  comme  le 
deuxième  et  le  troisième  côté  d'un  polygone  funiculaire 
dont  le  deuxième  côté  passerait  par  H  et  le  troisième  par 
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K]  son  pôle  //  s'obtiendra  en  menant  az/^^  cl  a^p''  res- 
pcclivcuient  parallèles  à  IH  et  à  a^^K,  et  la  parallèle  \i 
menée  par  p"  à  HK  sera  le  Heu  des  pôles  des  polygones 
funieulaires  ayant  leur  deuxième  côté  passant  par  H  et 
le  troisième  par  K.  Donc  Tintersectiou  de  Xi  elde).j, 
c'est-à-dire  le  sommet  p  opposé  à  a^  dans  le  parallélo- 
gramme a^p'pp"  sera  le  pôle  du  polygone  cherché  P.  Ou 
aura  le  deuxième  côté  a,  a^  en  menant  parti  la  parallèle 
à  pa^  ;  puis  laf  el  ttjK  seront  le  premier  et  le  traiaiènie. 
Reprenons  de  inème  la  seconde  méthode  r  En  pro- 
longeant KH  jasqu'à  sa  rencontre  a,  avec  F,,  ïa,  et 

Fig.  i5. 


a^Ha'^  seront  les  deux  premiers  côtés  d'un  polygone 
funiculaire  dont  le  premier  côté  passe  par  I  et  le  second 
par  H;  son  pôle  p'  s'obtiendra  en  menant  atp  et  a^p 
respectivement  parallèles  à  la^  et  à  HK,  et  l'on  aura  le 
troisième  côté  a!,  o'  en  menant  par  a'g  la  parallèle  à  //«s; 
mais  le  polygone  w'a',  a.,o'  et  le  polygone  cherché  P  ont 
évidemment  pour  axe  d*homologie  la  droite  IH  qui  est 
leur  axe  commun^  donc,  il  suflira  de  prolonger  ç'a^ 
jusqu'à  sa  rencontre  S  avec  IH  et  de  joindre  SK  pour 
avoir  le  dernier  côté  aaP  du  polygone  P;  le  second  côté 
sera  ensuite  a^Haf  et  le  premier  a|I  {Jig>  i5). 

La  construction  que  nous  trouvons  ainsi  par  la  consi- 
dération  des  figures'  homologiques  aussi    bien  que  la 
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précédente  sont  remarquables  par  leur  élégaiile  sim- 
plicité. 


Polygone  fvkiculaire  passant  par  deux  points  donnés 
et  ayant  une  distance  polaire  donnée. 

i7.  Après  les  détails  dans  lesquels  nous  venons  d'en- 
trer^ il  suffira  de  quelques  mots  sur  ce  nouveau  pro- 
blème : 

Étant  donnés  deux  points  quelconques  I  et  H  dans 
le  plan  d 'un  système  de  forces 

(  F|  Fj . . .  Fn  ;  ai  «j . . .  an^x  )-, 

on  demande  de  tracer  un  polygone  funiculaire  P  dont 
le  côté  de  rang  i  passe  par  I,  le  côté  de  rang  h  par  H  et 
dont  le  pôle  p  soit  à  une  distance  donnée  5  de  la  droite 
qui^  dans  ce  polygone  des  vecteurs,  joint  le  point  ai  au 
point  afi- 

Le  pôle  inconnu  p  doit  être  d'abord  sur  Tune  des  deux 
parallèles  à  aiUk  situées  de  part  et  d'autre  et  a  la  dis- 
tance 0  de  celle  droite.  Il  doit  être  en  outre  sur  la  droite 
lieu  des  pôles  des  polygones  funiculaires  dont  les  côtés 
de  rangs  *  et  h  passent  respectivement  par  I  et  H.  Cette 
droite  coupe  les  deux  premières  en  deux  points  p  et  /;,. 
Il  y  a  donc  deux  solutions^  la  solution  serait  unique  si 
Ton  donnait,  outre  la  valeur  absolue  o  de  la  distance 
polaire,  le  sens  de  cette  distance. 

Si  les  forces  concourent  en  un  même  point  O,  on 
construira  un  polygone  d'essai  V  en  prenant  un  pôle 
;:;'  à  la  distance  o  de  a/^A^  portée  d'ailleurs  du  côté 
convenable  si  le  sens  de  la  distance  est  donné.  Les 
rayons  homologiques  01,  OH  fourniront  par  leurs  ren- 
contres respectives  avec  les  rôles  de  rangs  i  et  h  du  po- 
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Ijgone  P'  les  points  V  et  H'  homologiques  de  1  et  U; 
Taxe  d'iiomologie  des  polygones  P  et  F  s'obtiendra  en 
menant  par  le  point  de  rencontre  S  de  IH  et  VU!  la  pa- 
rallèle SL  à /?/?',  c'est-à-dire  la  parallèle  à  a/a^^  on  aura 
donc  plus  de  données  qu'il  n'en  faut  pour  construire  le 
polygone  P  homologiquc  de  P'. 

18.  La  solution  par  les  figures  homologiques  devient 
d'une  extrême  simplicité  dans  le  cas  ou  les  forces  sont 
parallèles.  Soit,  pour  fixer  les  idées,  le  système  de  trois 
forces  parallèles  (F|  F^Fs  ;  a^  a^a^a^)  et  supposons  qu^on 
veuille  que  le   premier  côté  du  polygone   funiculaire 

Fig.  i6. 


...ej 


^ilf 


'  / 1 
/  1 


demandé  P  passe  par  1  et  le  dernier  côté  par  H.  On 
construira  un  polygone  funiculaire  d'essai  P'  ou 
(o'a,  a!ja3cp'  à  Taide  d'un  pôle  ;;' qui  soit  à  la  distance 
donnée  8  de  ai  ^4  et  dans  le  sens  voulu  ;  puis  on  mènera 
par  I  et  H  des  parallèles  aux  forces  jusqu'aux  points 
d'intersection  de  ces  rayons  homologiques  avec  le  pre- 
mier côté  w'a^  et  le  dernier  côté  a'jO  du  polygone  F; 
ces  points  d'intersection  I'  et  H'  seront  les  homologues 
de  I  et  K.  Mais  les  polygones  P  et  P'  ayant  leur  rapport 
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d^hoinologieégalàrunité(ii''13)puisque  leurs  distances 
polaires  sont  égales  et  de  même  sens,  les  ordonnées  cor- 
respondantes comptées  respectivement  à  partir  des 
droites  homologues  III,  miseront  égales  et  de  même 
signe.  11  suflira  donc,  pour  avoir  le  polygone  F,  de  prendre 
^(«1,  paas,  ^itts  respectivement  égales  à  ^\oL\y  P^^^^t 
p'^a,  et  de  même  sens.  Des  vériGcations  simples  peuvent 
d'ailleurs  être  fournies  par  les  rencontres  lelles  que  u', 
des  côtés  du  polygone  P'  avec  l'H';  les  côtés  homo- 
logues du  polygone  P  devront  rencontrer  IH  en  des 
points  homologues,  c'est-à-dire  situés  avec  les  premiers 
sur  une  pai-allcle  aux  foires. 


RKIARQIKS  SUR  LA  DÉTERMMATION  DES  FOYERS 
Vmt  GONIOUE; 

Par  m.  E.  GOURSAT. 


Soit 

Téquation  d'une  conique  rapportée  à  des  axes  de  coor- 
données rectangulaires,  les  coefiicicnts  a^b^c^d^e^f 
étant  réels.  Les  foyers  de  cette  conique  sont  les  points 
d^intersection  des  deux  courbes 


(3) 


X  =  (ô«  —  ac){x*  —  r«)  -h  2{be  —  cd)j; 

■+-i{ae  —  bd)y  -+-  e*  —  cf*  -+-/(«  —  c)  =:  o, 
Y  =  '1(6*  —  ac)xy  -h  ^{bd  —  ae)x 

-\-  '^{be  —  cd)y  -^  i{bf  --  de)  =  o; 


pour  trouver  les  points  réels  d'intersection  de  ces  deux 
courbes,  on  peut  procéder  comme  il  suit. 
Ann,  de  Malhémat.,  5-  série,  t.  VI.  (Octobre  1887.)  3l 
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Multiplions  réqualîon  (3)  par  i  =  y/' — i,  vX  ajoutons; 
on  posant 

js  =  X  -\-  iy^ 
A  =  6*  —  ac, 

B  =  be  —  cd  -h-  î(  bd  —  ae), 
G  =  gî  —  rfî  -+-/(<ï  —  c)  ^ii{bf--  de), 
il  vient 

(4)  X  -h  i Y  =  A^*  4-  aBz  4-  C  =  G. 

La  recherche  des  racines  de  Téquation  (4)  revient 
précisément  à  la  recherche  des  systèmes  de  solutions 
réelles  communes  aux  équations  (a)  et  (3)  et,  inverse- 
ment, tout  point  d'intersection  réel  de  ces  deux  courbes 
fournit  une  racine  oe  Téquation  (4).  Nous  sommes  con- 
duits, par  conséquent,  à  la  conclusion  suivante  : 

Soient  {x^^  y^)^  («^27  JKa)  ^^^  coordonnées  des  deux 
foyers  réels  de  la  conique  représentée  par  l'équa- 
tion {i)\si  Von  pose 

^1  =  a?|  -h  iyu        zt=x^-^  iy^, 

les  deux  quantités  imaginaires  z^  et  Z2  sont  les  racines 
de  l'équation  (4). 

Supposons  d'abord  b^  —  ac  différent  de  zéro;  en  ré- 
solvant l'équation  (4),  on  trouve 

.^.  cd — be  -+-  i( ae  —  bd)  -4-  /Â  \/a  —  c-\-'xib 

^    ^  b^  —  ac 

où  A  désigne  le  discriminant 

A  =  acf  -h  ^bde  —  ae*  —  cd*  — /b*. 

Tout  revient  donc  à  extraire  la  racine  carrée  de  la 
quantité  imaginaire  a  —  c -h  azi.  Une  fois  les  foyers 
réels  connus,  les  foyers  imaginaires  se  déterminent  sans 
difficulté. 
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Si  A*  —  €ic  csl  nul,  on  trouve  pour  la  valeur  de  z 
correspondant  au  fojer  unique  une  fonction  ration- 
nelle des  coordonnées. 

Il  est  h  remarquer  que  la  méthode  précédente  ne  dif- 
fère pas  au  fond  de  la  méthode  générale  employée  par 
Salmon  pour  résoudre  les  équations  (a)  et  (3),  et  qu'elle 
conduit  précisément  aux  mêmes  calculs.  Si  celle-ci  pré- 
sente quelque  avantage,  c'est  qu'elle  ramène  immédia- 
tement la  question  à  une  question  traitée  dans  tous  les 
cours  d'Algèbre,  «i  propos  de  la  racine  carrée  d'une 
quantité  imaginaire. 

Il  est  aisé  d'expliquer  le  résultat  précédent  et  de 
retendre  aux  courbes  algébriques  planes  de  degré  quel- 
conque. Soit 

(6)  ^(m,/?)  =  o 

Féquation  tangentielle  d^uue  courbe  algébrique  plane 
réelle  C,  dans  un  système  d'axes  rectangulaires,  c'est- 
à-dire  la  condition  pour  que  la  droite 

(7)  y^nix^p 

soit  tangente  à  cette  courbe.  Soient  X\^  y\  les  coordon- 
nées d'un  foyer  réel  de  cette  courbe  ;  la  droite 

sera  tangente  à  la  courbe  C  et  l'on  aura,  par  consé- 
quent, 

eu  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 
on  pourra  écrire 

X  et  Y  désignant  des  fonctions  entières  à  coefficients 
réels  de  X|,  j^'|.  Mais,  puisque  Xs  et  j'<   sont  supposés 
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réels,  on  aura  à  la  fois 

X  =  o,        Y  =  o, 

etics  foyers  réels  seront  précisément  les  points  d'inter- 
section réels  de  ces  deux  courbes.  Or,  si  Ton  pose 

la  relation  précédente  peut  s'écrire 

cp(«,  -*^)  =  X  +  tY, 

et  la  recherche  des  points  réels  communs  à  ces  deux 
courbes  revient  précisément  à  résoudre  l'équation  à 
coefficients  imaginaires 

cp(i,  —  i^)  =  o. 

Ainsi  y  pour  avoir  V  équation  qui  détermine  les  af- 
fixes  des  foyers  réels  de  la  courbe  C,  il  suffit  de  rem- 
placer m  par  i  et  p  par  —  iz  dans  V équation  tangen- 
tielle  (6)  de  cette  courbe. 

Pour  présenter  une  application  de  ce  qui  précède, 
considérons  toutes  les  paraboles  inscrites  dans  un 
triangle.  Leur  équation  tangentielle  contiendra  un  pa- 
ramètre arbitraire  X  au  premier  degré,  el  l'équation  qui 
détermine  le  foyer  de  l'une  de  ces  paraboles  sera  de  la 

forme 

(AX-hB).5-hGX-+-D  =  o 
ou 

CXh-D 

Pour  avoir  le  lieu  décrit  par  ce  foyer,  il  faudra  faire 
varier  \  par  valeurs  réelles  de  —  co  à  -|-  oo,  c'est-à-dire 
faire  décrire  à  X  l'axe  des  quantités  réelles.  Mais  la  for- 
mule précédente  fait  correspondre  à  une  droite  une  cir- 
conférence; on  retrouve  ainsi  le  théorème  connu. 
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SUR  ï\\  THÉORÈME  DE  LA  THÉORIE  DE  LATTRAGTION; 

Pab  m.  E.  sarrau, 

Membre  de  llnslilut,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 


Lorsque  Ton  considère  ratlraction  exercée,  suivant 
la  loi  de  Newton,  par  une  masse  sur  un  point,  on  a  ce 
théorème  : 

Si  le  point  est  à  l'intérieur  de  la  masse^  la  fonction 

potentielle  de  cette  masse  sur  ce  point  satisfait  à  l'é- 

quation 

d^u       d^u       (Pu  ^ 

en  désignant  par  u  la  fonction  potentielle,  par  a,  p,  y 
les  coordonnées  du  point,  et  par  K  la  densité  de  la 
masse  en  ce  point. 

Poisson  a  établi,  le  premier,  ce  théorème  en  considé- 
rant d^abord  l'attraction  d'une  sphère  homogène  (*). 
D'autres  géomètres,  notai^ment  Gauss  (^)  et  M.  Clau- 
sius  ('),  en  ont  donné  des  démonstrations  directes,  en 
ayant  égard  à  la  variation  de  la  densité  de  la  masse  atti- 
rante (^).  Ces  démonstrations  paraissent  compliquées, 
parce  qu'elles  comprennent  des  propositions  de  Calcul 
intégral  intéressantes  en  elles-mêmes,  et  d'ailleurs  in- 


(*)  Bulletin  de  la  Société philomathique,  t.  III,  p.  368. 

(■)  Œuvres,  t.  V,  p.  197,  et  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées^  t.  VII,  p.  278. 

{*)  De  la  fonction  potentielle  et  du  potentiel,  traduit  de  l'alle- 
mand par  K.  Folie.  Paris,  Gauthier-Villars;  1870,  p.  44* 

(*)  On  peut  consulter,  sur  le  même  sujet,  la  Théorie  du  potentiel, 
par  M.  Emile  Mathieu.  Paris,  Gauthier- Villars  ;  i885. 
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dépendantes  du  sujet.  Il  y  a  avantage  à  isoler  ces  pro- 
positions, et  la  démonstration  du  théorème  de  Poisson 
découle  ainsi  très  simplement  de  quelques  théorèmes  gé- 
néraux qui  sont  susceptibles  d'un  grand  nombre  d'autres 
applications. 

I.  —  Théorèmes  préliminaires. 

!•  Théorème  principal.  —  Soit  F(x^jj  z)  une  fonc- 
tion des  coordonnées  (.r,^,  z)^  finie,  continue  et  bien 
déterminée  dans  toute  V étendue  d'un  volume  v  limité 
par  une  surf  ace  (T  \  en  désignant  par 

dv  un  élément  du  volume  v  ; 
rfo-  un  élément  de  la  surface  t; 

a  le  cosinus  de  l'angle  que  la  normale  à  l'élément  rfcr, 
extérieure  au  volume  v^fait  a^fec  Vaxe  OX  ; 

on  a 

l'intégrale  du  premier  membre  s' étendant  à  tous  les 
éléments  du  volume  p»,  et  l'intégrale  du  second  membre 
s^ étendant  à  tous  les  éléments  de  la  surface  (t. 

En  effet,  à  un  système  de  valeurs  {y,  z)  correspon- 
dent, sur  la  surface  a*,  certaines  valeurs  de  a:;  le  nombre 
de  ces  valeurs  est  toujours  pair,  puisqu'une  parallèle  à 
Taxe  des  X,  entrant  dans  le  volume  **  un  certain  nombre 
de  fois,  en  sort  le  mcnic  nombre  de  fois. 

Supposons  qu'un  point  décrivant  celte  parallèle,  de 
x= — 00  à  x=-f-oo,  entre  dans  le  volume  v  pour 
x=iXt  et  en  sorte  pour  a:  =  0:2,  y  entre  pour  x  =5X3 
et  en  sorte  pour  x  =  ^4,  et  ainsi  de  suite.  Soient  F,,  Fj, 
F3,  F4,  ...  les  valeurs  do  F  pour  ces  valeurs  particu- 
lières de  X. 


(  -i:'  ) 

En  piquant  pour  réiémcnt  du  le  parallélépipède 
Jx  dy  dz,  on  a 

et,  cil  intégrant  par  rapport  à  la  variable x, 

=ffli^t-^i)'^{F,-F,)-^..,]dydz. 

Or,  si  l'on  désigne  par  ai,  a^,  a^^  04,  ...  les  valeurs 
de  a  aux  points  dont  les  abscisses  sont  Xi,  x^,  X3, 
X4,  ...,  et  par  J^i,  ^7,,  ^73,  da^^  ...  les  éléments 
superiiciels  en  ces  points,  qui  ont  pour  projection  dy  dz 
sur  le  plan  YOZ,  on  a  évidemment 

—  ai  dfs^  =  a«  d^t  =  —  a^  dfs^  =  a^  ^^4  =.,,,=  dy  dz. 

On  peut,  par  suite,  écrire 

=   /  [ajFjcfaj-hatFi  rf(T,-Ha4F4rfjv -+-...], 
c'esl-à-dîre,  conformément  à  l'énoncé, 

2.  Corollaire  I.  —  Si,  dans  la  relation  (1),  on  sup  • 
pose  F  =  I,  on  trouve 

(2)  I  ada  =  o. 

Donc,  r intégrale  1  ado'  étendue  à   tonte   la  surface 
d'un  espace  limité  est  égale  a  zéro. 
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3.  ConoLLAinE  IL  —  En  supposant  F  =  x,  il  vient 


(3)  Çdv=  faxdfs. 

Donc,  l' intégrale  j  ax  dfr  étendue  à  la  swfaced'an 
espace  limité  est  égale  au  volume  de  cet  espace, 

4,  Corollaire  III.  —  Soient  «,  A,  c  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  rëlëment  ^<x,  extérieure  au  vo- 
lume i',  et  F,  G,  H  des  fonctions  de  x^y^  z  finies,  con- 
tinues et  bien  déterminées  dans  Tétendue  du  volume  v\ 
on  a  les  trois  équations 

et,  par  suite,  en  ajoutant  membre  k  membre  (*), 

5.  Formule  de  Green.  —  Si  Ton  fait  dans  l'équa- 
tion (4) 


(•)  Cette  formule  est  fréquemment  utilisée  en  Physique  mathéma- 
tique; Laplace  s'en  est  servi,  le  premier,  dans  la  Théorie  de  la 
capillarité. 
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p  et  ^  étant  des  fonctions  de  (x,j',  z),  il  vient 


-M'È 


dx         dy 


L'expression 

rfa?*       dy'^        dz* 

a  été  appelée  par  Lamé  paramètre  différentiel  du  second 
ordre  de  la  fonction  cp;  nous  la  désignerons  par  A'^,  eu 
posant  symboliquement 

\^  —      —      —. 
~  dx^       dy^       dz'^ 

Quant  au  trinôme  qui  figure  dans  Tintégraledu  second 
membre,  on  peut  lui  assigner  une  signification  très 
simple.  En  efiet,  on  a,  en  général, 

Supposons  qu'à  partir  du  point  {x^j^  s)  de  la  sur- 
face ç',  et  sur  la  normale  extérieure  au  volume  v^^  on 
porte  une  longueur  infiniment  petite  dn  ;  les  projections 
de  cette  longueur  sur  les  axes  sont 

dx  =  a  dn,        dy  =  b  dn,        dz  =  c  dn, 

et  la  valeur  correspondante  de  d'f  est 

,        /do       .do         do\  j 

de  sorte  que  Ton  peut  écrire 

do      j  do         ^9  _  <^? 
dx         dy         dz  ~~  dn 
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rfîp  désignant  la  dérivée  de  la  fonction  ^suisfant  la  nor- 
male à  la  surface  <t. 
En  résumé,  si  Ton  pose 

—  rf*ïp        €/*o        d^^ 

(6)  1     \  =  ^^t^^^^^^, 
\  dx  dx       dy  dy       dz  dz 

dn  dx         dy  dz 

réquatioii  (5)  devient 

(7)  j  ç^  ^f:^  dv  -Jt-  I  y^  dv  :r=    l  p  ^  d^. 

Telle  est  la  formule  de  ti^oen  (*);  elle  exige  que  les 
quantités  p  ^,  P  ^  '  P  7/  soient  finies,  continues  et  bien 
déterminées  dans  le  volume  k^, 

6.  Modification  des  formules  dans  le  cas  oà  le  vo- 
lume Vf  renferme  des  infinis,  —  Supposons  que  la  fonc- 
tion F  de  la  formule  fondamentale  ait  une  valeur  infinie 
en  un  point  P(a,  p,  y),  dans  rintcrieur  du  volume  i'. 

Concevons  une  sphère  d'  de  rayon  infiniment  petit  z*^* 
décrite  du  point  P  comme  centre.  On  peut  appliquer  la 
formule  (i)  au  volume  compris  entre  les  surfaces  t  et  7^, 


(•)  Essai d* application  de  l'Analyse  mathématique  à  la  théorie 
de  l'Electricité  et  du  Magnétisme  (Nottingham,  1828),  réimprimé 
dans  le  Journal  de  Crelle  (i8ôo),  et  dans  rédition  des  Œuvres  de 
Grecn.  En  fait,  suivant  la  remarque  de  M.  Emile  Mathieu,  la  for- 
mule dite  de  Grecn  a  été  employée  dans  différents  cas  par  Fourier 
et  Poisson,  avant  la  publication  du  Mémoire  de  Green  Sur  l'Élec- 
tricité. Duhamel  et  Lamé  s'en  sont  servis,  postérieurement,  dans  des 
Reclierches  sur  la  distribution  de  la  température  dans  les  corps 
solides  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXII*  Cahier;  i833, 
p.  69  et  204  ). 
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en  étendant  â  ces  deux  surfaces  l'intégration  du  seeond 
membre.  Si  donc  on  désigne  par  o)  la  valeur  de  l'inté- 
grale I  aFda^y  relative  à  la  sphère  infiniment  petite, 

c'est-à-dire  la  limite  de  cette  intégrale  lorsque  r'  décroit 
indéfiniment,  la  formule  (i)  est  remplacée  par  la  sui- 
vante : 

et  Ton  aurait  une  somme  de  termes  (o,  si  la  fonction  F 
admettait  plusieurs  infinis  dans  le  volume  u. 

L.1  formule  (6)  éprouve  une  modification  analogue, 

lorsque  Tune  des  fonctions  p,  -^9  -^7  ^  devient  in- 
finie. 

7.  Premier  exemple,  —  Désignant  par  r  la  dislance 
du  point  variable  {x^j^  z)  k  un  point  fixe  P(a,  P,  y), 
de  sorte  que 

(9)  r«  =  (:r-a)*4.(7-p)«-(^-Y)'» 
et  posant 

(10)  ç  =  i, 

faisons  F  =  p'^  dans  la  formule  (i),  p  étant  une  fonction 
finie  dans  le  volume  v^. 

Si  le  point  P  est  hors  du  volume  i',  la  formule  (i)  est 
immédiatement  applicable^  mais,  si  ce  point  est  dans  ce 
volume,  la  formule  peut  se  trouver  modifiée,  la  fonction 
devenant  infinie  lorsque  Ton  attribue  h  x^j^  z  les  va- 
leurs a,  p, y. 

Considérons  l'intégrale 


'.  I  a  po  d^\ 


relative  à  la  sphère  t',  de  rayon  infiniment  petit  /•'. 
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Soit  K  la  valeur  de  p  au  point  P;  on  peut,  dans  l'inlé- 
gration.  remplacer  p  par  K,  et  Ton  a,  sur  la  sphère, 


?=r' 


Par  suite, 

(0  =  -7  /  a  d(s'f 

et  cette  valeur  se  réduit  à  zéro  (n"  2). 

La  formule  (1)  s'applique  donc,  quelle  que  soit  la  po- 
sition du  point  P,  de  sorte  que,  lorsque  la  fonction  9 
est  définie  par  les  formules  (9)  et  (10),  on  a,  dans  tous 
les  cas, 

(M)  fp^d.-^f^^d.=fap^d,. 

8.  Second  exemple.  —  Faisons  maintenant  o  =  - 
dans  la  formule  (7).  On  a  alors 


do           r  —  1 
dx=          r»     ' 

d^Q              1     _    3(j?  — a)» 

(la) 

dy               r*    ' 

d^o  _        I         3(r-?)« 

È-'-^' 

dz^             r»               r» 

Les  dérivées  secondes  satisfont  à  l'équation 

,  ^  ^     .  d^o       rf*  o       d^o 

et  les  dérivées  premières  donnent,  en  ayant  égard  à  la 
troisième  des  formules  (6), 


an  r*\r  r  f     I 

ou  bien,  en  désignant  par  e  Tangle  que  la  normale  en  uu 
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point  M  de  la  surface  t,  extérieure  au  volume  ^,  i'ait 
avec  le  vecteur  qui  joint  le  point  P  au  point  M, 

Cela  pose  et  admettant  que  la  fonction  p  reste  finie 
dans  le  volume  v^  deux  cas  se  présentent  : 

I**  P  est  extérieur  à  i^^  r  ne  devient  pas  nul  \  les  dé- 
rivées de  ?p  restent  finies  dans  le  volume  de  Vy  et  la  for- 
mule (7)  devient,  en  y  remplaçant,  d'après  la  rela- 
tion (i3),  Ay  par  zéro, 

(.5)  /Xrf.=/p^2rf,. 

a°  P  est  intérieur  à  i»;  on  doit  alors  ajouter  au  second 
membre  de  l'équation  (7)  l'intégrale 


'-=/p^''''' 


étendue  à  la  surface  d'une  sphère  décrite,  du  point  P 
comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment  petit  /^. 
On  a,  sur  cette  sphère, 

Ê  ==  ir,         cos£=  — I,         r  =  r\ 

et,  par  suite,  d'après  la  valeur  (14)9 

do  __    i 
cïn''  7*' 

On  peut  d'ailleurs,  dans  l'intégration,  remplacer  p 
par  la  valeur  K  de  cette  fonction  au  point  P;  il  en  ré- 
sulte 

mais  Tintégrale  /  d^^  représente  la  surface  totale  de  la 
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splièiT  y,  el  celle  surface  est  égale  à  4'^r^]  donc, 

de  sorte  que  réquatioii  (i5)  est  remplacée  par  la  sui- 
vante : 

(i6)  yXrfp=  rp^^c/(H-47tK. 

9.  En  particulier,  soît  p  =  i  ;  la  deuxième  formule  (6) 
donne  ).  =  o,  et  en  remplaçant -r^  par  sa  valeur  (i4) 
dans  les  équations  (i;>)  et  (i6),  ou  a  ce  théorème  : 


L'intéffrale 


/cose   , 


étendue  à  toute  la  surface  d'un  espace  limité,  est  nullcj 
ou  égale  à  4"^,  suivant  que  l' origine  P  du  vecteur  r  est 
extérieure  ou  intérieure  à  cet  espace. 

II.  —  Théorème  de  Poisson* 

10.  Composantes  de  V attraction.  —  Imaginons  un 
espace  Hmilé  rempli  d'une  malière  continue  et  attiraut 
un  poinl  matériel  P.  Soît  M  un  point  quelconque  de  cet 
espace;  désignons  par 

a,  p,  Y  les  coordonnées  du  point  P; 

X,  y^  z  les  coordonnées  du  point  M; 

p  la  densité  au  point  M; 

dv  un  élément  de  volume  renfermant  le  poinl  M; 

m  la  masse  du  point  P; 

7'  la  distance  du  point  P  au  point  M. 

La  masse  de  réléinent  dv  est  p  f/^',  et  la  force  attrac- 
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tîve  agissant  sur  le  point  P  est,  d'après  la  loi  de  JNewton, 

f  désignant  une   constante.  Les  composantes  de  cette 
force  sont 

^mp(T—  i3L)dv         ^mp(y  —  ^)dv        ^mû(z  —  y)dv 
J ^ '     / -jr% '     / yt 

et  Ton  a,  par  suite,  pour  les  composantes  de  Tatiraction 
totale  exercée  sur  le  point  P, 


■-ï>d., 


les  intégrations  s'étendant  à  tous  les  éléments  ^^du  vo- 
lume attirant.    Dans  ces  sommations,  la  densité  p  est 
constante,  ou  fonction  de  (x,  J"^  ^)  suivant  que  la  masse 
comprise  dans  ce  volume  est  ou  n'est  pas  homogène. 
Les  expressions  de  ces  composantes  s'écrivent 

/mX,    fniYj    fmZj 
en  posant 

(   -/^-^.-^- 

41.  Fonction  potentielle.  —  Green  a  donné  le  nom 
àe Jonction  potentielle  h  l'intégrale 

(i8)  ''^/r^^^'' 
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étendue,  comme  les  précédentes,  au  volume  entier  delà 
masse  attirante. 

Le  calcul  des  trois  intégrales  (ly)  se  réduit,  comme 
on  le  verra  plus  loin,  à  celui  de  la  fonction  potentielle. 

12.  Les  composantes  X,  Y,  Z  et  la  fonction  poten- 
tielle M,  variant  avec  la  position  du  point  P,  sont  des 
fonctions  de  (a,  ^,  y).  Les  valeurs  de  ces  fonctions  sont 
toujours  finies  et  déterminées  ;  car,  si  Ton  exprime  Télé- 
ment  de  volume  di'  en  coordonnées  polaires  (r,  8,  i) 
ayant  pour  origine  le  point  P,  on  a 

di>  =  r*  sîn  ^  dr  d^  d^ 
et,  par  suite, 

X=  f  f  r  p'^^^  $in^  dr  dd  d^, 
Y=  fffp^^^sin^drd^d^, 
Z=  r  f  fp^-^sinddrdfid^, 
u—  I  I  I  p  r  slnîi  dr  c^  d^. 

Les  quantités  -> -^  ■*->  étant  les  cosinus 

1  r  r  r 

directeurs  du  vecteur  PM,  ont  une  valeur  numérique 

moindre  que  i .  Donc,  les  intégrales  dont  il  s'agit  n'ont 

pas  d'éléments  infinis,  et  la  valeur  de  chacune  d'elles 

reste  finie  et  déterminée. 

13.  Dévidées  premières  de  la  fonction  potentielle. 
—  Prenons  la  dérivée  de  u  par  rapport  à  a^  en  différen- 

tiant  sous  le  signe  /  ,  ou  a 


du 
di 


-/4*=-/^.^r'- 
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d'ailleurs,  de  la  relation 

r«=(x-a)«H-(7-P)«  +  (^-Y)'» 
on  tire 

dr  ^       X  —  a 

doL  r 

Il  on  résulte 

dsL       J  r» 

de  sorte  que  l'on  a 

/,«\  ^"       V  du  du       „ 

^'»>  S=^'         ^=^'  5^=^' 

ce  qui  établit  que  X,  Y,  Z  5o/i^  /«j  dérivées  partielles 
de  la  fonction  potentielle, 

14.  Dérivées  secondes  de  la  fonction  potentielle.  — 
Des    relations  (19)  on   tire,   en  difTérentiant   sous  le 

signe  /  les  intégrales  (17), 

dUi        r    r3(^-Y)«        il   , 

Si  le  point  P  est  extérieur  à  i^,  les  éléments  de  ces 
intégrales  ne  deviennent  pas  infinis,  et  elles  ont  par 
conséquent  des  valeurs  finies  et  déterminées.  En  les 
ajoutant,  on  a  l'équation  de  Laplace  (*) 

d^u       d^u       d^u  _ 


(')  Théorie  de  la  figure  des  corps  célestes  {uMeca nique  céleste, 
Liv.  II,  |il). 
Ann,  de  Afathemat.,  3-  série,  t.  VI  (Octobre  1887).  3:î 
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15.  Si  le  point  P  est  intérieur  à  ^,  on  voit  que, 
malgré  la  transformation  en  coordonnées  polaires,  la 
fonction  à  intégrer  pour  calculer  Tune  des  dérivées 
secondes  devient  encore  infinie,  parce  que  r  reste  au  dé- 
nominateur. Sans  entrer  dans  des  détails  sur  la  nature 
de  ces  intégrales,  qui  ont  des  éléments  infinis,  nous 
abandonnerons  c^es  expressions  comme  impropres  à  la 
détermination  des  dérivées  secondes,  et  nous  opérerons 
cette  détermination  d'une  autre  manière. 

16.  Remarquons  d'abord  que,  la  valeur  de  r  étant  dé- 
terminée par  la  relation 

•     ,..=:(a:-a)îH-(^--p)2-h(5-Y)'» 
si  Ton  pose,  comme  précédemment, 

I 

o  =  -, 
r 

les  dérivées  de  cp  par  rapport  à  (a,  jâ,  y)  sont  respective- 
ment égales  aux  dérivées  de  la  même  fonction  par  rap- 
port à  (x,  r,  z)  prises  avec  le  signe  contraire 

do  _       do  <^?  _       ^?  ^?  _       «^? 

da  ~~       dx  d^  dy  d^  ~       dz 

Cela  posé,  la  fonction  potentielle  étant  mise  sous  la 
forme 

//  =   /  pcp  di>j 
«.' 

on  a,  en  prenant  sa  dérivée  par  rapport  à  a, 

du        r    do  ,  C    do  j 

mais,  d'après  la  formule  (i  0  du  n**  7,  on  a,  quelle  que 
soit  la  position  du  point  P, 
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On  peut  donc  écrire 


du 
dz 


-f?^<^^-f^P^d., 


En  prenant  encore  une  fois  la  dérivée  par  rapport  à  a, 
il  vient 

d^u       r^©  rfp  ,       r     dz>  , 


Enfin,  en  remplaçant  -^  par  —  ^'->  on  obtient  la  pre- 
mière des  expressions  suivantes,  les  deux  autres  s'en  dé- 
duisant par  de  simples  permutations  de  lettres, 

1  d^u  r  dp  do  ■  r .     do    . 

•^  J    t/p«  J    dy  dy  J      ^  dy 

\  d^u  r  dp    do    ,  r       do   , 

En    ajoutant  et  en   posant,    comme   précédemment 

^n"î>), 

^  _  dp   do       dp    do    ^    dp  d^ 
~  dx  dx       dy  dy       dz  dz 
do 


do 
dn  " 

do 

dy 

d^u 
d9> 

dUi 

-^  d^^  '^ 

d^ii 

d^^  - 

-/ 

'•;/. 


il  vient 

,   ^  d^u       d^u       d^ii  r.    ,        r    d"^  J 

Cela  posé,  si  le  point  P  est  extérieur  au  volume  *»,  il 
résulte  de  l'équation  (i5)  du  n**8  que  le  second  membre 
de  l'équation  (20)  se  réduit  à  zéro,  et  Ton  retrouve  ainsi 
Téquation  de  Laplace. 

Si  le  point  P  est  inlérîeur  au  volume  v^,  il  résulte  de 
Téquation  (16)  du  a®  8  que  le  second  membre  de  Téqûa- 
tion  (ao)  est  égal  à  —  4*^1^-  K  désignant  la  valeur  de  p 
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au  point  P,  dont  les  coordonnées  sont  (a,  pi  y).  Donc, 
lorsque  ce  point  est  dans  le  volume  ç^,  la  fonction  poten- 
tielle satisfait  à  Téquation  de  Poisson 

,     .  d^u       d^u       d^u  ,    -. 

17.  Corollaire.  —  Nous  donnerons  eniin  la  démon- 
stration d'un  théorème  établi  par  Gauss  et  par  Chasles 
dans  leurs  rcclierches  sur  l'attraction  des  corps  (*).  Ce 
théorème,  souvent  utilisé  dans  la  théorie  de  l'électricité, 
s'énonce  comme  il  suit  : 

Si  u  est  la  fonction  potentielle  rie  masses,  les  unes 
intérieures j  les  autres  extérieures  à  une  surface 
fermée  u^  on  a 


f 


^rfj=— 47cM, 


Vintégrale  s' étendant  à  toute  la  surface  o",  et  M  étant 
la  somme  des  masses  qui  sont  intérieures  à  cette  sur- 
face. 

En  effet,  si  dans  la  formule  (7)  du  n"  5,  où  p  et  o  sont 
des  fonctions  quelconques,  on  remplace  p  par  i  et  0 
par  u,  il  vient 

Or,  d'après  l'équation  de  Poisson,  on  a,  pour  un  point 


(*)  Chasles,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  VIII,  p.  209,  et  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps 
pour  l'année  \8^\3. 

Gauss,  Mémoire  déjà  cité  {Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées  y  t.  VII,  p.  aoî  et  suivantes). 

Sturm,  Note  sur  un  Mémoire  de  M.  Chasles  {Journal  de  Mathé- 
matiques pitres  et  appliquées,  t.  lit,  p.  .'>ii). 
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quelconque,  en  désignant  par  K  la  densité  en  ce  point, 

Al/  =—  4irK. 

11  en  résulte,  conformément  à  Ténoncé, 

et  Ton  doit  se  rappeler  que,  dans  cetle  formule,  la  dé- 
rivée --T-  est  prise,  eu  un  point  de  la  surface  t,  suivant 

la  normale  en  ce  point  extérieure  au  volume  limité  par 
la  surface. 


SUR  LES  DÉYELOPPEMENTS  E!V  SÉRIES  DES  FONCTIONS 
RATIOXmiES; 

Par  m.  Cii.  BIEHLER. 


1.  Nous  allons,  dauscequi  suit,  donner  une  démons- 
tration élémentaire  du  théorème  de  Cauchy  sur  le  déve- 
loppement en  série  d'une  fonction,  en  nous  bornant  au 
cas  où  la  fonction  est  algébrique  et  rationnelle.  Nous 
établirons  qu'une  fonction  algébrique  rationnelle  de  x  . 
est  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  croissantes  de  la  variable  pour  toute  valeur 
de  X  dont  le  module  est  inférieur  k  celui  de  la  plus  petite 
valeur  de  la  variable  pour  laquelle  la  fonction  devient 
infinie;  la  fonction  n^est  plus  développable  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  x  si  le  module  de  la  variable 
dépasse  cette  valeur. 

"i.   Nous  allons  démontrer  d^abord  le   théorème  dans 
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le  cas  simple  où  la  foiiclioii  est  de  la  forme On  a 

identiquement 


■(-a 


H' 


X  X^  X'*' 

a       a*  a'* 


afl+i 


(■-â 


supposons  le  module  de  —  inférieur  à  Tunité,  la  série  ob- 
tenue sera  convergente  ;  il  suffit,  pour  montrer  qu'il  en 
est  ainsi,  de  faire  voir  que  le  module  du  terme  complé- 

mentaire ^^  a  pour  limite  zéro  quand  n  aug- 

mente  indéfiniment. 

On  a,  en  effet,  en  désignant  par  p  le  module  de  -» 

mod ' —  < • 


rt«+i 


(-=) 


-P' 


p  étant  plus  petit  que  l'unité,  p""^*  a  pour  limite  zéro, 
par  suite  aussi  mod ^  a  pour  limite  zéro  ei 

la  série  est  convergente. 

Si  le  module  -  est  plus  grand  que  i ,  le  module  de  la 
partie  complémentaire  augmente  indéfiniment,  car 

mod        , >  J- * 

Or  la  fraction  -——;  augmente  indéfiniment  avec  n\  la 
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série 


X           ^2 

^« 

,  _| 1 -f- .  . 

-f-  — 

a       rt* 

a'» 

est  donc  divergente  ^  il  en  est  de  même  quand  p  =  i . 

Remarquons  que,  si  p<^i,  la  série  des  modules  des 
divers  termes  de  la  suite  précédente  est  une  série  conver- 
gente, car  c'est  une  progression  géométrique  dont  la  rai- 
son est  moindre  que  l'unité. 

3.   Proposons-nous  maintenant  de  développer  en  série 

' — -,  a  étant  un  nombre  entier. 

A  cet  effet,  considérons  ridenlîté 


Prenons  les  dérivées  d'ordre  a  —  i  des  deux  membres,  il 
viendra 

(a-i)î        ,  ,,        a!  (a-M)î    , 

(a-H/i  — i)!  ,      ^(z) 

•4- 1-       -  -  z»- -\- Z»'^^       -       ^ 


ou  bien 


(1  — 5)«                                            I.'2 

a(a-i-  i)...(a-h  n — 

0.„    .         ^J'^-i^Cz) 

-          (^_,)î(,_^)a 

Dans  cette  formule  ^(^)  désigne  un  polynôme  de 
degré  (a— r  i)  dont  les  coefficients  ne  renferment  n  qu'à 
la  puissance  a  —  i  au  plus.  Le  second  membre  repré- 
sente le  quotient  de  I  par  (i  —  z)«  ordonné  suivant  les 

puissances  croissantes  de  z  et ; — -^ —  est  la  par- 

^  ^  (a-  i)!(i  —  -3)'^  ' 

tîe  complémentaire. 
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En  remplaçant  z  par  -%  on  obtient 

(-_i)«aa 


a(a 


■^ ;n \i) 

jVous  allons  démontrer  que,  si  le  module  de  -  est  infé- 
rieur à  Tunité,  la  série 

^  a(«-i-i)...(«+n  — i)  /ar\« 


est  convergente  et  représente ^« 

Pour  le  faire  voir,  il  suffit  de  montrer  que   le  terme 
complémentaire 


(gr*(i 


-K-a)' 


(« 


a  pour  limite  zéro. 

Nous  allons  montrer  pour  cela  que  son  module  peut 
devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée.  Soit  p  le 


module  de  -  • 
a 

Le  module  de  ^  (  -  j  est 


<(/i4-a)x-»[(i-hp)«-»  +  ;i(n-p)«-«-f-...4-pa-'] 
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OU 


mod* ^-^  <  (n  -+-  a)«-«  - 


H-p)«-l. 


il  suflit)  pour  le  voir,  de  former  l'expression  de  ^  (  -  j  • 

Le  module  du  terme  complémentaire  est  donc  moindre 
que 

le  facteur  r-^ — f ,  ^  "'  ^  est  fini  et  p^(n  ■+•  a)»*"*  a  pour 

limite  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  p  étant 
plus  petit  que  i*,  le  terme  complémentaire  a  donc  pour 
limite  zéro  et  la  série  (2)  est  convergente. 

Remarquons  que  la  série  des  modules  des  termes  de  la 
série  (2)  est  aussi  convergente.  On  a  en  effet 

f  a(a-f-i)    , 

—  =i-f-aû4-  _i ip«-i-... 

(I  — p)«  ^  1.2      '^ 

afa-h  i).  ..(a -H  n  —  î)  p'«-^*4»(p) 

Le  terme  ; — ^  ,, ,  "^  ,^  a  pour  limite  zéro:  car  on  a, 
comme  précédemment, 

*(p)  <  (/i  H-  a)«->  [(1  -h  p)»"*  -h  p(i  -h  p)»-*-h. .  .H-  p»-»  1 
et  par  suite 

pn+H|,(p)  p/»(/l  4- a)«-*r(t  H- p)«—t], 

(«_,)!(,_p)a<  (a-|)î(,-p)a 

le  deuxième  membre  a  pour  limite  zéro. 

Supposons  maintenant  que  le  module  p  de  -  soit  su- 
périeur à  un  ou  égal  à  un.  Si  p  ^  i ,  le  terme  complémen- 
taire augmente  au  delà  de  toute  limite.   En  effet,  son 
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module  est  plus  grand  que 

p'»^»  mod*(  -  ) 
Or 

*(h)  =('*  +  «)('*-+-«-0...(«-+-a)^i- ^j       (i-4-e.); 

Bn  ayant  pour  limite  zéro  quand  n  augmente  indéGni- 
ment,  le  module  de  ^  l-j  augmente  donc  indéfiniment 

avec  n\  par  suite  .  _  . ,  . — ^\%  ^tigmente  aussi  indéfi- 
niment avec  71  :  la  série  (a)  est  donc  divergente  quand 
mod(î)>.. 

4.  Considérons   maintenant  la  fonction  rationnelle 
py-^  où  F(x)  est  un  polynôme  quelconque 

F(x)  =  (:r  —  af(a;  -  b)^(x  -  /)^; 

il  est  bien  évident  que,  si  „  est  développable  en  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X,  'pA— ^  Test  également;  si  la  série  de  ^^r^ — r  est  diver- 

f(x) 
£^ente,  celle  de  irr—i  Test  aussi. 
F(.r) 

Je  suppose 


mod 


g)<,,  mod(|)<i,  ...,  mod(:j)<i. 


Développons -,  -      j,  •••,  r  suivant  les 

puissances  ascendantes  de  x  par  la  formule  précédeulf 


(49>  ) 


et  soient 


1 

1 

1 

=  A, 
=  B„ 

+  A'„, 

{X- 

.6)P 

A/t,  B;,, . . . ,  Lw  étant  rc^nsemble  formé  par  les/ï  -f-  i  pre- 
miers termes  du  développement  de  chacune  des  fonctions 
et  AJ,,  B),,  . . .,  L'^  les  termes  complémentaires  respec- 
tifs. 

Faisons  le  produit  de  ces  égalités  membre  à  membre  : 
il  viendra 

p— -  =A;|B„. .  .L„-i-. .  .-hA'^jB^. .  .L^. 

A)„  B),,  . . . ,  h\^  renferment  en  facteur  la  puissance 

/i-f-i  de^,  !•..,  j;  soitA;,B;,...L«=/„(x)-f-<p„(a:), 

fn  (x)  étant  la  fonction  entière  de  degré  n  renfermée 
dans  le  produit  A/iB». . .  L;,  et  Ç/i(x)  un  polynôme  dont 

tous  les  termes  renferment  en  facteur  des  quantités  -> 
j-9  -  *  -  '  7  dont  le  nombre  est  égal  kn-h  i  au  moins. 
On  aura 

Je  vais  démontrer  que  R;,  a  pour  limite  zéro,  quand 
n  augmente  indéfiniment.  On  a 

R„  =  ç>(:r)^-A'«B„...L„4-...-+-A;.B;...L;,. 
Soit  p  le  module  de  la  plus  grande  des  quantités  -y  X'  *"' 


(49^ 

-j;  p  est  moindre  que  i.  Chaduue  des  expressions  qui 

figurent  dans  R»  renferme  en  facteur  un  produit  de  la 
forme 

Le  module  de  Rn  est  d'ailleurs  moindre  que  la  somme 
des  modules  des  termes  qui  composent  R^.  Considérons 
d'abord  le  module  de  f/i(ar).  Ce  module  est  moindre 
que  p""***  multiplie  par  p  fois  la  somme  des  modules  des 
termes  qui  composent  le  produit  A„Bn  . . .  L„^p  éuut 
le  nombre  des  quantités  A^,,  B/,, . . . ,  L^z*,  la  somome  des 
modules  des  termes  de  chacune  des  quantités  A^j,  B»  est 
une  quantité  finie;  leur  produit  est  donc  une  quantité 
finie  :  par  suite  le  module  de  ç„  (x)  est  de  la  forme  p'*'*'*  A, 
A  étant  un  nombre  fini. 

Il  en  est  de  même  de  chacun  des  termes  qui  composent 
R».  Ils  renferment  tous  en  facteur  un  terme  accentué 
dont  le  module  a  pour  limite  zéro;  par  suite,  comme  ces 
termes  sont  en  nombre  fini,  la  somme  de  leurs  modules 
a  pour  limite  zéro;  le  module  de  R/i  a  donc  aussi  j)Our 
limite  zéro. 

La  fonction  =-r-7  est  donc  développable  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de 
X  pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module  est  inférieur 
au  module  de  la  plus  petite  des  quantités  a,  &,...,  ^^  et 
y)i(x)  représente  avec  autant  d'approximation  que  l'on 

veut  la  fonction  bt— :• 

t(x) 
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US  GtORMNNBBS  PARALLELES  DE  POINTS; 

Par  m.  Maurice  d'OGAGNE. 


1.  Soient,  pris  dans  un  plan,  deux  axes  Ap  et  B^ 
perpendiculaires  à  la  droite  AB.  Les  droites  AP  et  BP 


p 

y 

9 

V 

s 

\ 
\ 

V 

A 

0 

ft 

B 

» 

coupant  respectivement  B<7  et  A/7  aux  points  V  et  U, 
nous  poserons,  en  tenant  compte  des  signes. 


AU  ' 


^=BV' 


et  nous  dirons  que  p  et  if  sont  les  coordonnées  parai- 
le  les  du  point  P. 

En  considérant,  comme  nous  Tavons  fait  dans  un 
précédent  travail  (*),  les  coordonnées  parallèles  de 
droites  (AV  et  BV)  comme  corrélatives  des  coordonnées 
cartésiennes,  on  voit  que  les  coordonnées  parallèles  de 
points  correspondent  exactement  aux  coordonnées  pltic- 
kériennes  de  droites. 


(•)  Voir  Nouvelles  Annales,  p.  no;  ifiRf» 


(^94  ) 

2.  Par  le  milieu  O  de  AB  élevons  à  cette  droite,  prise 
pour  axe  Ox,  la  perpendiculaire  Oj^,  et  convenons  de 
prendre  le  segment  OB  pour  unité  de  longueur. 

On  voit  alors  immédiatement  que 


(«) 

I  —  JO 

7  = 

1-4- J- 

'^y 

d'où 

(a) 

..-<^-'\ 

r  =  • 

I 

q-^p  -         q^p 

Donc,  les  équations  dune  même  courbe  en  x  e^   y 
d'une  part,  et  p  et  q  de  l'autre^  sont  du  même  cJ^^^^A 

3.  Étudions  d'abord  les  particularités  qu'oiïre  I*éc|ua- 

tion  de  la  droite. 

L'équation 

ap  -^  bq  -h  c  =  Oy 

transformée  au  moyen  des  formules  (i),  devient 

(b  —  a)x-k-  2cr'-+-  (a-h  b)  =  o. 

De  là  ces  conséquences  : 

Si  a  H-  è  =  o,  la  droite  passe  par  O  ; 
Si  a  =  o,  la  droite  passe  par  A  ; 
Si  i  =  o,  la  droite  passe  par  B^ 
Si  a  =  i,  la  droite  est  parallèle  à  Ox  ; 
Si  c  =  o,  la  droite  est  parallèle  à  Ojr. 

L'abscisse  à  Torigine  a  pour  expression 

v  —  îLil/' 

On  tire  de  là 

X-w_  a 
\  —  I  "  /> 


(  49^  ) 
ou,  si  M  est  le  |K)inl  où  la  droite  eoupe  Taxe  AB, 

MA       a 

''>  MB  =  r 

4.  Voici  une  première  application  de  cette  for- 
mule (3), 

Soient  P|  PtPa  un  triangle,  A  et  B  deux  points,  j}ris 
d'une  manière  quelconque  dans  son  plan.  Les  côtés 
Pi  P2,  P2P3Î  PsPi  de  ce  triangle  coupent  la  droite  AB 
en  des  points  M3,  M»,  M 2  dont  les  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  points  A  et  ^sont  M3,  M',  •  Mj. 
Les  droites  PiM',,  P2M!,  et  P3M!,  concourent  en  un 
même  point. 

Prenons,  par  les  points  A  et  B,  des  axes  Ap  eiBq 
perpendiculaires  à  AB,  et  soient,  pour  ces  axes  paral- 
lèles, (pi,*^i),  {ptj  ^2)1  (pi-i  ys)  les  coordonnées  des 
points  P|,  P2,  Pj. 

L'équation  de  la  droite  P1P2  peut  évidemment 
s'écrire 


(p  —Pi  Hgi  —  çO  —  ii-Çi  )(Pi  —Pi 

)  =  o, 

Donc,  d'après  la  formule  (3), 

M3B  _       qi  —  qi 
M3B           Pi  — Pi 
Par  suite, 

m;  a  _  ^,  —  ry, 

M3  B       />,  —/>, 
et  l'équation  de  la  droite  P3M3  est 

(/?  — /'3)(7î  —  7i  ) -^  (^  —  <73)(Ps  - /'i )  =  « 
ou 

piqt  —  <7i  >  -^-  ç(Pi  ~/>0  ^  ;>3(7î  —  7O  -+-  ^^(Pi  —  Pi  '• 


(  496  ) 
De  môme  les  équations  de  P2M2  et  de  P|M',  sont 

P{qx  —  9i)  -^  Ç(Pi  —Pi)  =Pi(Çi  -  9i)  -^  ÇtiPt  —/'»), 

piçi  —  Ci)  -+-  qipz  —Pi)=pi(Çi  —  çt)  -^  qdpi  — z't)- 

Faisaiit  la  somme  do  ces  trois  dernières  équations, 
on  obtient  une  identité,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

5.  Reprenant  les  équations  du  n*'  3,  nous  voyons  que 
le  coeflQcient  angulaire  m  de  la  droite 

a/?  -+-  6y  -h  c  =  o 
est  donnée  par 

(4)  m  = 

La    condition  de  parallélisme  de   deux  droites  est 

donc 

a--b  _  a'-b' 
c      '^      c'     ' 

la  condition  de  perpendictdarité 

{a-^b){a'-b^)  _      ,. 
4cc'  ~      '' 

et  l'angle  V  de  deux  droites  est  donné  par 

d{a  —  b)~-c(a'^b') 


(5)  tangV  = 


4cc'-4-(a— 6)(a'— 6') 


6.  Cherchons   encore,  en  coordonnées  parallèles  de 
points,  la  distance  du  point  (P,  Q)  à  la  droite 

ap  -Jrbq  -^c  =  0, 

En  coordonnées  cartésiennes,  on  a  pour  le  point 


X  = 

(^-F 

Y-       '      . 

"Q  +  P' 

^       Q  +  P^ 

et 

pour 

la  droite 

(b- 

a)x->r  o.cy 

H-  (a-i-  ô)  =  o. 
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QUAI   DF.S  GRANDS-AUGUSTINS,    55 ,   A    PARIS. 

COMBEROUSSE  (Charles  de),  Inj^énieur  civil,  Professeur  au  Consorvalairo 
national  des  Arts  et  Métiers  ol  à  l'École  Centrale  des  Arts  et  Maniifaclures. 
ancien  Président  du  Jury  d'admission  à  la  même  Écde,  ancien  Pnifes- 
geur  do  Mathématiques  spéciales  au  Collèiîc  Chaptal.  —  Cours  de  Mathé- 
matiques, à  l'usage  des  Candidats  à  l'École  Polytechnique,  à  rÉco't> 
Normale  supérieure  et  à  l'École  centrale  des  Arts  el  Manufactures. 
6  volumes  in-8,  avec  figures  dans  le  texte. 

Chaque  Volume  se  vend  séparément  : 

ToMK  \",  — Arithmétique  et  Jl^èbre  élémentaire  (avec  38  figures  daiir^ 
le  texte).  3*  édition;   1884 lo  fr. 

On  vend  séparément  : 

Arithiucliqiic /»  fr. 

Al{;èbr6  élémentaire , 6  fr. 

Tome  1!.  —  Géométrie  élémentaire,  plane  et  dans  l'espace.  —  Tri^nri'h' 
métrie  rectiligne  et  sphérique  (avec  499  figures  dans  le  texte).  a^é^Ji- 
tion;  1882 12  îr. 

On  vend  séparément  : 
Géomctrie  étémentairo,  plane  et  dans  Tespnct*.     7  fr. 
Trijïononiéliio  rectiligne  et  ftphefiquc,  suivie  de 
Tables  des  valeurs  des  lignes  trigononiétriqucs 
naturelles 5  fr. 

Tome  III.  —  Algèbre  supérieure,  V  Partie  :  daupléments  d'Alsvhrr 
élémentaire  {Déterminants,  fractions  continues,  etc.). —  Combinai' 
sons.  —  Séries.  —  Etude  des  Fonctions,  —  Dérivées  et  Différentielles, 
o*  édition;  1887 i5  fr. 

Tome  IV.  —  Algèbre  supérieure.  11*  Partie  :  Etude  des  Imagina ire,^ . 
Théorie  générale  des  Equations.  2"  édition. . , {Sous  presse.  » 

To.\iE  V.  —  Géométrie  analytique,  plane  et  dans  l'espace.  Eléments  de 
Géométrie  descriptii>e,  a*  édition {Sous  presse^ 

Tome  VI. —  Éléments  de  Géométrie  supérieure.  Notions  sur  la  résohuir*n 
des  problèmes,  a*  édition (  En  préparation .  \ 

AOUCHÉ  (Eugène) 7  Professeur  à  TÉcoIe  Centrale,  Examinateur  de  sortie  a 
l'École  Polytechnique,  etc.,  et  COMBEROUSSE  (Charles  de),  Professeur 
à  l'École  Centrale  et  au  Conservatoire  des  Art»  et  Métiers,  etc.  —  Traité 
de  Géométrie^  conforme  aux  Programmes  officiels,  renfermant  un  trè>i 
grand  nombre  d'Exercices  et  plusieurs  Appendices  consacrés  à  Texposition 
ries  PniNCiPALES  méthodes  de  \.k  Géométrie  moderne.  5*  ^ition,  revuf 
et  notablement  augmentée.  In-8  de  XLix-966  pages,  avec  616  figures  dans 
le  texte,  et  1095  questions  proposées;  i883 16  fr. 

Prix  de  chaque  Partie  : 

P®  Partie.  —  Géomctrie  plane 7  fr . 

II*  Partïe.    —     Géométrie    de    i* espace;    Courbes    et    surfaces 

usuelles 9  fr. 

(!el  Ouvra[jc,  si  complet,  dont  le  siicrt's  crorstitint  n'a  clé,  pour  MM.  Rouetic  ot 
»le  Comberotjssi»,  qu'un  encouragpinent  à  mieux  faire,  est  conforme  aux  deriii»'r-. 
Programmes  ofliciels.  II  renferme  un  1res  graïul  nombre  d'Exercices  et  de  Qtie...— 
lions  proposées,  classes  par  pai*a{»niphes.  Mais  le  caractère  distînctif  qui  lai  tloiiup 
toute  sa  valeur  consiste  dans  les  Appkndicks  consacrés  à  rexposîlxon,  k  la  loi', 
concise  et  approfondie,  des  principales^  IVIétiiodes  de  la  Géométrie mod^rnr.  C't*.t 
là  un  véritable  service  rciidn  à  la  vuîiîarfsation  de  ces  ML'lhodes.  Comme  l'a  .ht 
M.  Chasles,  eu  présentant  la  première  édition  de  ce  Traité  à  l'Aeadcniip  d.  s 
Sciences  :  «  il  parait  satislaîrc  anx  bcsmn»  r«-els  de  renscijrnement  en  Framre  •> . 
Depuis,  les  Auteurs  n'ont  rien  né(;Iigé  pour  mériter  de  plu»  en  plus  cet  éloge.  H*» 
hombrcnses  traductions  ont  prouvé  qu'en  eu  jugeait  ainsi  à  l'étranger. 


La  distance  d  clierehéc  est  donc 
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a(oP-i-6Q-4-c) 


(6)  rf  = 


(P  -h  Q)  /(6-a)«H-4c« 


7.  L'équation  générale  des  coniques,  dans  ce  système 
de  coordonnées,  est  (n°  2)  l'équation  complète  du  se- 
cond degré 

ap*  -h  ibpq  -^cq^-^^dp  -h  ae^  -+-/=  o. 

Si,  à  l'aide  des  formules  (i),  on  passe  aux  coordonnées 
cartésiennes,  et  que  l'on  représente  par 

Aar«-i-aBTjH-  G^«-4-  aDar-h  aEj-h  F  =  o 

l'équation  à  laquelle  on  parvient,  on  a 

(7)  "* 

I    u  =s ,  Y^  —    ,  1^  =  ► , 

14  a  a 

ou 

(a  =  A  — aD-4-F,  6  =  F  — A,       c  =  A-+-aD-HF 

^^     M  =  E  — B,  c  =  B-+-E,       /=C. 

Ces  formules  suffisent  à  déduire  toute  la  théorie  des 
coniques  en  coordonnées  parallèles  de  points  de  la  théo- 
rie en  coordonnées  cartésiennes. 

Ainsi,  suivant  que  la  quantité 

(g  — rf)«_(a  — a6-4-c)/ 

est  positive,  nulle  ou  négative,  la  conique  est  une  hy- 
perbole, une  parabole  ou  une  ellipse. 

Ann.  de  Mathémat,^  3*  série,  t.  VI.  (Novembre  1887.)        ^^ 


(498) 
Si  Ton  a,  À  la  fois, 

a  —  2  6  -4-  c  =  4/,         d  =  e, 

la  conique  ost  un  cercle^  c'est  une  hyperbole  équilatére 
si 

a  —  a6  -h  c  -h  4/=  o, 

8.  Aux  formes 

pq  =  k,         q^  -h/)«  =  k,         q*  —p*  =  k 
répondent  les  équations  cartésiennes 

rr'  -^  4  ky^  =  1 ,         2  ky*  —  a?'  =  i ,         ky^  -+-  x  =  o. 

La  première  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
selon  que  k  est  positif  ou  négatif.  Les  points  A  et  B  sont 
des  sommets  de  la  courbe  et  Ox  et  O^  en  sont  les  axes. 

La  deuxième  repiésentc  une  hyperbole  ayant  Oj 
pour  axe  transverse  et  Ox  pour  axe  non  transverse; 
en  outre,  A  et  B  sont  les  sommets  de  Yhjperbole  corn- 
pléînentaire ,  Enfin  la  dernière  représente  une  parabole 
ayant  la  droite  Ox  pour  axe,  et  le  point  Opour  sommet. 

9.  L'équation  de  la  tangente  au  point  (/7|,  ^i)  sera 

(9)  iP  '-Pi)dqi  =  {q  —  qi)  dpi. 

Si  Téquation  de  la  courbe  est  F(/;,  ^)  =  o,  l'équa- 
tion (12)  peut  s'écrire 

(10)  (p  -pi)Fp^  -H  (^  -  qiWq,  =  o. 

Donc,  d'après  (3),  si  M  est  le  point  où  la  tangente 
coupe  l'axe  AB,  on  a 

(I.)  M^^Fk. 

^    '  MB       F' 

L'équation  de  la  polaire  du  point  (/>o  qt^  r<  )  est 
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r  et  r,  étant  Introduits  pour  l'hoinogénëité.  Le  centre, 
pèle  de  la  droite  de  l'infini,  est  donc  donné  par  les  rela- 
tions 

10.  Tout  point  à  riiiiini  ayant  évidemment  ses  coor- 
données p  et  g  égales  et  de  signes  contraires,  on  aura 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la  droite  de 
Tinfini,  à  l'aide  des  deux  relations 

Il  n  y  aura  qu'à  porter  les  systèmes  de  valeurs,  pi  et 
^1,  de  p  et  de  ^,  satisfaisant  simultanément  à  ces  deux 
équations,  dans  l'équation  (9)  de  la  tangente,  pour 
obtenir  les  équations  des  asymptotes.  Si  (^1,  ^1)  est  une 
solution  double,  triple,  etc.,  de  ce  système  d'équations, 
l'asymptote  correspondante  a  un  contact  double, 
triple,  etc.,  à  l'infini  avec  la  courbe  considérée. 

Si  l'équation  de  la  courbe  est  de  degré  n  et  que  le 
système  précédent  n'admette  que  n  —  A*  systèmes  de 
solutions  finies  communes,  c'est  qu'il  y  a  A  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  AB.  Il  est  facile  de  déterminer  ces 
asymptotes.  En  cdet,  l'équation  de  toute  droite  parallèle 
à  AB  est  de  la  forme 

Eliminant  q  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe, 
on  obtient  une  équation  généralement  de  degré  n  —  k 
en  p^  le  coeflBcient  du  terme  en  p"~^  étant  un  polynôme 
Ça  (C)  de  degré  k  en  C.  Pour  que  la  parallèle  à  AB  con- 
sidérée soit  une  asymptote,  il  faut  qu'une  des  racines 
de  l'équation  en  p  soit  infinie  et,  par  suite,  que  le  coeflG- 
cient  du  terme  en  y?"  *  soit  nul,  c'est-à-dire  que 

?a(C)  =  o. 

La  résolution  de  celte  équation  fait  donc  connaître 
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les  valeurs  de  C  qui  douiieiit  les  asjinploics  parallèles  à 
ÂB.  Si  cette  équation  a  elle-même  une  racine  infinie, 
c'est-à-dire  si  son  degré   se  réduit  à  A — i,  c'est  que 
l'axe  AB  est  lui-même  asymptote  à  la  courbe. 
Par  exemple,  pour  la  courbe 

on  trouve  les  deux  asymptotes 


{a-ï-i)/?-h(a  — i)^=o,         p-^q  =  i' 

La  première  est  la  parallèle  à  O^  dont  la  distance  au 
point  O  est  égale  à  a,  et  la  seconde  la  parallèle  à  Ox 
dont  la  distance  au  point  O  est  égale  à  b. 

11.  Disons  maintenant  quelques  mots  de  l'application 
du  principe  de  dualité  au  moyen  des  coordonnées  pa- 
rallèles de  points. 

Si,  dans  les  équations  d'un  problème  traité  en  x  eiy^ 
on  remplace  ces  variables  par  p  et  f ,  on  obtient  une 
proposition  corrélative. 

D'après  les  formules  (i),  la  transformation  ainsi  dé- 
finie est  un  cas  particulier  de  la  transformation  homo- 
grapliique  générale.  Donc  : 

Le  rapport  anhannonique  de  quatre  points  se  con- 
serve dans  la  transformation. 

On  voit  en  outre  qu'à  la  droite  à  l'infini  en  j:  et  j* 
correspond  l'axe  AB  en  /;  et  q.  Par  conséquent,  au 
centre  de  gravité  d'un  système  de  points  en  x  et  y^ 
correspond  en  y:;  et  ^  le  pôle  de  l'axe  AB  par  rapport  à 
un  système  de  points;  au  centre  d'une  conique  corres- 
pond le  pôle  de  AB  par  rapport  à  une  conique,  etc. 

12.  Pour  la  transformation  des  propriétés  angulaires, 
la  solution  est  fournie  évidemment  par  le  beau  théo- 
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i-èine  de  Laguerrc.  Mais  ici  la  solution  résulte  ioimé- 
diatement  de  la  formule  (3). 

En  ellet,  soient,  en  coordonnées  cartésiennes,  des 
droites  dont  les  coeflicients  angulaires  sont  m,  m', 
m'',  ....  Si  les  droites  corrélatives  en  coordonnées  p 
et  q  coupent  l'axe  AB  aux  points  M,  M',  W,  . .  . ,  on 
a,  d'après  (3), 


MA                       M'A 

MB=      '"^         M'B=      '^' 

M'A 
M'B  ■" 

ni 

Donc,  à  la  relation 

«p(/n,  m',  m\   . 

..)  =  o, 

qui  exprime  une  propriété  angulaire,  correspond  la  re- 
lation 

/      MA  M'A  M'A  \ 

?V-MB'  -STB'   "îVrB'    .-^=0. 

En  particulier,  à  deux  droites  perpendiculaires, 

mm'  =  —  1 , 

correspondent  deux  droites  liées  par  la  relation 

MA  M^A      _ 
MB  MB  ""      '' 

c'est-à-dire  que  si  ces  droites  coupent  l'axe  AB  respec- 
ti%fement  aux  points  M  et  M',  le  symétrique  de  chacun 
de  ces  deux  points  par  rapport  au  milieu  O  de  AB 
coïncide  avec  le  conjugué  harmonique  de  l'autre  par 
rapport  aux  points  A  ef  B.  Autrement  dit  :  Les  points 
M  et  M'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  points  de  V axe  AB  situés  de  part  et  d'autre  du 
milieu  O  de  AB  à  la  distance  y/ —  i  de  ce  point. 
Ces  deux  derniers  points  sont  corrélatifs  des  ombilics 
en  coordonnées  cartésiennes. 

Toutes  les   propriétés  où  interviennent   des  droites 
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perpendiculaires  sout  iminëdiatement  transformées  par 
remploi  de  la  proposition  précédente. 

Par  exemple  le  théorème  de  Simpson  et  celui  de  Fré- 
gîer  donnent  respectivement  les  propositions  suivantes  : 

Soit  Pi  P^Pj  un  triangle  inscrit  dans  une  hyperbole. 
Les  côtés  PjPa,  PaPs,  PsPi  d^  c^  triangle  coupent 
l'axe  non  transverse  aux  points  M3,  Mj,  Mf.  On  prend 
les  symétriques  M,,  M'^,  M'^j,  par  rapport  au  centre  de 
la  courbe^  des  conjugués  harmoniques  de  M3,  Mt  et  Mj 
par  rapport  aux  sommets  de  l'hyperbole  complémen- 
taire. Si  P  est  un  point  quelconque  de  l'hyperbole,  les 
droites  PM3,  PM',,  PM!,  rencontrent  respectis^ement  les 
côtés  P1P2,  PaPs»  PjPi  du  triangle  inscrit  en  trois 
points  qui  sont  en  ligne  droite. 

Soient  K  une  conique  sur  laquelle  on  prend  un  point 
fixe  P,  A  et  B  deux  points  quelconques  du  plan  de 
celte  conique.  Une  corde  P'P'  varie  dans  la  conique  K 
de  telle  façon  que,  si  les  droites  PP'  et  PP'  coupent  la 
droite  AB  aux  points  M!  etM!\  le  symétrique  de  chacun 
de  ces  points  par  rapport  au  milieu  de  AB  se  confonde 
avec  le  conjugué  harmonique  de  l'autre  par  rapport 
aux  points  A  e^  B.  La  corde  P'P'  passe  par  un  point 
fixe. 

N.  B.  —  Page  493,  ligne  10,  au  lieu  de  AV,  lisez  AU. 

Page  495,  ligne  20,  au  lieu  de  rpj>»  lisez  -tt-j^- 
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Page  .^5,  log  24833,  au  lieu  de  0293,  lisez  ,0292. 


(  5o3  ) 


BIBLIOGRAPHIE. 

Thermodynamique;  par  M.  J.  Bertrand,  de  P Aca- 
démie française,  Secrétaire  perpétuel  de  TAcadémie  des 
Sciences.  —  Paris,  Gauthicr-Villars,  iSS-j. 

Si,  comme  Ta  dit  un  éminent  critique,  on  est  d'autant  plus 
apte  à  juger  une  œuvre  que  l'on  a  plus  d'affection  pour  son  au- 
teur, je  serais,  certes,  dans  les  conditions  les  plus  favorables 
pour  apprécier  le  nouveau  Livre  de  M.  Bertrand  :  il  me  sem- 
blait, en  le  lisant,  entendre  la  voix  aimée  de  l'illustre  Maître, 
qui  sait  si  bien  instruire  et  charmer. 

La  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  encore  obscure  sur  bien 
des  points,  surtout  à  cause  de  son  côté  métaphysique,  se  trouve 
ici  exposée  avec  une  précision  et  une  clarté  que  ne  laissaient 
guère  espérer  les  essais,  d'ailleurs  fort  honorables,  tentés  jus- 
qu'à ce  jour.  Aussi  bien,  ce  n'est  pas  le  moindre  mérite  de 
M.  Bertrand,  que  son  ardeur  à  attaquer  de  front  les  difGcultés, 
et  son  habileté  à  les  résoudre. 

Un  jour,  il  m'en  souvient  encore,  quoiqu'il  y  ait  déjà  plus  de 
vingt  ans,  M.  Taine  me  demandait  .quelle  était  la  faculté  mai- 
tresse  du  savant  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des 
Sciences,  celle  qui  dominait  dans  ses  écrits  comme  dans  ses 
Leçons?  La  réponse  me  fut  suggérée  par  une  réflexion  de 
M.  Tchebichef,  ce  géomètre,  si  français  par  l'esprit  et  par  le 
cœur,  qu'on  a  justement  surnommé  le  Gauss  de  la  Russie.  Je 
l'avais  rencontré  la  veille  au  Collège  de  France  ;  et  comme  je 
m'expliquais  peu  comment,  pendant  un  séjour  de  courte  durée 
à  Paris,  il  trouvait  le  temps  d'assister  à  des  leçons  :  c  II  y  a 
deux  choses  »,  me  dit-il,  «  qui  m'attirent  au  Cours  de  M.  Bqt- 
»  trand  :  c'est  d'abord  l'originalité  des  idées,  puis  la  sincérité 
i>  de  son  enseignement  ». 

Les  aperçus  profonds  et  les  recherches  ingénieuses  qui  ca- 
ractérisent la  manière  du  Maître,  on  les  retrouve  à  profusion 
dans  ce  Livre  qui  est  appelé  à  un  éclatant  succès.  A  l'Introduc- 
tion, qui  est  consacrée  aux  ga/.  parfaits,  succèdent  l'exposition 
des  deux  principes  fondamentaux  de  la  doctrine,  la  formation 
des  deux  équations  différentielles  correspondantes  et  la  théorie 
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de  la  fonction  dite  caractéristique.  Viennent  ensuite,  après 
plusieurs  problèmes  théoriques  fort  intéressants,  les  applica- 
tions aux  phénomènes  naturels;  on  remarquera  dans  cette  partie 
des  formules  nouvelles  qui  représentent  avec  une  exactitude 
surprenante  les  tensions  maxima  des  vapeurs,  et  une  belle  étude 
sur  la  condensation  pendant  la  détente,  circonstance  ignorée 
au  temps  de  Hegnault  qui  n'avait  donc  pu  en  tenir  compte  dans 
ses  calculs.  L'Ouvrage  se  termine  par  des  notions  sur  les  cycles 
non  réversibles  et  sur  le  travail  de  l'électricité.  Le  cadre  restreint 
de  notre  Journal  m'interdit  une  analyse  plus  détaillée;  mais  je  ne 
veux  pas  finir  sans  signaler  à  l'attention  deux  Chapitres  qui 
offrent  un  attrait  particulier  ;  l'un  a  pour  titre  :  les  Idées  de 
Mayer,  et  l'autre  les  Idées  de  Carnot;  leur  lecture  procurera 
aux  délicats  la  satisfaction  sans  mélange  que  l'on  éprouve  en 
face  d'une  œuvre  d'art  accomplie.  E.  R. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1569.  Étant  données  une  conique  et  une  tangente  à 
cette  courbe,  aux  points  A  et  B  où  cette  tangente  ren- 
contre les  axes  de  la  conique,  on  élève  des  perpendicu- 
laires à  ces  axes;  puis,  du  point  de  rencontre  M  de  ces 
perpendiculaires  on  mène  les  tangentes  MC  et  AID  à  la 
conique.  Trouver,  lorsque  la  tangente  AB  varie,  Ten- 
veloppe  de  la  corde  CD  et  le  lieu  du  point  de  rencontre 
P  des  normales  aux  extrémités  C  et  D  de  cette  corde. 

(Chjimbon.) 

1570.  Étant  donnée  la  relation 

sin(a?  —  jr)  =  m  sin(a7  -h^), 

dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  donné  dont  la  valeur 
absolue  est  inférieure  à  i ,  développer^  en  série  suivantes 
puissances  croissantes  de  m,  et  indiquer  la  forme  du  reste 
lorsqu'on  ne  prend  qu'un  nombre  limité  de  termes. 

(E.  RoucHÉ.) 
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SIR  LE  PRINCIPE  DE  L  ENERGIE; 

Par  m.   Maurice   LÉVY, 
Membre  de  Tlnstitat  (  *). 


Sources  de  travail;  énergie. 

1.  Tout  travail  mécanique  suppose  la  coexistence  des 
deux  éléments  :  force  et  vitesse.  Un  seul  de  ces  élé- 
ments suiBt  pour  constituer  une  source  de  travail  ;  car, 
si  Ton  possède  soit  de  la  force,  soit  de  la  vitesse,  on  peut 
toujours,  à  l'aide  d'un  mécanisme  convenable,  l'utiliser 
à  vaincre  des  résistances,  c'est-à-dire  à  produire  du 
travail. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  réciproquement  la  pos- 
session de  l'un  des  deux  éléments  constitutifs  du  travail 
(ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  possession  de  matières 
telles  qu'un  combustible,  une  pile,  etc.,  propres  k  fabri- 
quer un  tel  élément,  si  on  ne  le  possède  pas  directe- 
ment) est  aussi  nécessaire  pour  constituer  une  source 
de  travail. 

Il  résulte  de  là  que  toutes  les  sources  de  travail,  si 
variées  qu'elles  nous  apparaissent  dans  la  nature,  se  ré- 
duisent, en  dernière  analyse,  à  deux  espèces  :  celles  qui 
sont  alimentées  par  de  la  force  et  celles  qui  sont  ali- 
mentées par  de  la  vitesse  ou  du  mouvement. 

Le  travail  utile  maximum  que  peut  fournir  une  source 
quelconque  de  travail  se  nomme  Vénergie  de  cette 
source. 


(*)  Leçon   professée   au  Collège   de    France  en.  1880    et,   depuis, 
partiellcmcnl,  à  l'École  centrale  des  Arts  et   Manufactures. 
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L'énergie  des  sources  alimentées  par  de  la  force  esi 
qualifiée  potentielle  -^  Ténergie  des  sources  alimentées 
par  du  mouvement  est  qualifiée  cinétique  (ou  parfois 
actuelle), 

A  présent,  ces  deux  espèces  d'énergie,  les  seules,  d'a- 
près ce  qui  précède,  pouvant  être  distinctes,  le  sont-elles 
réellement? 

U  serait  téméraire,  dans  l'état  actuel  de  la  Science» 
d'essayer  de  trancher  une  telle  question.  Il  arrivera 
peut-être  un  jour  où  tous  les  phénomènes  mécaniques 
s'expliqueront  par  de  simples  transformations  de  mou- 
vement opérées  par  l'intermédiaire  de  l'éther  consi- 
déré comme  mécanisme  de  liaison  entre  tous  les  corps  de 
la  nature,  et  où^  par  suite,  la  notion  de  force  et,  avec 
elle,  celle  d'énergie  potentielle  disparaîtront  de  la 
Science.  Alors  il  serait  établi  que  l'énergie,  sous  quelque 
forme  qu'elle  se  présente  à  nous  dans  l'univers  est  une. 
Jusque-là,  il  convient  d'envisager  deux  espèces  d'énergie, 
mais  deux  seulement. 

On  parle  souvent  d'énergie  mécanique,  d'énergie  ca- 
lorifique, d'énergie  électrique,  d'énergie  magnétique  ou 
électro-magnétique. 

Ces  qualificatifs,  il  importe  de  ne  pas  l'oublier,  ne 
servent  qu'à  désigner  la  provenance  matérielle  de  ces 
diverses  énergies  ;  mais  ils  ne  dispensent  pas  de  recher- 
cher, pour  chacune  d'elles,  si  elle  est  cinétique  ou  po- 
tentielle. 

Expressions  mathématiques  des  deux  espèces 
d'énergie, 

2.  Considérons  un  système  matériel  en  mouvemenl 
sous  l'influence  de  forc(*s  quelconques  extérieures  ou 
intérieures. 

L'énergie  cinétique  du  système  à  un  instant  quelcon- 
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<|ue  t  est  le  travail  utile  maximum  qu'il  est  possible  de 
se  procurer  en  n'utilisant  que  les  vitesses  acquises,  à  cet 
instant,  par  les  divers  points  du  système,  sans  utiliser 
aucune  des  forces  qui  le  sollicitent. 

L'énergie  potentielle  du  système,  à  l'instant  t^  est,  de 
même,  le  travail  utile  maximum  qu'il  est  possible  de  se 
procurer  a  partir  de  cet  instant  en  n'utilisant  que  les 
forces  intérieures  du  système  sans  utiliser  les  vitesses 
acquises  de  ses  points,  ni  les  forces  extérieures,  même 
si  ces  dernières  forces  se  trouvaient  être  utilisables,  c'est- 
à-dire  non  résistantes. 

Les  forces  extérieures,  en  effet,  ou  actions  des  corps 
extérieurs  sur  le  système  matériel  considéré,  ont  leur 
source  en  dehors  de  ce  système^  celui-ci  les  subit,  mais 
n'est  pour  rien  dans  leur  existence,  et  elles  ne  sont  pour 
rien  dans  ses  facultés  et,  en  particulier,  dans  sa  faculté 
de  produire  du  travail.  Elles  ne  doivent  donc  pas  inter- 
venir dans  la  définition  de  son  énergie  potentielle. 

On  appelle  énergie  totale^  ou  simplement  énergie 
d'un  système  matériel  à  un  instant  ^,  la  somme  de  ses 
énergies  cinétique  et  potentielle  à  cet  instant. 

L'énergie  cinétique,  l'énergie  potentielle  et  l'énergie 
totale  sont,  par  définition,  trois  nombres  essentiellement 
positifs  de  kilogrammètres, 

THÉoaÈiCE  I.  —  L  *  énergie  cinétique  d'un  système  ma- 
tériel à  un  instant  quelconque  est  égale  à  sa  demi-force 
vii^e  à  cet  instant. 

Considérons,  en  efiet,  un  système  matériel  en  mou- 
vement et  concevons  qu'à  un  instant  quelconque  t  on 
supprime  toutes  les  forces  qui  le  sollicitent,  de  façon  à 
ne  disposer  que  de  ses  vitesses  acquises  à  cet  instant. 
Pour  utiliser  ces  vitesses  à  la  création  d'un  travail,  con- 
cevons qu'on  attelle  chaque  pointdusysièmeà  un  fil  placé 
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dans  la  direction  de  la  vitesse  acquise  par  ce  point,  à  1  ar- 
rière de  cette  vitesse,  et  qu'après  avoir  assujetti  ce  fil  à 
passer  par  un  point  fixe  (ou  au  travers  d'un  petit  œil  fixe) 
on  attache  un  poids  à  son  extrémitë  librement  pendante. 
Pendant  les  premiers  instants  qui  suivront  celui  où 
l'on  a  supprime  les  forces,  chacun  des  poids  sera  soulevé 
en  vertu  de  la  vitesse  du  point  matériel  auquel  il  est 
attelé.  Donc  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des  poids 
sera  lui-même  soulevé  pendant  un  temps  plus  ou  moins 
long.  Le  produit  du  poids  total  P  attaché  aux  extrémi- 
tés des  divers  (ils,  par  la  hauteur  maxima  à  laquelle  on 
peut  ainsi  élever  son  centre  de  gravité,  représente  le  tra- 
vail utile  maximum  qu'il  est  possible  d'obtenir  en  utili- 
sant les  vitesses  acquises,  à  l'aide  de  ce  mécanisme.  Or, 
si  l'on  désigne  par  Jlm\f^  la  force  vive  du  système  à  l'in- 
stant t,  parSm/2  sa  force  vive  à  un  instant  postérieure, 
par  z  la  hauteur  dont  s'est  élevé  le  centre  de  gravité 
pendant  l'intervalle  de  temps  t' — f,  le  théorème  des 
forces  vives  appliqué  à  cet  intervalle  de  temps  donne 

{  S  mç'i  —  12 mp«  =  —  P;;. 
d'où 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  une  gran- 
deur fixe  5  le  second  est  seul  variable  avec  le  temps  f'. 
Donc,  le  premier  membre  devient  maximum  à  l'instant 
où  le  terme  soustractif  Sm^/^  est  devenu  aussi  petit  que 
possible,  c'est-à-dire  nul.  Et  comme  il  est  composé  de 
termes  tous  positifs,  il  ne  peut  s'annuler  que  si  chacun 
de  ses  termes  s'annule  séparément,  c'est-à-dire  si  toutes 
les  vitesses  ^^  sont  devenues  nulles.  Jusque-là,  le  centre 
de  gravité  des  poids  s'élève;  à  partir  de  ce  moment,  il 
s'abaisse,  le  système  des  poids  entraînant  les  points  du 
système  matériel  au  lieu  d'être  soulevé  par  eux. 
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Ainsi,  si  on  appelle  h  la  valeur  maxima  de  c,  on 
aura 

Vh  =  JSmt»». 

Il  est  clair  que  si  Ton  avait  utilisé  les  vitesses  données 
à  vaincre  des  résistances  autres  que  la  pesanteur  et  à 
l'aide  de  quelque  mécanisme  que  ce  fût,  les  mêmes  rai- 
sonnements eussent  conduit  à  la  même  valeur  du  travail 
utile  maximum  obtenu. 

Tbéobeme  II.  —  U énergie  potentielle  d'un  système 
juatériel  à  un  instant  quelconque  test  égale  au  travail, 
essentiellement  positifs  des  forces  intérieures  du  sys- 
tème matériel,  lorsqu'il  passe  de  la  position  quil  oc- 
cupe à  r instant  considéré,  à  sa  position  d* équilibre 
stable. 

On  sait,  et  nous  admettons  que  les  forces  inté- 
rieures d'un  système  matériel  dérivent  d'une  fonction 
de  forces,  c'est-à-dire  que  le  travail  de  ces  forces,  lors- 
que le  système  passe  d'une  position  à  une  autre,  ne  dé- 
pend que  de  ces  positions  et  non  de  la  façon  dont  il  est 
passé  de  Tune  à  l'autre. 

S'il  n'en  était  pas  ainsi,  le  théorème  que  nous  voulons 
établir  n'aurait  aucun  sens. 

Soient  donc  (A)  la  position  du  système  à  l'instant  t 
et  V  la  valeur  correspondante  positive  ou  négative  de 
la  fonction  des  forces  intérieures,  V  étant  ainsi  une  fonc- 
tion des  coordonnées  des  divers  points  du  système,  à 
l'instant  considéré. 

Supposons  que  le  système  passe  de  la  position  (Â)  à 
une  nouvelle  position  quelconque  (A')  et  soit  V  la  nou- 
velle valeur  de  la  fonction  V. 

Le  travail  des  forces  intérieures,  pour  ce  déplacement, 
est,  comme  on  sait,  égal  à  l'accroissement  correspon- 
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(lanl  positif  ou  négatif 

V'-V 

de  la  fonction  des  forces. 

Comme  le  second  terme  de  cette  diûerence  est  une 
quantité  donnée,  la  difiérence  devient  maxima  en  même 
temps  que  son  premier  terme  V^  Donc,  pour  avoir  I  e- 
nergîe  potentielle  du  système,  c'est-à-dire  le  travail 
maximum  qu'il  est  possible  de  se  procurer  en  utilisant 
ses  forces  intérieures,  il  faut  amener  le  système  de  la 
position  (A)  qu'il  occupe  h  l'instant  considéré  à  la  po- 
sition (  A')  pour  laquelle  la  fonction  des  forces  atteint  sa 
valeur  maxima.  Mais  on  sait  que  cette  position  est  la 
position  d'équilibre  stable,  ce  qui  établit  la  proposition 
énoncée. 

Remarque,  —  Si  la  fonction  V  présentait  plusieurs 
maxima,  c'est-à-dire  si  le  système  admettait  plusieurs 
positions  d'équilibre  stable,  il  faudrait  choisir  celle  qui 
répond  au  plus  grand  de  tous  les  maxima  de  V.  Soit 
C  ce  plus  grand  maximum  et  désignons  par  II  l'énergie 
potentielle  du  système  à  l'instant  t  ;  on  aura 

n  =  G  —  V, 

c'est-à-dire  que  l' énergie  potentielle  d^ un  système  à  un 
instant  quelconque  s'obtient  en  retranchant  la  valeur 
de  la  fonction  de  ses  forces  intérieures  à  cet  instant 
d'une  constante  C  représentant  la  plus  grande  valeur 
possible  de  cette  fonction. 

Les  deux  grandeurs  G  et  V  peuvent  être  positives  ou 
négatives;  mais,  comme  cela  doit  être,  leur  différence 
est  essentiellement  positive  ou  nulle.  Elle  est  nulle  pour 
V  =  C,  c'est-à-dire  que  V énergie  potentielle  d'un  sys- 
tème matériel  placé  dans  la  position  d'équilibre  stable 
est  nulle. 
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Exemples  ;  réflexions  sur  la  difficulté  de  qualifier 
certaines  énergies. 

3.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  éclaîrcir  ce  qui 
précède  par  quelques  exemples. 

a.  Nous  avons  déjà  vu  (n**2)  comment  on  peut  uti- 
liser les  vitesses  d'un  système  matériel  quelconque  pour 
produire  du  travail. 

A  présent,  considérons,  au  contraire,  un  système 
matériel  soumis  à  des  forces  quelconques  ;  mais  plaçons- 
le  sans  vitesse  dans  une  position  d'équilibre  instable. 
Il  restera  en  repos.  Ainsi,  ici  on  n'a  à  sa  disposition  que 
l'élément  force.  Mais  si  on  dérange  le  système  infini- 
ment peu,  ce  qui  ne  coûte  pas  de  travail,  il  se  mettra  en 
mouvement  et  le  travail  des  forces  qui  le  sollicitent 
sera,  du  moins  pendant  un  certain  temps,  essentielle- 
ment positif  et,  par  suite,  utilisable.  Ainsi,  un  pendule 
placé  au  haut  de  sa  course  ne  produit  naturellement  pas 
de  travail  tant  qu'il  est  en  repos  ;  mais  si  on  le  dérange 
infiniment  peu,  le  travail  de  la  pesanteur  sera  positif 
pendant  toute  la  durée  de  la  descente  et  l'on  pourra,  à 
Faide  d'une  poulie,  utiliser  son  mouvement  à  soulever 
un  poids  ou  vaincre  toute  autre  résistance. 

b.  Supposons  un  pendule  maintenu  en  repos  dans  une 
position  inclinée  à  l'aide  d*un  ûl  attaché  à  un  point  fixe, 
le  fil  ayant  strictement  la  résistance  voulue  pour  pou- 
voir soutenir  le  pendule.  Ici  encore,  on  dispose  d'une 
force  :  le  poids  du  pendule,  mais  sans  vitesse.  Mais,  si 
l'on  rompt  le  fil,  ce  qui,  par  hypothèse,  n'exige  qu'un 
effort  infiniment  petit,  le  pendule  se  mettra  en  mouve- 
ment et,  pendant  sa  descente,  permettra  encore  de  pro- 
duire un  travail . 
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c.  Supposons  (le  mùine,  un  ressort  comprinié  et  main- 
tenu ainsi  par  un  (il  qui  ait  strietement  ia  résistance 
voulue  pour  pouvoir  remplir  cet  office.  On  dispose  en- 
core d'une  force  :  la  force  de  tension  du  ressort.  Mais 
si  Ton  rompt  le  fil,  ce  qui,  par  hypothèse,  n'exige  qu'un 
effort  infiniment  petit,  on  se  procurera  la  vitesse  :  le 
ressort  se  mettra  en  mouvement  et  permettra,  en  se  dé- 
tendant, de  vaincre  des  résistances  qu^on  lui  opposerail. 
Le  maximum  du  travail  qu'il  est  possible  d'obtenir  se  pro- 
duira naturellement  quand  le  ressort  sera  complètement 
détendu.  C'est  ce  travail  accompli  depuis  la  position 
initiale  du  ressort  jusqu'à  sa  position  naturelle  qui  me- 
sure l'énergie  que  possédait  le  ressort  dans  Tétat  de  ten- 
sion où  on  l'avait  maintenu. 

d.  Supposons  un  réservoir  renfermant  de  l'eau  à  un 
niveau  supérieur  à  celui  de  la  nappe  ambiante,  ce  réser- 
voir étant  fermé  par  un  robinet.  Si  Ton  ouvre  le  robinet, 
l'eau,  en  tombant,  permettra  de  faire  tourner  une  roue 
hydraulique  et  de  vaincre  une  force  résistante  appliquée 
à  cette  roue.  Si  elle  tombe  dans  un  réservoir  inférieur, 
elle  aura  fourni  tout  le  travail  dont  elle  est  capable 
quand  elle  se  sera  entièrement  écoulée.  Le  travail  (|a'elle 
aura  alors  fourni  et  qui  mesure  son  énergie  est  égal  à 
son  poids  multiplié  par  la  dislance  verticale  entre  ses 
centres  de  gravité  dans  les  réservoirs  supérieur  et  infé- 
rieur. 

Remarque.  —  On  voit  que,  pour  pouvoir  produire 
du  travail  avec  un  réservoir  d'eau,  il  faut  deux  niveaux 
ou  une  chute.  Un  volume  d'eau,  quelque  grand  qu'il 
fût,  tout  au  même  niveau,  ne  permettrait  pas  de  pro- 
duire du  travail,  c'est-à-dire  que  son  énergie  serait  zéro. 
Cette  eau,  en  effet,  serait  en  équilibre  stable. 

e.  Supposons  un  cylindre  vertical  muni  d'un  piston 
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et  rempli  d'un  gaz  à  une  pression  supérieure  à  la  pres- 
sion {Umosphérique  :  admettons  que  le  piston  soit  main- 
tenu en  repos  par  un  arrêt  fixe  ayant  strictement  la 
force  nécessaire  pour  cela.  Si  Ton  rompt  cet  arrêt,  ce  qui 
n'exige  qu'un  effort  infiniment  petit,  le  piston  se  sou- 
lèvera et  pourra  soulever  un  poids  ou  vaincre  toute 
autre  résistance. 

Son  énergie  est  le  travail  accompli  depuis  l'instant 
initial  jusqu'à  la  détente  complète ,  la  détente  s^accom- 
plissant  dans  un  cylindre  imperméable  à  la  chaleur. 

Remarque.  —  On  ne  peut  utiliser  une  pression  qu'à 
la  condition  d'avoir  un  milieu  à  une  pression  moindre, 
c'est-à-dire  une  chute  de  pression.  Un  gaz  qui  serait 
partout  à  la  même  pression,  quelque  grande  que  fût  sa 
masse,  aurait  une  énergie  zéro. 

y.  Supposons  que  l'on  possède  une  source  de  chaleur 
à  une  température  supérieure  à  celle  du  milieu  am- 
biant. Si  on  la  met  en  communication  avec  un  cylindre 
muni  d'un  piston  et  rempli  d'air  à  la  pression  atmosphé- 
rique, la  force  expansive  de  l'air  croîtra  et  pourra  être 
utilisée. 

Remarque,  —  Si  Ton  ne  possédait  qu'un  seul  milieu 
partout  à  la  même  température,  on  ne  pourrait  pas 
l'utiliser.  Mais  une  chute  de  température  est  une  source 
de  travail  et  possède  une  énergie  aussi  bien  qu'une 
chute  de  pression  ou  une  chute  d'eau. 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  ou  voit  qu'on  possède 
directement  l'un  des  deux  éléments  constitua fs  du  tra- 
vail :  la  force^  par  le  poids  de  l'eau  ou  la  pression  dii 
gaz,  c'est-à-dire  que  les  énergies  correspondantes  sont 
des  énergies  potentielles. 

La  possession  d'une  source  de  chaleur  doit  être  con- 
sidérée comme  fournissant  aussi  un  des  éléments  du 
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travail.  On  admet,  eti  eil'et,  aujourd'hui  que  les  molé- 
cules de  la  matière  pondérable,  même  quand  elles  pa- 
raissent en  repos,  sont  douées  de  mouvement  d'ampli- 
tude inappréciable,  maïs  avec  des  vitesses  d'autant  plus 
grandes  que  leur  température  est  plus  élevée.  Donc, 
communiquer  de  là  chaleur  à  un  corps,  c'est  accroître 
les  vitesses  de  ces  mouvements  invisibles  et  que  Clau- 
sius  appelle  stationnaires. 

D'après  cela,  l'énergie  calorifique  doit  être  regardée 
comme  cinétique. 

g.  Un  courant  électrique,  étant  envoyé  dans  une  ma- 
chine dynamo-électrique  réceptrice,  lui  permet  de  pro- 
duire du  travail.  Donc,  un  courant  électrique  possède  de 
l'énergie^  un  courant  électrique  étant  régardé  comme 
un  mouvement,  son  énergie  est  regardée  comme  ciné- 
tique. 

h.  Une  bouteille  de  Leyde  (  généralement  un  conden- 
sateur électrique  chargé)  permet  de  produire  un  courant. 
Il  suffit  de  mettre  les  deux  armatures  en  communication 
par  un  lîl  conducteur.  Si,  en  un  point  de  ce  conducteur, 
on  place  une  machine  dynamo -électrique  réceptrice, 
on  produira  du  travail.  Donc,  un  condensateur  repré- 
sente égalt*ment  de  Ténergie.  Cette  énergie  est  consi- 
dérée comme  potentielle,  étant  due  aux  tensions  des 
deux  électricités  contraires  dont  Taccumulation  consti- 
tue le  condensateur. 

k.  Un  aimant  naturel  ou  artificiel  est  le  siège  d'une 
force;  on  peut  l'utiliser  pour  déplacer  des  corps.  Cest 
donc  aussi  une  source  de  travail.  Maxwell,  par  des  rai- 
sons profondes  qui  ne  sauraient  trouver  place  ici,  regarde 
cette  énergie  comme  potentielle.  Si  Ton  ne  considère  un 
aimant  que  comme  constituant  une  force  attirante,  il  est 
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clair  qu^on  doit  regarder réncrgic  correspondante  comme 
potentielle.  Si,  au  contrair.e,  ou  admet,  avec  Ampère^  que 
l'aimantation  est  due  a  des  courants  fermés,  de  dimen- 
sions très  petites,  il  semblerait  qu'on  dût  en  regarder 
l'énergie  comme  cinétique. 

En  général,  il  existe  une  certaine  incertitude  pour 
qualifier  les  énergies  autres  que  celles  d'origine  méca* 
nique  et  même  pour  certaines  de  celles-ci.  Ainsi,  selon 
la  théorie  cinétique  des  gaz,  les  molécules  d'un  gaz 
même  en  repos  apparent  sont  douées  de  mouvements 
stationnaires  très  rapides,  d'où  résultent  des  cliocs  ré- 
pétés des  molécules  entre  elles  et  sur  les  parois.  Ce  qui 
nous  apparaît  comme  une  pression  statique  serait  le 
résultat  de  ces  chocs.  D'après  cela,  l'énergie  due  à  la 
pression  d'un  gaz  ne  serait  pas,  dans  son  essence  pre- 
mière, potentielle,  mais  cinétique. 

Cette  incertitude  plus  ou  moins  grande  où  l'on  est, 
relativement  à  la  qualité  de  certaines  énergies,  semble- 
rait devoir,  dès  l'abord,  enlever  à  celte  théorie  tout  in- 
térêt. 

Mais  le  principe  de  l'énergie  nous  montrera  que  Ton 
peut  impunément  se  tromper  sur  les  quantités  d'^énergie 
de  chaque  sorte  qui  interviennent  dans  un  phénomène, 
pourvu  qu'on  ne  se  trompe  pas  sur  leur  total. 

Objet  de  la  théorie  de  V énergie, 

4.  Les  exemples  qui  précèdent  montrent  suffisamment 
<)ue,  partout  où  se  manifeste  l'énergie,  il  se  produit  l'un 
des  deux  phénomènes  suivants  ou  les  deux  : 

I®  Transformation  d'énergie  cinétique  en  énergie  po- 
tentielle ou  vice  versa; 

a**  C/>mmunication  ou  transmission  d'énergie  d'un 
système  matériel  ;i  un  autre. 


(  5i(i  ) 

Ainsi,  si  Ton  considère  leau  renfermée  dans  uu  rés<'r- 
voir  et  destinée  a  faire  fonctionner  une  roue  hydrau- 
lique, au  début,  tout  est  en  repos  et  l'énergie  de  Peau 
est  entièrement  potentielle.  A  un  instant  postérieur 
quelconque,  le  niveau  de  Teau  a  baissé  et  son  énergie 
potentielle  a  diminué;  mais,  en  revanche,  la  roue  et  les 
résistances  qui  y  sont  appliquées  ont  acquis  des  vitesses 
et  du  travail  a  déjàélé  produit.  Donc  l'énergie  potentielle 
disparue  du  réservoir  a  été,  eu  partie,  transmise  à  la 
roue  qui  Ta  transformé  en  énergie  cinétique  et  en  partie 
utilisée.  Ce  fait  de  la  possibilité  de  changer  à  son  gré  la 
qualité  d'une  énergie  fait  comprendre  pourquoi,  du 
moins  au  point  de  vue  pratique,  une  erreur  sur  la  qua- 
lification d^une  énergie  est  sans  importance.  Ainsi,  en 
admettant  (n*^  2)  que  l'énergie  d'un  gaz  sous  pressioi) 
soit  cinétique  dans  sou  essence  première,  il  est  certain 
que,  pratiquement,  elle  se  manifeste  à  nous  par  une 
pression  seule  mesurable  et,  par  suite,  sous  forme  d'é- 
nergie potentielle.  Donc,  si  elle  était  cinétique  d'abord, 
la  seule  présence  des  parois  l'aurait  transformée  en 
énergie  potentielle  et,  pouruu  que  cette  énergie  soit 
égale  à  la  première,  ce  que  nous  venx)ns  avoir  lieu,  il 
n  y  a  pas  d'inconvénient  à  les  prendre  l'une  pour 
l'autre. 

L'objet  de  la  théorie  qui  nous  occupe  est  précisément 
Fétude  des  lois  suivant  lesquelles  s'accomplit  le  double 
phénomène  de  la  transformation  de  nature  et  de  la  trans- 
mission de  l'énergie. 

« 

Principe  de  la  conservation  de  l'énergie, 

5.  Si  un  système  matériel  nest  en  communication 
d'aucune  sorte  avec  le  monde  extérieur,  son  énergie 
totale  est  invaiiable. 
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En  effet,  un  pareil  système  n'est  soumis  qu*à  sus  ac- 
tions mutuelles.  Soient  V  la  fonction  de  ces  forces  et 
^mi^^  la  force  vive  du  système  à  Tinstant  quelconque  t; 
soient  Vo  et  Smi^J  les  valeurs  de  ces  mêmes  quantités  à 
un  autre  instant  quelconque  fo-  Le  théorème  des  forces 
vives  appliqué  à  Tintervalle  de  temps  t  —  to  donne 

ISmp»— iSmt^î  =V  — Vo. 

Mais,  si  II  et  11^  représentent  l'énergie  potentielle  du 
système  aux  deux  instants  t  et  to^  on  a  (n**  2) 

V  =  G-n, 

V„=C  — Ho, 

C  étant  une  constante  égale  au  maximum  de  V;  d'uù 

V  — Vo=no— H 
et,  par  suite 

12mv«H-II  =  iSmpJ  -f-no=  const. 

Ainsi,  supposons  un  pendule  de  poids  P  maintenu  en 
repos  par  un  fil,  a  une  hauteur  h  au-dessus  de  son  point 
le  plus  bas  ou,  pour  être  conforme  à  notre  définition 
de  l'énergie  potentielle  d*un  système  matériel,  envisa- 
geons le  système  matériel  formé  par  le  pendule  et  la 
terre,  en  admettant  : 

I®  Que  ce  système  ne  subit  aucune  action  sensible  du 
dehors; 

2*  Que  la  terre  et,  par  suite,  le  point  d'attache  du  fil 
soient  fixes  dans  l'espace. 

Lorsque  le  système  passe  de  son  état  actuel  à  l'état 
d'équilibre  stable,  comme  la  terre  reste  fixe,  le  travail 
des  actions  mutuelles  se  réduit  à  celui  du  poids  du  pen- 
dule. Ainsi,  au  début,  lenergie  totale  du  système,  éner- 
gie potentielle,  est  (n°  2)  P/i. 

Si  on  rend  le  pendule  libre  et  qu'il  descende  d'une 
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hauteur  ?,  Ténergie  potentielle  du  sysiéme  ne  sera  plus 

que 

F(/i-^), 


et  si  u  est  la  vitesse  du  pendule  k  cet  instant,  et,  par 

suite, v-* 

système  sera 


I  P 
suite,  —  v'^  son  énergie  cinétique,  l'énergie  totale  du 


puisque 

Corollaire.  —  Si  ou  considère  le  système  matériel 
formé  par  T  uni  vers,  il  n'est  en  communication  avec 
aucun  autre  système.  Donc,  son  énergie  totale  est  im- 
muable. Il  est  aussi  impossible  de  créer  ou  de  détruire 
de  l'énergie,  qu'il  Test  de  créer  ou  de  détruire  de  la  ma- 
tière. Tout  ce  que  nous  pouvons  faire,  c'est  de  trans- 
former de  l'énergie  cinétique  en  énergie  potentielle,  ou 
vice  versa,  ou  d'en  transmettre  d^une  partie  de  l'univers 
à  une  autre,  mais  sans  modifier  la  quantité  totale  pri- 
mitivement existante. 


Application  à  un  système  matériel  quelconque; 
le  théorème  des  forces  vives, 

6.  Quelles  que  soient  les  conditions  dans  lesquelles 
un  système  matériel  est  placé  vis^-vis  du  reste  de 
Vunii^ers,  V accroissement  de  son  énergie  pendant  un 
intervalle  de  temps  quelconque  se  compose  : 

1°  De  l^ énergie  qu'il  a  reçue  du  dehors,  cest-^-dire 
qui  lui  a  été  communiquée  sous  forme  de  chaleur  y  d  é* 
lectricité,  etc.,  par  l^ ensemble  des  corps  avec  lesquels 
il  peut  échanger  de  l  énergie; 
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a**  Du  travail  quil  a  reçu  du  dehors  y  cest-à-dire  du 
travail  des  forces  extérieures  qui  le  sollicitent. 

En  effet,  en  vertu  du  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie,  toute  énergie  gagnée  par  un  système  matériel 
quelconque  (S)  est  nécessairement  empruntée  au  sys- 
tème (Si)  formé  par  l'ensemble  des  autres  corps  de  l'u- 
nivers (pratiquement,  on  n'aura  pas  à  considérer  ceux 
qui  n'exercent  pas  d'action  sensible). 

Or  l'énergie  fournie  parce  dernier  système  comprend  : 

1®  Celle  fournie  directement  sous  forme  de  chaleur, 
d'électricité,  etc.,  par  les  corps  extérieurs  avec  lesquels 
le  système  donné  peut  échanger  des  énergies  ; 

â^  liC  travail  des  forces  extérieures  agissant  sur  le 
système  donné,  puisque  ces  forces  sont  exercées  par  tout 
ou  partie  des  corps  du  système  extérieur. 

La  proposition  est  donc  établie. 

Soient  AC  l'accroissement  de  l'énergie  totale  du  sys- 
tème donné  pendant  un  intervalle  de  temps  quelconque, 
Ay)  la  quantité  d'énergie  qui  lui  est  fournie  par  l'en- 
semble des  corps  avec  lesquels  il  peut  échanger  de  Té- 
nergie  sous  forme  de  chaleur,  d'électricité,  etc.  Soient 
enfin  F  l'une  des  forces  extérieures  agissant  sur  le  sys- 
tème donné  et  S^F  la  somme  de  leurs  travaux  pendant 
un  intervalle  de  temps  quelconque.  On  aura 

(I)  AC  =  A7j-hi:GF  (1). 

Corollaire  I.  —  On  peut  encore  dire  que  : 

i**  L'énergie  fournie  à  un  système  matériel  par  les 


(*)  Si  Ton  appelait  C^  l'énergie  du  système  extérieur,  AC,  son  ac- 
croissement et  F,  Tune  des  réactions  exercées  par  ]e  système  donné 
sur  les  corps  extérieurs^  on  aurait,  comme  il  est  aisé  de  le  voir, 
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corps  avec  lesquels  il  peut  échanger  de  l^ énergie  est 
égale  à  l'accroissement  d^ énergie  du  système  diminuée 
du  trai^ail  des  forces  extérieures  qui  le  sollicitent, 

2®  Si  le  système  n'agit  mécaniquement  sur  le  dehors 
que  par  des  corps  solides  en  contact  ou  reliés  par  des 
liens  rigides,  l'énergie  qui  lui  est  fournie  est  égale  à 
l'accroissement  de  son  énergie  augmentée  du  travail 
extérieur  qu'il  accomplit, 

Dj  la  dtîniièrc  équation,  on  lire 

qui  établit  l'énoncé  i". 

Pour  établir  le  second,  observons  que  les  forces  exté- 
rieures F  qui  agissent  sur  un  système  matériel  sont  les 
actions  que  les  corps  extérieurs  exercent  sur  le  système. 
La  somme  de  leurs  travaux  est  donc  le  travail  reçu  ou 
consommé  par  le  système.  Au  contraire,  le  travail  des 
réactions  que  les  corps  du  système  exercent  sur  les  corps 
extérieurs  est  le  travail  extérieur  produit  ou  accompli 
par  le  système  (ces  travaux  pouvant  d'ailleurs  Tan  et 
l'autre  être  positifs  ou  négatifs). 

Ainsi,  si  un  piston  d'un  cylindre  vertical  soulève  on 
corps  grave  qu'il  porte,  le  travail  qu'il  accomplit  est 
celui  de  la  pression  verticale  ascendante  qu'il  exerce  sur 
le  corps  grave,  travail  positif;  celui  qu'il  reçoit  ou  con- 
somme est  celui  négatif  de  la  pression  que  le  corps 
exerce  sur  lui.  Ici,  ces  deux  travaux  sont  égaux  et  de  si- 
gnes contraires.  Cela  arrive  toutes  les  fois  que  le  sys- 
tème matériel  considéré  n'agit  au  dehors  qu'à  l'aide  de 
corps  solides  en  contact  ou  reliés  par  des  liens  rigides. 

Alors  le  travail  accompli  est  égal  a  —  2  G  F,  ce  qui 
établit  l'énoncé  a*^.  Mais  il  est  bon  d'observer  que  l'é- 
noncé 1°  est  seul  général. 
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Corollaire.  —  Si  le  système  matériel  n'est  pas  ea 
communication  d'énergie  calorifique  ou  électrique  avec 
le  dehors,  en  sorte  que  At;  =:  o,  l'équation  devient 

qui  est  l'expression  du  théorème  des  forces  vives,  tel 
(|U^on  le  considère  habituellement  en  Mécanique.  Car 

C  =  J2mp«-^  n  =  î  Smp«-h  C  —  V, 

AC  =  i(£mP«  — S/HP»)— (V  — Vo). 

Eléments  qui  définissent  V état  d*un  système  matériel. 

Cycles, 

7.  Nous  dirons  que  l'état  d'un  système  matériel  est 
défini  k  un  certain  instant,  lorsqu'on  se  donne,  à  cet 
instant  : 

I**  Les  positions  des  diverses  parties  du  système; 

2°  Leur  état  calorifique  représenté  par  leurs  tempé- 
ratures \ 

y  Leur  état  électrique  représenté  par  les  tensions 
de  l'électricité  statique  qui  peut  s'y  trouver  et  par  les 
grandeurs,  directions  et  sens  des  courants  électriques 
qui  peuvent  y  passer  ; 

4^  Leur  état  magnétique  représenté  par  les  gran- 
deurs, directions  et  sens  des  moments  magnétiques  qui 
peuvent  s'y  exercer. 

Et  nous  dirons  qu'un  système  matériel  décrit  un  cy- 
cle lorsque,  parti  d'un  certain  état,  il  y  revient  en  y  ac- 
quérant la  même  force  vive. 

Application  à  un  cycle. 

8.  Théorème.  —  i°  Quelles  que  soient  les  conditions 
dans  lesquelles  un  système  matériel  est  placé  vis-à-vis 
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du  reste  de  runwers,   la   quaiUité  totale  d* énergie 
quil  consomme  pendant  qu'il  décrit  un  cycle  est  égale 
et  de  signe  contraire  au  travail  des  forces  extérieures 
qui  le  sollicitent; 

2°  iS'i7  n'agit  au  dehors  que  par  des  corps  solides  en 
contact  ou  reliés  par  des  liens  rigides,  la  quantité  rfV- 
nergie  qu'il  consomme  pendant  un  cycle  est  égale  et 
de  même  signe  que  le  travail  extérieur  qu'il  acconi' 
plit. 

Pour  démontrer  cette  importante  proposition,  il  est 
bon  de  mettre  l'énergie  totale  C  du  système  matériel 
donné  qui  entre  dans  Téquation  (2)  sous  forme  plus  ex- 
plicite. Cette  énergie  est  la  somme  des  énergies  ciné- 
tique et  potentielle  du  système,  soit 

Mais  dans lenergie cinétique 2)^m(^^  il  faut  compren- 
dre non  seulement  celle  due  aux  vitesses  sensibles  des 
points  du  système,  mais  aussi  celle  due  aux  vitesses  des 
mouvements  insensibles  ou  stationnaires  qui  peuvent 
être  dues  à  la  chaleur,  aux  courants  électriques,  peut- 
être  même  au  magnétisme  ou  à  l'électricité  statique. 
Soit  (V  Tune  des  vitesses  sensibles  et  2)*miV^  l'énergie  ci- 
nétique  correspondante  ;  désignons  en  bloc  par  W  tout 
le  reste  de  l'ex  pression  de  C ,  en  sorte  que  cette  expression 
devient 

(3)  C  =  i2mtP«-4-W, 

W  étant  une  quantité  qui  dépend  non  seulement  des 
positions  des  points  du  système,  mais,  suivant  les  cas, 
de  tout  ou  partie  des  autres  grandeurs  qui  définissent 
son  état  (n"  7). 

D'après  cela,  si  un  système  décrit  un  cycle,  son  éner- 
gie C  reprend  la  même  valeur. 
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Donc,  si  on  applique  l'équation  (2)  à  un  cycle,  d*où 
\C  =  o^  elle  devient 

^r,  =  — sep, 

qui  établit  la  proposition  i  ^  et,  en  se  reportant  au  raison- 
nemenfdu  corollaire  du  n^6,  la  proposition  2°  s'ensuit. 

Équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

9.  Supposons  que  Télectricilé  et  le  magnétisme  n'in- 
terviennent pas  et  qu'on  fasse  décrire  à  un  système  ma- 
tériel soumis  a  des  forces  extérieures  et  intérieures  un 
cycle  en  lui  communiquant  simplement  (ou  lui  sous- 
trayant, suivant  les  besoins)  de  la  chaleur.  On  peut 
mesurer  le  nombre  de  calories  qu'on  lui  a  fournies  et 
aussi  le  travail  des  forces  extérieures  qu'où  fait  agir  sur 
lui,  et  comparer  les  résultats.  On  reconnaît  ainsi  que, 
quelles  que  soient  les  conditions  dans  lesquelles  on  fait 
l'expérience,  le  rapport  du  travail  produit  à  la  chaleur 
fournie  est  une  même  constante  (  *  ).  Cette  constante  se 
nomme  Véquivalent  tnécanique  de  la  chaleur.  Elle  est 
d'environ  424^*»  c'est-à-dire  qu'une  calorie  a  une  éner- 
gie de  4^4^9  ou  peut  produire,  quelles  que  soient  les 
conditions  où  on  la  place,  un  travail  de  4^4^?  ^^  inver- 
sement i^de  travail  exige  ~j  de  calorie.  Cette  dernière 
fraction  se  nomme  Véquivalent  calorifique  du  travail. 

On  voit,  d'après  cela,  que  l'on  peut  exprimer  à  volonté 
le  travail  mécanique  en  calories  ou  la  chaleur  en  kilo- 
grammètres,  puisqu'à  un  travail  donné  répond  toujours 
une  quantité  de  chaleur  proportionnelle  et  vice  versa. 


{*)  On  peut  aussi  considérer  ce  fait  comme  résultant  du  principe 
même  de  la  conservation  de  l'énergie,  c'est-â-dirc  de  Timpossibitité 
du  mouvement  perpétuel,  d'après  un  raisonnement  classique. 
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Supposons  toujours  qu'un  système  matériel  se  trans- 
forme sous  les  seules  influences  des  forces  extérieures  et 
intérieures  et  de  la  chaleur.  Soit  AQ  la  quantité  de  cha- 
leur qui  lui  est  fournie  pendant  un  intervalle  de  temps 
quelconque.  L'énergie  correspondante,  en  désignant  par 
E  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  est  At|'=  EAQ 
et Téquation  (2)  devient 

ou 

(4)  ^Q  =  Î^C-^2^F. 

Ainsi  : 

4S1  un  système  matériel  se  transforme  sous  les  seules 
influences  de  la  chaleur  et  des  forces  extérieures,  la 
quantité  de  chaleur  qui  lui  est  fournie  du  dehors  pen- 
dant un  intervalle  de  temps  quelconque  est  égale  à 
l'accroissement  correspondant  de  son  énergie  expri- 
mée en  calories,  diminuée  du  travail  des  forces  exté- 
rieures qui  le  sollicitent,  exprimé  également  en  calo- 
ries. 

Supposons  que  les  mouvements  du  système  soient 
assez  lents  pour  qu'on  puisse  négliger  la  force  vive  sen- 
sible 5  alors  son  énergie  C  se  réduit  à  la  fonction  W, 
qui  ne  dépend,  dans  ce  cas,  que  des  positions  et  tempé- 
ratures des  divers  points  du  système,  en  sorte  que 

AQ=  i(AW-i:5F). 

Supposons  que  le  système  matériel  se  réduise  à  im 
corps  homogène  de  volume  1^  dont  tous  les  points  soient, 
k  chaque  instant,  à  une  même  température  T  et  que  les 
forces  extérieures    se    réduisent  à   une  pression  uni- 


(  SsiS  ) 
forme/»  exercée  à  sa  surface,  en  sorte  que 

on  aura 

et,  pour  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit, 

Ici,  Tétat  du  corps  est,  à  chaque  instant,  défini  par  la 
connaissance  des  trois  grandeurs  p^  i^,  T,  entre  les- 
quelles il  existe  d'ailleurs  une  relation  qui,  pour  les 
gaz,  résulte  des  lois  de  Mariotte  et  de  Guy-Lussac  com- 
binées^ pour  d'autres  corps,  peut-être  plus  complexe, 
en  sorte  que  W  peut  toujours  être  considéré  comme  une 
fonction  de  deux  quelconques  de  ces  trois  grandeurs 
prises  pour  seules  variables  indépendantes. 

W 
L'énergie  exprimée  en  calories  -g  est  souvent  désignée 

sous  le  nom  de  chaleur  interne,  de  sorte  que  l'équation 
ci-dessus  écrite 


^^  =  ^^-kfp''' 


montre  que,  si  Von  fournit  une  certaine  quantité  {posi- 
ti^e  ou  négative)  de  chaleur  AQ  à  un  corps,  l'accrois^ 
sentent  de  chaleur  interne  qui  en  résulte  est  égal  à  la 
cluileur  fournie  AQ,  diminuée  du  travail  extérieur 
accompli  par  le  corps,  ce  travail  étant  exprimé  en  ca* 
lori&s. 
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SlIR  «DUiQllES  PROPRIÉTÉS  MÉTRIQUES  DES  COURBES; 

Par  m.  g.  HUMBERT, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Principes  fondamentaux. 

1.  Dans  un  travail  récent,  pnblié  au  Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  nous  avons  dé- 
montré, par  des  considérations  fondées  sur  le  théorème 
d'Abel,  un  certain  nombre  de  propriétés  métriques  des 
courbes  algébriques  :  le  but  de  cette  Note  est  d*exposer 
une  méthode  élémentaire  permettant  d'arriver  simple- 
ment à  quelques-unes  de  ces  propriétés,  et  se  prêtant 
aisément  à  un  grand  nombre  d*ap|>lications  nouvelles. 

Toute  la  théorie  qui  va  être  exposée  repose  sur  les 
principes  suivants  : 

Soit,  en  coordonnées  homogènes y*(x,  y^  z)  =  o,  une 
courbe  algébrique  plane  quelconque  de  degré  n\  consi- 
dérons un  faisceau  ponctuel  de  courbes  de  degré  m, 
F  —  lif  =  o,  où  u  désigne  un  paramètre  variable.  Une 
courbe  de  faisceau  coupe  la  courbe  fixe  /'=o  en  mn 
points,  de  coordonnées  {x^^y^y  z«);  (xa^^'aj.^j),  •.•• 

Désignons  par  %;^.  ^^' — ;  une    fonction    rationnelle  de 

degré  zéro  en  x,  y  y  z,  c'est-à-dire  le  quotient  de  deux 
polynômes  homogènes,  Q  et  V  de  même  degré,  et  propo- 
sons^nous  d'étudier  la  somme  des  valeurs  que  prend 
cette  fonction  aux  points  communs  à  la  courbe y*=  o  elà 
une  des  courbes  du  faisceau  F  —  cicp  =  o.  Cette  somme, 
dont  l'expression  est 


ff  = 
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est  une  fonction  symétrique  des  coordonnées  des  points 
communs  aux  courbes  y  =  o,  F  —  «<p=o;  elle  s'ex- 
prime rationnellement  en  fonction  des  coefficients  qui 
figurent  dans  Téquation  de  ces  courbes;  c'est  donc, 
puisque  le  coefficient  u  est  seul  variable,  une  fonction 
rationnelle  de  u. 

Que  faut-il  pour  qu^elle  soit  constante,  c'est-à-dire 
indépendante  de  uP  II  est  clair  qu'il  faut  et  qu'il  suffit 
qu'elle  ne  devienne  infinie  pour  aucune  valeur,  finie  ou 
infinie  de  u.  Or,  si  nous  considérons  les  points  fixes 
communs  aux  courbes  y=  o,  V  =  o,  nous  voyons  que 
la  somme  crue  peut  devenir  infinie  que  si  la  courbe  cor- 
respondante du  faisceau  F  —  uqp  =  o  passe  par  un  de 
ces  points,  et,  quand  cette  circonstance  se  présente,  9 
est  généralement  infini.  Pour  qu'il  en  soit  autrement, 
il  est  nécessaire  que  deux  ou  plusieurs  des  termes  de  a- 
deviennent  simultanément  infinis,  c'est-à-dire  que  la 
courbe  F —  ii<p  =  o  considérée  passe  par  deux  ou  plu- 
sieurs des  points  communs  aux  courbes  /=  o,  V=  o, 
ou  bien  touche  en  l'un  d'eux  la  courbe /*=  o;  mais  rien 
ne  prouve  que  cette  condition  nécessaire  soit  en  même 
temps  suffisante. 

2.  .11  existe  toutefois  un  cas  particulier  très  étendu  où 
l'on  peut  affirmer  qu'elle  est  suffisante. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  les  courbes y=  o, 
V  =  o  ne  soient  tangentes  entre  elles  en  aucun  de  leurs 
points  de  rencontre,  et  que  la  courbe  Q  =  o  ne  passe  par 
aucun  de  ces  points;  nous  allons  montrer  que,  si  la 
courbe  du  faisceau  F  —  utf  =  o  qui  passe  par  l'un  d'eux 
touche  en  ce  point  la  courbe  y  =  o,  la  somme  <t  ne  de- 
viendra pas  infinie  pour  la  valeur  correspondante  de  u. 

Pour  le  démontrer,  admettons  que  les  coordonnées 
X,  r,  z  d'un  point  de  la  courbe  f=o,  dans  le  voisinage 
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du  point  cou  sidéré,  soient  des  fonctions  uniformes  d*  une 
variable  auxiliaire  t;  soit  fe  1^  valeur  du  paramèure  t 
qui  correspond  à  un  point  où  les  courbes  V  =  o,y=  o 
se  rencontrent,  et  supposons  qu'en  ce  point  la  courbe 
F  —  Uof  =  o  soit  tangente,  et  plus  généralement  ait  un 
contact  d'ordre  |jl,  avec  la  courbe  y=  o.  Si  nous  don- 
nons au  paramètre  u  une  valeur  voisine  de  Uoj  uo  H-^j 
la  courbe  F  —  (i/o  -h  /i)  cp  =  o  coupera  f=  o  en  pi  + 1 
points  voisins  du  point  considéré;  soient  /o+Bm 
^0  "*~  ^21  •  •  •  >  ^0  -f-  ^ïH-i  les  valeurs  du  paramètre  t  qui 
correspondent  respectivement  à  ces  |x  +  i  points.  H  y 
aura,  dans  la  somme  cr,  p.  + 1  termes  qui  tendront 
vers  l'infini  quand  h  tendra  vers  zéro)  ce  seront  les 
termes  de  la  somme 

en  désignant  par  Q(fo  -+■  6)  la  valeur  que  prend  le  poly- 
nôme Q(j^,  JK,  z)t  quand  on  y  remplace  a:,j^,  z  par  les 
coordonnées  du  point  de  la  courbey=  o,  dont  le  para- 
mètre est  to+0. 
Or,  on  a 

V(<o-H  6/)  =  V(/o)  -+-  e/V;.-i-  ...        (i  =  1 ,  2,  . . .  tjn-i); 

V(fo)  =  o,  Y,^  ^  o,  puisque  la  courbe  V  =  o  passe  par  le 
point  Iq  sans  y  toucher  la  courbe  y=o;  de  même, 
on  a 

Q(<o-he/)=Q(fo)-+-.... 

Q(fo)  n'est  pas  nul  par  hypothèse,  puisque  la  courbe 
Q  =  o  ne  passe  pas  par  le  point  fo-  II  en  résulte  que,  pour 
montrer  que  cr'  a  une  limite  iinîe  pour  h  =  o,  il  suffit  de 
le  démontrer  pour  la  somme 
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Or,  si  nous  posons  G  :-^  F —  «of ,  les  courbes  G  rr=  o 
et  y  =  G  ont  un  contact  d'ordre  |jl  au  point  t©  ;  on  a 
donc,  d'après  la  théorie  générale  du  contact, 

(i)  I  ^^''^     ""'''       G'(/«)=o,    ..., 

(  Gtlt>(fo)  =  o,        G^V'^^^{to)^o. 

Écrivons  maintenant  que  les  points  to  +  0/  sont  sur  la 
courbe  F  —  (m^ -f-  A)  cp  =  o,  c'est-à-dîre  G  —  /içp  =  o. 
Il  vient 

d'où,  en  développant  par  la  formule  deTaylor  et  tenant 
compte  des  relations  (i), 

On  voit  ainsi  que  0|,  B3,  ...,  Op^i.,  sont  les  racines 
d'une  équation  binôme 

par  conséquent  la  somme  de  leurs  inverses  est  nulle,  et 
a''  ne  devient  pas  infini  quand  h  tend  vers  zéro. 

Ce  raisonnement  suppose  toutefois  que  ^{Cq)  n'est 
pas  nul.  Or  f  (^o)  ^^  peut  être  nul  que  dans  4eux  cas; 
on  a,  en  elfet, 

F(/o)  — Moo('o)  =  o, 

et  la  condition  cp(^o)  =  o  entraînerait,  soit  Mo  =  00,  soit 
y(^t^)  =  G.  Si  uq  était  infini,  on  n'aurait  eu  qu'à  écrire 

l'équation  du  faisceau  sous  la  forme  -  F  —  cp,  et  le  pa- 
ramètre -  n'aurait  plus  été  infini  pour  la  courbe  consi- 
dérée. 

Il  ne  reste  donc  que  Tliypothèse  F(fo)  =0  :  les  deux 
Amn,  de  Afaifiémat.j  3*  série,  t.  VI.  (Novembre  1887.)       ^^ 
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courbes  F  =  o,  f  =  o  passent  alors  par  le  point  ^o  de  la 
courbe /=  o. 

En  ce  cas,  ou  peut  supposer  que  les  deux  courbes 
F  =  o,  cp  =  o  ont  avecy=  o,  au  point  t^^  un  contact  du 
même  ordre,  v;  s'il  en  était  autrement,  il  suffirait  de 

changer  u  en Ç  pour  se  trouver  dans  notre  hypo- 
thèse. 

Supposons  alors  que  la  courbe  F  —  ao  <p  =  o,  ou  0=0, 
ait  avec/=  o,  au  point  to^  un  contact  d'ordre  |jl,  |jl  étant 
supérieur  à  v. 

On  aura  toujours 

et  Téquation  Git^-h  6|)  —  //'^(/©-^  0,)  deviendra 


I.2...|X-HI     •  l.'l. 

Cette  équation  donne  v  4- 1  valeurs  nulles  pour  6,  ce 
qui  était  à  prévoir,  puisque  toutes  les  courbes  F  —  mç 
ont  avrcy=:  o,  au  point  ^q,  un  contact  d'ordre  v.  Siron 
se  débarrasse,  dans  la  somme 

des  termes  qui  correspondent  aux  points  fixes  communs 
à  la  courbe  y  =  o  et  aux  courbes  du  faisceau,  il  suffira, 

dans  a^',  de  conserver  les  termes  ^  qui  sont  les  racines  de 
Téquation 

{{j'-h  I):  (v-hOÎ  '         ^ 

La  somme  des  inverses  de  ces  racines  sera  nulle  si  Ton 
a  [JL  —  v^  a;  c'esl-à-dire  }jl  >  v  -h  2.  Il  faudra  donc  que  la 
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courbe  F — «0?  =  o  ait  avccy=n  o,  au  point  fo)  un  con- 
tact (l'un  ordre  supérieur  de  deux  unités  à  Tordre  du 
contact  àef=  o  avec  F  =  o  ou  ç  =  o  en  ce  point. 

3.  De  toute  cette  discussion,  qu'il  serait  facile  de 
compléter  en  étudiant  le  cas  où  la  courbe  Y  =  o  serait 
tangente  à  la  courbe /=  o,  au  point  fo>  résulte  le  théo- 
rème fondamental  suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  des  'valeurs  que  prend  une 

fonction  rationnelle  y  ^  (o:,  y^  z),  homogène  et  de  degré 

zéro,  aux  points  variables  communs  à  une  courbe  ah- 
gs brique,  y^=  Oj  et  à  chacune  des  courbes  d'un  fais- 
ceau, reste  constante  si  les  courbes  du  faisceau  qui 
passent  respectivement  par  les  points  d'intersection  des 

courbes  f=^o,  \=  Oy  rendant  la  fonction  ^  infinie, 

ont,  en  chacun  de  ces  points,  avec  la  courbe  f^=z  o,  un 
contact  d'un  ordre  au  moins  égal  à  la  différence 
entre  les  ordres  des  contacts  de  la  courbe  f^=o  avec 
les  courbes  \  =  o  et  Q=z  o  au  point  considéré. 

Si  la  courbe  Q  ==  o  ne  passe  pas  par  ce  point,  on 
devra,  pour  appliquer  le  théorème,  regarder  l'ordre  de 
son  contact  avec  f=  o  comme  égal  à  —  i  :  il  suffira 
alors  que  la  courbe  du  faisceau,  passant  par  le  point 
considéré,  y  ait,  avec  la  courbey=  o,  un  contact  d'ordre 
plus  élevé  que  Tordre  du  contact  dey=  o  avec  V=  o. 

Enfin,  si  toutes  les  courbes  du  faisceau  passent  par 
un  point  commun  hf=  o,  V=  o,  et  ont  en  ce  point 
avec  f=o  un  contact  d'ordre  v,  on  devra,  pour  appli- 
quer le  théorème,  regarder  comme  courbe  du  faisceau 
passant  par  le  point  celle  qui  a  eu  ce  point  avec  f^  o 
un  contact  d'ordre  v  -h  i . 

Jl  resterait,  pour  ne  laisser  aucune  hypothèse  de  côté, 
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k  examiner  le  cas  où  quelques-uns  des  points  commuus 
aux  courbes  V=o  ety=o  seraient  des  points  mul- 
tiples de  cette  dernière;  cette  étude  demanderait  des 
considérations  d*uu  ordre  un  peu  plus  élevé;  nous  di- 
rons seulement  que  Texislence  d'un  point  multiple  a  m 
branches  séparées  n'introduit  aucune  modification  dans 
le  théorème;  on  le  considérera  comme  formé  par  la 
réunion  de  m  points  distincts,  correspondant  chacun  à 
une  des  branches. 

4.  Remarque  I.  —  Nous  avons  admis,  dans  ce  qui 
précède,  que  les  courbes  sécantes  formaient  un  faisceau 

F —  U(f=zO, 

Le  théorème  s'applique,  ainsi  que  la  démonstration, 
si  les  courbes  sécantes  ont  une  équation  de  la  forme 
F(.r,^,  2,  m)  =  G,  F  étant  une  fonction  algébrique  do 
a-,  y,  z,  u. 

On  devra  seulement  supposer  que  P^  n'est  pas  nul 
dans  l'équation 


I.2...(|X-4-l) 

qui  remplace  l'équation  (a).  Cela  revient  h  dire  qu'au- 
cun des  points  communs  aux  courbes  f=o^  V=o 
n'est  sur  l'enveloppe  des  courbes  F(j:,  j',  z^  u)  =o. 

Nous  ne  ferons  pas  usage,  dans  cette  Note,  de  la  pro- 
position ainsi  généralisée,  qui  se  prête  moins  bien  aux 
applications  que  le  théorème  primitif. 

5.  Remarque  IL  —  On  peut  supposer  que  Q  et  V 
dépendent  non  seulement  de  jc,  y^  3,  mais  aussi  de  u. 
On  aura  toujours 

et 
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Mais  h  est  infiniment  petit  par  rapport  h  0/,  puisque 
6f^'  est  de  Tordre  de  h  ;  il  en  résulte  que  V(f  o-+-  O/,  i/o + h) 
se  réduit  à  Q^V,^,  et  la  démonstration  faite  plus  haut  est 
applicable. 

6.  G>iiOLLAiRE  I.  —  Observons  que,  d'après  le  théo- 
rème du  n*  3,  la  somme  des  valeurs  de  ^  aux   points 

communs  ày*=:  oetF  —  M«p  =  o  reste  constante  si  une 
même  courbe  du  faisceau  F  —  iiç  =  o  passe  par  tous 
les  points  communs  à/=o  et  V=o,  en  satisfaisant^ 
en  chacun  de  ces  points,  aux  conditions  énoncées. 

En  particulier,  si  V=o  ne  touche y*=o  en  aucun 

point,  la  somme  des  valeurs  de  ^  restera  constante  si, 

parmi  les  courbes  du  faisceau  sécant,  il  en  est  une  qui 
touche  la  courbe y*=  o  en  tous  les  points  de  cette  courbe 

où  y  devient  infinie. 

7.  Corollaire  II.  —  Un  autre  cas  particulier  du 
théorème  fondamental  nous  sera  utile  dans  les  applica- 
tions. 

Supposons  que  les  points  de  la  courbe /*=  o,  où  la 

fonction  rationnelle  y  (^^  J"?  z)  de  degré  zéro  devient 

infinie,  soient  tous  des  points  d'inflexion  de  /*,  et  que 

la  fonction  ^  soit  infinie  du  premier  ordre  en  chacun  de 

CCS  points  ('). 

Prenons  pour  faisceau  sécant  le  faisceau  des  courbes 


(»)  Le  sens  de  cette  expression  est  le  suivant  :  Si  V  =  o  a  un  con- 
tacl  d'ordre  }x  —  i  avec/=  o  au  point  considéré,  il  faut  que  Q  =  o 
ait  avec  cette  dernière  courbe,  au  mcmc  point,  un  contact  d'ordre 
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qui  coupeiil  rcspeclîvcmeiityss  o  aux  points  de  conlact 
des  tangentes  communes  à  cette  courbe  et  à  chacune  des 
courbes  d'un  faisceau  tangentiel  donné. 

Je  dis  que  la  somme  des  valeurs  de  la  fonction  ^y  aux 

points  communs  h  /=zo  et  à  chacune  des  courbes  du 
faisceau  ponctuel  considéré,  demeure  constante. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  montrer  que  la  courbe  du  fais- 
ceau ponctuel  qui  passe  par  un  des  points  d'inflexion 
donnés  sur  la  courbe  fz=z  o  touche  cette  courbe  en  ce 
point,  ce  qui  est  évident,  puisque  la  tangente  d'in- 
ilexion  correspondante  doit  être  comptée  deux  fois  parmi 
les  tangentes  communes  à  la  courbe y*=  o  et  à  la  courbe 
du  faisceau  tangentiel  qui  touche  cetU:  droite.  Donc  : 

Soit  ^  (jCj^f  z)  une  fonction  rationnelle  quelcoru/uef 

de  degré  zéro,  ne  devenant  infinie^  sur  une  courbe  al- 
gébrique y(x,  ^,  z)  =  o,  qu'en  des  points  d'inflexion 
de  cette  courbe,  et  étant  infinie  du  premier  ordre  seu- 
lement en  ces  points, 

La  somme  des  ^valeurs  que  prend  cette  fonction  aux 
points  de  contact  de  la  courbe  f=:oet  des  tangentes 
communes  à  cette  courbe  et  à  une  autre  courbe  algé- 
brique de  classe  donnée  reste  fixe  quand  cette  dernière 
varie  d'une  manière  quelconque. 

Nous  allons  faire  maintenant  quelques  applications 
du  théorème  fondamental  et  de  ses  deux  corollaires. 


Centres  des  moyennes  distances, 
8.  Soit  —  =  -;  la  somme  des  valeurs  de  ^  sera  égale 

V  <3  V 

à  mn  fois  Tabscisse  du  centre  des  moyennes  distances 
dos  points  communs  à  la  courbe  f=  o  et  aux  courtes 
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F  —  uff  =  o.    Nous  avons  donc  les   propositions  soi- 
vantes,  en  observant  que  la  courbe  V=  o  est  la  droite 
de  l'inGni  : 

I.  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  algébrique  quelconque  et  à  cha- 
cune des  courbes  d'un  faisceau  reste  fixe ,  si  chaque 
asymptote  de  la  courbe  est  asymptote  à  l'une  des 
courbes  du  faisceau. 

II.  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  algébrique  quelconque  et  à  cha- 
cune des  courbes  d'un  faisceau  reste  fixe  si,  parmi  les 
courbes  du  faisceau,  il  en  est  une  qui  admette  pour 
asymptotes  toutes  les  asymptotes  de  la  première  courbe. 

En  particulier,  cette  dernière  proposition  s'applique 
si  l'une  des  courbes  du  faisceau  comprend  la  droite  de 
l'infini  comptée  deux  fois,  car  cette  courbe  est  bien  tan- 
gente à  la  courbe  fixe  en  tous  les  points  à  Tinfini  de 
cette  dernière.  Les  courbes  du  faisceau  sécant  ont  alors 
mêmes  asymptotes.  Donc  : 

III.  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  deux  courbes  algébriques  reste  fixe  si  l'une 
de  ces  courbes  "varie  en  restant  asymptote  à  elle-même. 

Ce  dernier  théorème  est  dû  à  Liouville;  un  cas  parti- 
culier intéressant  est  le  suivant  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  com- 
muns à  une  courbe  algébrique  et  à  une  série  de  cercles 
concentriques  est  fixe. 

On  peut  remplacer  la  courbe  par  le  système  de  ses 
asymptotes  sans  changer  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances dont  il  s'agit;  par  suite  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  com- 


(  536  )  ' 
muns  à  un  cercle  et  à  une  courbe  algcbrù/ue  est  aussi 
celui  des  projections  du  centre  du  cercle  sur  les  asym- 
ptotes de  la  courbe. 

9.  Les  applications  des  trois  propositions  précédentes 
peuvent  être  variées  presque  indéfiniment;  nous  nous 
bornerons  à  quelques  exemples  particulièrement  sim- 
ples. 

Menons  à  la  courbe  y*=o  les  tangentes  parallèles  à 
une  même  direction  ;  les  points  de  contact  sont  sur  les 
courbes  f^  -\-  ufy  =  o .  La  courbe  de  ce  faisceau,  qui 
passe  par  un  point  à  l'infini  sur  y=  o,  touche  en  ce 
point  cette  dernière  courbe,  car  Tasymptote  correspon- 
dante compte  pour  deux  dans  le  nombre  des  tangentes 
qu'on  peut  mener  ày=:  o  parallèlement  à  sa  direction. 

Ou  est  donc  placé  dans  le  cas  de  la  proposition  I,  et 
Ton  obtient  ce  théorème  bien  connu,  du  à  Chasles  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  à  une  courbe  algébrique 
parallèlement  à  une  même  direction  reste  fixe  quand 
cette  direction  varie. 

10.  Dans  le  cas  où  la  courbe y=  o  a  toutes  ses  asym* 
ptotes  d'inflexion,  la  droite  5  =  o  ne  rencontre  cette 
courbe  qu'en  des  points  d'inflexion,  et  l'on  peut  appli- 
quer le  corollaire  II  du  théorème  fondamental.  Donc  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  menées  par  un  point  quelconque  du 
plan  à  une  courbe  algébrique  ayant  toutes  ses  asym- 
ptotes d'inflexion  est  un  point  fixe. 

Ce  point  est  aussi  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  de  contact ^  oi^ec  la  courbe  considérée,  des 
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tangentes  communes  à  cette  courbe  et  à  une  courbe 
algébrique  quelconque. 

Ces  deux  propositions  s'appliquent  à  un  grand  nombre 
de  courbes  connues-,  nous  citerons  en  particulier  le 
folium  de  Descartes,  la  Icmniscate  de  Bernoulli,  les 
courbes  dont  Téquation  polaire  est  p"  =  Â  cos/zo),  où  n 
est  un  entier  positif  au  moins  égal  à  2,  etc. 

11.  Le  cas  des  courbes  du  troisième  degré  à  point 
double,  ayant  leurs  trois  asymptotes  d^inflexion,  est  par- 
ticulièrement simple.  Si  Ton  mène  des  tangentes  à  la 
courbe  par  le  point  double,  les  points  de  contact  sont 
tous  confondus  en  ce  point,  qui  est  dès  lors  le  centre  des 
moyennes  distances  iixe  des  théorèmes  précédents.  En 
particulier,  on  voit  que  : 

Si,  par  un  point  a  d'une  cubique  à  point  double, 
ayant  ses  trois  asymptotes  d'inflexion,  on  mène  à  la 
courbe  les  deux  tangentes  dont  les  points  de  contact^ 
b  et  c  diffèrent  de  a  j  la  droite  qui  Joint  a  au  milieu  du 
segment  bc  passe  par  le  point  double,  qui  la  partage 
en  deux  parties  égales. 

Ce  théorème  pourrait  servir  de  base  à  une  étude  géo- 
métrique des  cubiques  dont  il  s*agit. 

De  même,  dans  le  cas  de  la  lemniscate,  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  considérés  est  aussi  le 
point  double  à  distance  finie  :  il  suflSt,  pour  le  voir,  d'i- 
maginer que  le  point  par  lequel  on  mène  les  tangentes 
coïncide  avec  ce  point  double.  On  peut  donc  dire  que  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des^  points  de  con- 
tact d'une  lemniscate  a\fec  les  tangentes  communes  à 
cette  courbe  et  à  une  couf*be  algébrique  quelconque 
est  le  centre  de  la  lemniscate. 
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Centres  des  moyennes  liannoniques. 

12.  Poncelet  appelle  centre  des  moyennes  Larmoui- 
qucsde  n  points  A|,Â2, ...,  par  rapport  a  une  droite  A, 
un  point  qui  jouit  de  la  propriété  suivante  :  Soit  D  une 
droite  quelconque  passant  par  ce  point.  Appelons  </|, 
^29  •  •  •  les  distances  de  A| ,  A^,  •*.  •  à  cette  droite  et  O4, 
O3,  ...  les  distances  de  ces  points  à  la  droite  fixe  A  :  on 
aura 

Il  en  résulte  que,  si  Ton  prend  un  triangle  de  réfé- 
rence dont  le  côté  z  =  q  soit  la  droite  A,  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  sera  dé  G  ni  par  les  relations 

Z         jâÊd  Si  Z         é^  Zi 

Xi^  yi^  Zi  étant  les  coordonnées  homogènes  du  point  A|. 

On  peut  faire  pour  le  centre  des  moyennes  harmo- 
niques la  même  théorie  que  pour  celui  des  moyennes 
distances  :  il  suflit  de  transformer  les  théorèmes  précé- 
dents par  perspective,  en  faisant  correspondre  la  droite 
de  Tinfini  de  l'ancien  plan  avec  la  droite  A  du  nouveau*, 
aussi  n^insisterons-nous  sur  t^e  point  que  dans  le  cas 
spécial  des  courbes  du  troisième  ordre. 

On  sait  qu'une  cubique  a  neuf  pointa  d'inflexion,  si- 
tués trois  à  trois  en  ligne  droite.  On  appelle  triangle 
injlexionnel  un  triangle  dont  chaque  côté  passe  par  trois 
points  d'inflexion,  aucun  des  sommets  ne  coïncidant  avec 
un  tel  point.  II. y  a  quatre  triangles  inflexionnels. 

Il  résulte  de  la  proposition  du  n**  10  que  si  Von  mène 
à  une  cubique  des  tangentes  par  un  point  quelconque 
de  son  plan,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des 
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points  de  contact  par  rapport  à  i'un  des  côtés  d'un 
triangle  injlexionnel  est  un  point  fixe. 

Il  est  intéressant  de  déterminer  ce  point  fixe. 

Mettons  Téq nation  de  la  cubicjue  sous  ia  forme  cano- 
nique 

(3)  x^  ^  y* ->!- z^ -^  ^\xyz  =  o. 

Les  droites  j:  =  o,j'  =  o,  z  =  o  sont  les  trois  côtés 
d*un  triangle  inilexionnel. 

Menons  à  la  cubique  des  tangentes  par  le  point  or  =  o, 
j^  =  o;  les  six  points  de  contact  seront  sur  la  conique 

(4)  ^*-f- aXay  -  o. 

Le  ceutre  des  moyennes  harmoniques  de  ces  six  points, 
par  rapport  à  la  droite  z  ==  o,  sera  déterminé  par  les 
relations 

«!=!;?'    6^=2^^    (.•=.,  a,...,  6). 

Z         M^  Zt  Z  ^^  Zi 

Pour  évaluer  ^  — >  éliminons  r  entre  les  équations 
(3)  cl  (4);  il  vient 

d'où,  puisque  le  terme  en  x^  manque, 


On  a  de  même 


Së" 


et,  pour  les  coordonnées  du  point  cherché. 


X  Y 


c'est-à-dire 

07  =  o,         ^  =  o. 
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13.  Ou  peut  donc  compléter  ainsi  le  théorème  pré- 
cédent : 

Si  l'on  mène  à  une  cubique  des  tangentes  par  un 
point  quelconque  de  son  plan,  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  des  six  points  de  contact,  par  rapport  à 
un  côté  d^un  triangle  inflexionnel,  coïncide  avec  le 
sommet  opposé  de  ce  triangle. 

De  même,  et  plus  généralement  : 

Le  centre  des  moyennes  harmoniques,  par  rapport 
à  un  côté  d'un  triangle  inflexionnel,  des  points  de 
contact  de  la  cubique  et  des  tangentes  communes  à  cette 
courbe  et  à  une  courbe  algébrique  quelconque,  coïn- 
cide avec  le  sommet  opposé  du  triangle  considéré. 


PoL 


aires. 


14.  Si  Ton  transforme  par  polaires  réciproques  la  dé- 
finition du  centre  des  moyennes  harmoniques  de  n  points 
par  rapport  à  un  axe,  on  retombe  sur  une  notion  bien 
connue^  en  Géométrie,  celle  de  la  polaire  d'un  point 
par  rapport  à  n  droites.  On  connaît  la  déiSuition  de  la 
polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe^  celle  delà 
polaire  d'un  point,  par  rapport  à  un  système  de  droites, 
est  la  même  \  rappelons-la  en  quelques  mots.  Si,  par  le 
point  considéré  O,  on  mène  une  sécante  quelconque 
coupant  la  courbe  aux  points  A|,  A3,  . . . ,  Kny  et  si  1  on 
prend  sur  la  droite  le  point  M,  tel  que 

n    _     I  1 

le  point  M  décrit,  quand  la  sécante  tourne  autoui  du 
point  O,  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  courbe. 
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En  transformant,  par  réciprocité,  les  propriétés  rela- 
tives  aux  centres  des  moyennes  harmoniques,  on  ob- 
tient, en  particulier,  les  théorèmes  suivants  : 

La  polaire  d' un  point  fixe  O,  par  rapport  aux  tan^ 
génies  communes  à  une  courbe  algébrique  C  et  à  cha- 
cune des  courbes  d'un  faisceau  tangentiel,  est  une 
droite  fixe  f  si,  parmi  les  courbes  du  faisceau,  il  en  est 
une  qui  touche  la  courbe  C  en  tous  les  points  de  con-- 
tact  de  cette  courbe  avec  les  tangentes  qu'on  peut  lui 
mener  du  point  O. 

La  polaire  du  point  O  reste  également  fixe  si  toutes 
tes  courbes  du  faisceau  ont  les  mêmes  tangentes  issues 
de  O,  et  les  mêmes  points  de  contact  avec  ces  tan- 
gentes. 

Exemple.  —  La  polaire  du  centre  d'un  cercle  par 
rapport  aux  tangentes  communes  à  ce  cercle  et  à  une 
courbe  algébrique  quelconque  reste  fixe  si  le  rayon  du 
cercle  varie,  le  centre  restant  fixe. 

15.  Aux  courbes  ayant  leurs  asymptotes  d'inflexion 
correspondent,  par  réciprocité,  des  courbes  telles  que  les 
tangentes  qu'on  peut  leur  mener  d*un  point  du  plan 
soient  toutes  de  rebroussement  ;  le  théorème  du  n**  10  se 
transforme  ainsi  : 

Si  toutes  les  tangentes  quon  peut  mener  à  une 
courbe  par  un  point  de  son  plan  sont  des  tangentes 
de  rebroussement,  la  polaire  de  ce  point  par  rapport 
aux  tangentes  menées  à  la  courbe  en  ses  points  de 
rencontre  avec  une  courbe  algébrique  quelconque  est 
une  droite  fixe. 

Ce  théorème  s'applique,  en  particulier,  à  Thypocy- 
cloïde  à  trois  rebroussemciits,  aux  développées  des  co- 
niques, etc. 
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Propriétés  de  la  lemniscate. 

16.  La  lemniscate  est  une  courbe  du  quatrième  degré 
à  trois  points  doubles  ;  deux  sont  les  points  cycliques  du 
plan,  l'autre  est  le  centre  de  la  courbe;  en  chacun  de 
ces  points,  les  deux  tangentes  à  la  courbe  sont  d'in- 
flexion. Il  en  résulte  que,  le  centre  étant  pris  pour  ori- 
gine, les  trois  droites  0:4-1^  =  0,  x  —  iy  =  o,  2  =  0 
ne  coupent  la  courbe  qu'en  des  points  dMnÛexion.  Par 
conséquent,  en  appliquant  le  corollaire  du  n*  7,  on  voit 
que,  si  Ton  mène  les  tangentes  communes  à  la  lemnis- 
cate et  a  une  courbe  quelconque  de  classe  donnée,  les 
fonctions  symétriques  suivantes  des  coordonnées  x^j 
des  points  de  contact  de  ces  tangentes  avec  la  lemniscate 
restent  constantes  : 

21  ~  '  2  ~^  ^^^*  avons  déjà  énoncé  le  théorème  cor- 
respondant (n°  H); 

\^ ^\  car ^  devient  infini  du  premier  ordre 

seulement  aux  deux  points  cycliques  -, 

zl-i-r— 7'    Z.    /."   o  car  Z.—r—i  devient  inGni, 
^dx^-^-y*     Adx^'\-y^^  Adx*-¥-y^ 

et  du  premier  ordre  seulement,  à  Torigine. 

Pour  interpréter  ce  dernier  résultat,  nous  rappelle- 
rons une  définition  due  à  Laguerre, 

Laguerre  appelle  centre  harmonique  d'un  système  de 
îi  points  Ai,  A2,  . .  . ,  A„,  par  rapport  à  un  pôle  0,  un 
point  ainsi  défini  :  sur  les  directions  OAi ,  OA2,  .  •  o  o" 

porte  des  longueurs  égales  à  jr-r-y  ttt- '  •  ••  <it  ^^^  '^"^ 
compose  comme  des  forces  ;  soit  OR,  la  résultante. 
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Portons  sur  OR  une  longueur  OR|  =  rjrr- 1  le  point  R 
sera  le  qtîutre  harmonique»  Si  -  et  -  sont  ses  coordon- 
nées  par  rapport  à  deux   axes   rectangulaires  passant 
par  O,  on  a 

xi  -^yt  ~~  ^  x}  -hy'f  '  x*-hy^      ^  xf  -\-yf  ' 

Nous  pouvons  énoncer  maintenant  les  propriétés  sui- 
vantes : 

Menons  les  tangentes  communes  à  une  lemniscate  et 
à  une  courbe  algébrique  qui  Darie  d'une  manière  quel- 
conque, en  conservant  sa  classe,  et  considérons  les 
points  de  contact  de  la  lemniscate  avec  un  des  systèmes 
de  tangentes  communes  : 

1  "  Le  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points 
de  contact  reste  fixe, 

a"  Le  centre  harmonique  du  centime  de  la  lemniscate 
par  rapport  à  ces  points  reste  fixe. 

3°  La  somme  des  carrés  des  distances  de  ces  points 
au  centre  de  la  lemniscate  reste  fixe. 

4°  La  somme  des  carrés  des  sinus  ou  des  cosinus  des 
angles  que  font  les  rayons  vecteurs  correspondants 
ai^ec  un  des  axes  de  la  courbe  reste  fixe. 

Applications  diverses. 

17.  Soit  Cune  courbe  algébrique  j  par  un  point  M 
de  son  plan  menons-lui  des  normales^  soient  P  le  pied 
de  Tune  d'elles,  R  le  centre  de  courbure  eu  P.  Nous 
allons  démontrer  qu'on  a,  quand  M  varie, 

T  =  consl. 
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la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  normales  issues 
de  M. 

Soient,   en  effet,  v  ia  longueur  MP,   p  le  rayon  de 
courbure  PR  •,  on  a 

MP  _      y 
MK  ~  V  —  p  ' 

On  va  montrer  d'abord  que  est  une  fonction  ra- 

^  V  —  p 

tionnelle  des  coordonnées  des  points  M  et  P. 

Soient  a^et  ^  les  coordonnées  de  M;  Ç  et  t^  celles  de  P. 
On  a 


^.^Ut^I. 


P^  -  H* 


H  étant  un  polynôme  entier.  Or,  la  normale  M  P  passant 
.   par  M,  on  a 

A        A 


d'où 
et  enfin 


v«=^'[/r-/;*] 


Ç-at 


ce  gui  est  bien  une  fonction  rationnelle.  La  valeur  de 

cette  fonction  définit,  d'ailleurs,  d'une  façon  précise  la 

MP 
quantité  -rrrt  •  Cela  posé,  supposons  que  M  décrive  Taxe 

des  Xy  on  aura 

sera  fonction  rationnelle  dcî  S,  71  et  a.  Il  résulte  de 
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BO  USSINESQ  (  J.  )>  Membre  do  rfnslilut.  Professeur  do  Mécanitnio  physique 
il  la  F?enUc  des  Srieiiœs  do  Paris.  —  Cours  d'Analyse  infinitésimale,  à 
Tuso^'e  dos  personnes  qui  éliidionl  celte  Science  en  vue  de  ses  applications 
mécaniques  el  physiques. a  vohinies  in-8,  avec  figures  dans  le  texte. 

On  vend  séparément  : 
Tome  I.  —  Calcul  différent icL 

Fascicule  /.  —  Partie  élémenlaire;  1887. .  * » 7  Tr.  5o  c. 

Fascicule  II,  —  ComplémeiiU ;  1 8S7 , , . . .     9  Tr.  5o  c. 

Tome  II.  —  Calcul  inté^raL 

Fascicule  /.  —  Patlio  élénienuiro. . .  » , .     {Sous  presse,) 

Fascicule  //.  —  Compléments ( Sous  presse.  ) 

En  offrant  cet  Ouvrafje  à  l'Acadcniie  des  Sciences,  dans  la  séance  du 
a 7  juin  1887,  M.  Boussinesq  s'est  exprimé  ainsi  : 

Ce  Cours  d'Analyse  s'adresse  surtout  nu x  physiciens,  natumttstes,  élèves  in(;é«- 
iiieurs,  philosophes,  etc.,  pou  hobitiiés  au  maniement  des  formules  algébriques» 
mais  qui  éprouvent  le  besoin,  pour  leurs  études  propres,  de  connaître,  dans  son 
esprit  et  dans  ses  principaux  résultais,  le  calcul  des  infiniment  petits  ou  des 
Tonctions  continues. 

J'espère,  en  les  conduisant  pas  k  pas  par  les  voic^s  qui  m^ont  paru  tes  plus  in> 
tuitives.  les  mieux  appropriées  ii  notre  sentiment  naturel  deja  graduelle  variation 
(les  choses,  les  y  familiarisfr  avec  les  idées  et  les  méthodes  qui  ont  valu  à  ce 
puissant  instrument  intellectuel,  toujours  en  voie  d'accroissement  depuis  le 
wii*  siècle,  sa  merveilleuse  coo|:erution  aux  profjrt's  des  Sciences  de  la  nature  et 
une  place  presque  aussi  grande  dans  l'cnseifruemenl  des  Kcoles  techniques  que 
dans  celui  de  nos  Facultés. 

fiRISSE  (Cai.),  Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Condorcet, 
Képétitetir  de  Géométrie  descriptive  à  l'École  Polytechnique.  —  Conra 
de  Géométrie  descriptive. 
I'*  Partie,  à  Tusage  des  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  élémen- 
taires. Grand  in-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1882 5  fr. 

Il*  Partie,  à  l'usage  dos  élèves  delà  classe  de  Mathématiques  spéciales. 
Grand  in-8,   avec  figures  dans  le  texte;  1887. 

Prix  pour  les  souscripteurs 7  fr» 

Un  premier  fascicule  a  paru* 

OARBOïïX  (Gaston).  —  Cours  de  Géométrie  de  la  Faculté  des  Sciences. 

—  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  et  les  applications 

géométriques  du  Calcul  infinitésimal.  Deux  volumes  grand  in-8,  avec 

figures,  se  vendant  séparément  : 

l**  Partie  :  Gént^alités.  Coordonnées curvdignes.  Surfaces  minima;  1887. 

i5  fr. 

U*  Partie  :  Théorie  des  systèmes  de  rayons  rectilignes.  —  Formules 

de  Codazzi.  Lignes  géodésiques*  Théorie  des  surfaces  applicables  sur 

une  surface  donnée (  Sous  presse») 

RËHOND  C  A.  \  Ancien  Élève  de  l'Écolo  Polytechnique,  Licencié  es  Sciences, 
Professeur  do  Mathématiques  spéciales  à  l'Écolo  préparatoire  de  Sainte- 
Barbe.  —  Exercices  élémentaires  de  Géométrie  analytique  à  deux  et 
à  trois  dimensions,  avec  un  exposé  des  métiiooes  dis  hésolution,  suivis 
des  Enoncés  de  problèmes  donnés  jmur  les  compositions  d'admission  aux 
Écoles  Polytechnique  y  Nofnwle  et  Centrale^  et  au  Concours  généra  L  a  vo- 
lumes in-8,  avec  figures  dans  le  texte,  se  vendant  séparément  : 

V*  Partie  :  Géométrie  a  deux  dimensions;  1887 8  fr. 

H*  Partie  :  Géométrie  à  trois  dimensions,  li nonces.  . .     {^Sous  presse.) 


(Troisième  Série.)  —  IVovembre  1887. 
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\x%  ahrj(mtîm<inU  ««ni  iinnuoUcl  fiarUint  de  Jîtnrirr. 

PiiH* , 

AC)|11*«    Ï'IT' 


]a  Remarque  II  du  n'*  5,  que  la  somme 

^v  —  P  ^  ^  p 

I  — - 

V 

étendue  aux  points  d'intersection  des  courbes 

7=0         et         î/^— l/ç-a/ï=o 

sera  constante,  si,  toutes  les  fois  que  la  seconde  passe  par 
un  point  dey=  o  tel  que  i  —  ~  soit  nul,  elle  touche  en 

ce  point  la  courbe  /=  o.  Or,  si  i  —  -  =  o,  on  a  p  =  v, 

et  le  point  M  coïncide  avec  le  centre  de  courbure  R  de 
la  courbe  en  P;  deux  des  normales  menées  à  la  courbe 
par  M  ont  donc  leur  pied  en  P,  et  la  courbe 

touche  au  point  P  la  courbe  y  =  o.  Il  en  résulte  bien 
que  ^  est  constant^  on  a  donc,  comme  on  Tavait 

annoncé, 

2MP 
—  =  consl. 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  normales  menées 
du  point  M  à  la  courbe. 

18.  Pour  terminer  ces  applications,  considérons  une 
courbe  algébrique  C,  et  un  cercle  S,  de  centre  O.  Me- 
nons les  tangentes  communes  â  la  courbe  et  au  cercle; 
soit  t  la  longueur  d'une  de  ces  tangentes  comprise 
entre  les  deux  points  de  contact.  Nous  allons  montrer 
qu^on  a 

2.~  ~  const. 
Ann.  de  Matkemat.,  3«  série,  t.  VI  (Décembre  1887).      36 
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quand  le  rayon  du  cercle  varie,  le  cenlre  O  reslanl  flxe. 
En  effet,  supposons  que  le  cercle  ail  pour  équation      ^ 

Soit  Ç,  T,  un  point  de  la  courbe /=  o,  tel  que  la  Un- 
gente  en  ce  point  à  la  courbe  touche  le  cercle.  On  aura 

et 
c'est-H-dire 


et  enfin 
ou 


iA  -^  1 A 

On  voit  que  t  est  fonction  rationnelle  de  Ç,  r,  et  R. 

Faisons  varier  R;  la  somme  ^  -  étendue  aux  points 
communs  aux  courbes 

/=  o        et        (?/,  H-  7,/,)'  -  R» (/i'  +/,»)  =  o 

ne  peut  devenir  infinie  que  si  une  des  quantités  t  devient 
nulle.  Cette  circonstance  ne  peut  se  présenter  que  dans 
deux  cas  : 

1°  Ou  bien  les  deux  points  de  contact  de  la  tangente 
avec  le  cercle  et  la  courbe  coïncident  -,  le  cercle  est  alors 
tangent  à  la  courbe,  et  deux  des  tangentes  communes 
coïncident  avec  la  tangente  considérée; 

a°  Ou  bien  la  direction  de  la  tangente  commune  est 
une  des  directions  cycliques  du  plan   ;  ce  cas  ne  peut 
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se  présenter,  pour  une  courbe  C  réelle,  cjue  si  le  centre 
du  cercle  est  un   foyer  de  la  courbe.  En  excluant  ce 
cas,  il  résulte  de  ce  qui  précède  et  du  théorème  général 

que  \j  -  ne  devient  pas  infini  ;  donc  : 

Si  l'on  mène  les  tangentes  communes  à  un  cercle  et 
à  une  courbe  algébrique,  n  ayant  pas  pour  foyer  le 
centre  du  cercle,  la  somme  des  inverses  des  longueurs 
de  ces  tangentes  reste  constante  quand  le  rayon  du 
cercle  "varie,  son  centre  restant  Jixe, 

Sî  le  cercle  se  réduit  à  un  cercle  de  rayon  nul,  les 
tangentes  communes  à  la  courbe  et  au  cercle  se  confon- 
dent deux  à  deux,  et  Ton  voit  aisément  que  deux  tan- 
gentes confondues  doivent  être  prises  avec  des  signes 
contraires.  La  somme  des  inverses  de  leurs  longueurs 
est  donc  nulle  ^  par  conséquent  : 

La  somme  algébrique  des  inverses  des  longueurs 
des  tangentes  communes  à  un  cercle  et  à  une  courbe 
algébrique  est  nulle,  si  le  centre  du  cercle  n'est  pas  un 
foyer  de  la  courbe. 


SUR  LES  VALEURS  APPROCHEES  DES  POLYNOMES 
DE  BERNOULLl; 

Par  m.  p.  APPELL. 


1 .  Dans  une  Note  précédente  (  *  ),  nous  avons  indiqué 
les  principales  propriétés  des  polynômes  de  Bcrnoulli 
^p{x)  qui,  pour  des   valeurs  entières  positives  de  x. 


(^)  Nouvelles  Annales,  p.  3ia  du  préscat  Volume. 
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expriment  la  somme  des  jr/«*°«*  puissances  des  x  pre- 
miers nombres  entiers 

^o(x)  =  x,  Oi{x)= ,  ^ 

?î(^)  = ^ ' 

Nous  nous  proposons  maintenant  de  chercher  une  va- 
leur approchée  du  polynôme  Op{x)  quand  p  est  très 
grand,  cl,  pour  cela,  nous  suivrons  une  méthode  géné- 
rale qui  a  été  donnée  par  M.  Darboux  dans  un  Mémoire 
Sur  V  appj'oximation  de  fonctions  de  très  grands  nom- 
bres (Journal  de  Liouville,  3*  série,  t.  IV  ;  1878). 

La  fonction  de  z 

est  holomorphe  (c'est-à-dire  est  uniforme,  finie,  et  ad- 
met une  dérivée)  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le 
module  est  inférieur  à  a^c^  en  effet,  cette  fonction  de- 
vient infinie  aux  seuls  points 

5=±21Cl,  Z  =±1  ^Tzi^  ...,  (l  =  / — l). 

On  peut  donc  développer /(z)  par  la  formule  de  Mac- 
laurin  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  po- 
sitives croissantes  de  z  convergente  dans  le  cercle  de 
rayon  air.  Si  Ton  calcule  les  coefficients  de  ce  dévelop- 

pement,  on  voit  que  le  coefficient  de est  un  po- 
lynôme en  X  qui  se  réduit  à 

quand  x  est  entier  et  positif  :  ce  coefficient  est  donc  le 
polynôme  'f/7,(x),  et  l'on  peut  écrire 
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Le  fait  que  le  coefllcienl  de  — ~ se  réduit  à  la  somme 

desp''"**  puissances  des  x  premiers  entiers  quand  x  est 
entier  et  positif,  résulte  immédiatement  de  ce  que,  si  x 
est  un  entier  positif,  e^^-^*  ^  —  i  est  divisible  par  e* —  i , 
et  qu'on  a,  dans  ce  cas, 

Cela  posé,  on  peut  toujours  déterminer  deux  con- 
stantes A  et  B,  de  telle  façon  que  la  dilTéreuce 

(3)  ^{Z)=f(z) : 5 , 

reste  finie,  quel  que  soit  x,  pour  z  =  aut  et  pour 
z  =  —  a  1:1.  En  efTet,  le  produit 

est  une  fonction  de  z  holomorphe  dans  le  voisinage  de 
z  =  2711  :  par  suite,  pour  des  valeurs  de  z  voisines  de 
2iri,  cette  fonction  est  développable  par  la  formule  de 
Taylor,  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  croissantes  de  (z  —  airi), 

(4)    (^  — 2itt)/(-)^  A-f- Ai(<3  — 2irt)-^A,(5  -2irO*-H..., 

où  A  est  la  valeur  que  prend  le  produit  (z  —  2Tzi)f{z) 
pour  z  =  ani, 

U  résulte  alors  du  développement  (4)  que  la  dillé-- 
rence 

A-)—  -     '.,^;  =  A,-h  A,(;;  — îiirO-i-... 

reste  finie  pour  z  =  ^izi.  On  verra  de  même  que,  en  pre- 
nant pour  B  la  valeur  du  produit  (^  -h  2Tzi)  f(z)  pour 
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z  •=. —  27:/,  à  savoir 

la  différence 


Z  -h  2.1ti 


reste  finie  quand  z  tend  vers  —  2  7ti. 

Les  constantes  A  et  B  étant  ainsi  déterminées,  la 
différence  (3)  appelée  ^(2)  est  finie  aux  deux  points 
dz  27ti.  La  fonction  ^(^)  ne  devient  plus  infinie qu^aux 
points  ±  4'rti,  ±  ÔTti,  ...  :  elle  est  donc  développable, 
par  la  formule  de  Maclaurin,  pour  les  valeurs  de  z 
dont  le  module  est  inférieur  à  4''^»  ^^  Xovl  a,  pour  ces 
valeurs, 

<j/(^)  =  a© -4-  a^z  -h  ai>5*-i-. .  .-h  «p^sP-h 

Cette  série  est  convergente,  en  particulier  pour  2  =  sîï^ 
et  Ton  a 

puisque  le  terme  général  d'une  série  convergente  a  pour 
limite  zéro. 

Ecrivons  alors  Tidentité  (3)  sous  la  forme 


>S  -h  2  TT  * 


et,  en  supposant  le  module  de  z  inférieur  à  27c,  déve- 
loppons les  deux  membres  suivant  les  puissances  posi- 
tives croissantes  de  z  :  les  coefficients  de  zP  devant  être 
les  mêmes  dans  les  deux  membres,  on  aura 


Op(T)    _^        _  A— (— i)pB 
1.2. .  ./?  ~    ''  {iTz i)P-^^ 

--[A-(-i)"B] 


O  +  E/i) 
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en  désignant  par  Zp  la  quantité 

^P-''  A  -  (-"lyB 

qui  tend  vers  zéro  quand  p  croît  indéfiniment,  d'après 
la  remarque  faite  plus  haut  sur  le  produit  (2'n)Pap, 
D'après  cela,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs  et 
distinguant  les  deux  cas  de  p  impair  et  de  p  pair,  on  a, 
pour  les  valeurs  approchées  de  ^p{x)  quand  p  est  très 
grand, 


(5) 


I   9tn-^l(x)  =  (-  I)*-^» .  1 .2.3.  .  .(a/l  -h  l)  ^^^^iri^t  ('  -^  ^««-^l)' 

< 


Lorsque  oc  est  entier,  les  quantités  appelées  A  et  B 
sont  nulles  et,  par  suite,  la  quantité  appelée  tp  est 
infinie  :  les  formules  deviennent  illusoires  à  partir  du 
moment  où  Ton  a  introduit  e^,. 

Ces  formules  (5)  pourraient  aussi  se  déduire  des 
développements  en  série  trigonométrique  que  donne 
Raabe  dans  le  Tome  42  du  Journal  de  Ci  elle  pour  les 
polynômes  (fp(x).  Il  serait  trop  long  de  reproduire  ici 
ces  développements;  je  me  bornerai  à  rappeler  que 
M.  Hermite  a  indiqué,  dans  le  Tome  79  du  Journal  de 
Crelle,  une  méthode  très  simple  pour  les  obtenir. 

2.  Ces  résultats  permettent,  dans  beaucoup  de  cas, 
de  reconnaître  la  convergence  ou  la  divergence  de  séries 
ordonnées  suivant  les  polynômes  ^p{x).  Si  nous  pre- 
nons, par  exemple,  la  série 


S  =  ^^(î-ji7)?»^)- 


1  I 

I  I 


5'*         (^-HI)'» 


o,(x)-f-. 
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que  nous  avons  considérée  dans  notre  précédent  article, 
nous  avons  facilement  le  résultat  suivant  : 

La  série  S  est  convergente  quand  x  est  un  nombre 
entier  positif  ou  négatif  dont  la  valeur  absolue  est 
plus  petite  que  celui  des  modules  de  z  et  de  z  -^  i  qui 

est  le  plus  petit  ;  elle  a  alors  pour  somme Cette 

série  est  divergente  pour  toute  autre  valeur  de  x. 

Pour  le  montrer,  supposons  d'abord  que  x  soit  un 
nombre  entier  positif;  nous  aurons 

<pp(a?)  =  \-hiP-\-  3/»  +  ... -H  a:/», 

et  la  somme  Sn  des  n  premiers  termes  de  la  série  S  peut 
s'écrire 


i-a 

-^7.^- 

-f.) 

-a 

2 

-T) 

-a 

3 

3«-»  \ 

-a 

X 

-3-4-  I 


2 

3 

-+-...-4- 


(i;-hi)« 


3»-t    • 

(-3-|-l)« 


(^  +  I)« 


(^-l-l)« 


où  les  parenthèses  sont  des  progressions  géométriques 
dont  les  raisons  respectives 


I 


T 
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oui  toutes,  d'après  Thypothèse,  des  modules  moindres 
que  l'unité.  Si  donc  on  fait  croître  n  indéfiniment,  toutes 
ces  progressions  sont  convergentes  et  Ton  trouve 


S  =  liinS/,=      -h 


S  Z  —  I  ^  —  '2 


Z  —  X        Z         Z  —  I         Z  —  '2  Z  —  X-hl 

c'est-à-dire,  en  réduisant, 

S  =  IîmS/i= • 

z  —  J7 

Si  X  est  un  entier  négatif,  tel  que  les  modules  de  - 
et soient  tous  deux  moindres  que  Tunité,  on  vérifie 

sans  peine,  en  appliquant  la  même  méthode  et  s'appuyant 
sur  les  relations 

?o(— ^)=  — ?o(^), 
cpp(-  X)  =  (-  î)P^^  ^p{x  -  I),  (/?  >  o), 

que  la  série  S  est  convergente  et  a  pour  somme  ^ • 

Enfin,  si  x  est  nul,  la  série  a  évidemment  pour  somme 
->  c'est-à-dire  encore 

z  z  —  X 

Mais  il  est  très  remarquable  que,  pour  toute-  autre 
valeur  de  x  (non  entière)^  la  série  S  est  divergente,  quel 
que  soit  z.  En  eflet,  dans  ce  cas,  le  terme  de  rang  (2/ï -f-  3) 
de  cette  série  a  pour  valeur  approchée,  quand  «est  très 
grand, 

(-.)-......3...(.n-H,)|_;^^---^^^^J---^(,  +  W.); 

et,  à  cause  du  facteur  i .  a .  3 . . .  (  2  w  H-  i  ),  ce  terme  aug- 
mente indéfiniment  avec  /i,  quel  que  soit  z,  La  série  S 
est  donc  divergente. 

Il  est  évident  que  Ton  pourra  former  une  infinité 
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d'autres  séries  de  polynômes  ^p{jc)  possédant  la  même 
propriété  que  la  série  S,  c'est-à-dire  convergentes  pour 
certaines  valeurs  entières  de  x  et  divergentes  pour  toute 
autre  valeur  de  x. 


THÉORIES  DE  LA  RÉFRACTION  ASTRONOHI«lIB 
ET  DE  LABERRATION 

[Suite  (')]; 
Par   m.    OssiAN    BONNET. 


Remarque,  —  Dans  la  démonstration  ou  plutôt  la  vé- 
rification qui  précède,  on  a  supposé  que  les  constantes  m, 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3«  série,  t.  VI,  juillet- 
aoùt  1887.  Quelques  fautes  matérielles  se  sont  glissées  dans  ce  pre- 
mier article;  quoiqu'elles  n'aient  aucune  importance,  il  ne  sera  pas 
inutile  d'en  indiquer  la  correction  : 

Page  344i  ligne  6  en  descendant,  au  lieu  de  le  moyen  le  plus  simple, 
lisez  l'évaluation  la  plus  simple. 

Page  35o,  ligne  3  en  descendant,  entre  fondamental  et  des  projec- 
tions, intercalez  de  la  théorie. 

Page  36o,  lignes  a,  4»  8  en  remontant,  et  page  36i,  ligne  4  ^^  ^~ 
montant,  au  lieu  de  7993, 147^  lisez  7993,148. 

Page  36o,  ligne  9  en  remontant,  après  lequel  poids,  ajoutez  rap- 
porté à  l'unité  de  volume. 

Page  36i,  lignes  14  et  16  en  remontant,  au  lieu  de  7993, i5,  lisez 
7993, i48. 

Page  364,  ligi^c  a  en  descendant,  supprimez  la  diviser  par  sin  l'ou 

f             c  ce         648000 
et  remplacez  ao6a65  par  — ^ • 

Page  364,  ligne  4  en  descendant,  remplacez  ao6a65  par  -^^ — 

Page  367,  ligne  i3  en  remontant,  et  page  368,  ligne  9  en  descendanl, 
au  lieu  de  10'.  799316,  lisez  10*.  7993148. 

Page  367,  ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  1,9185493,  lises 
T,9i8523o. 

Page  368,  ligne  it  en  descendant,  au  /leu^e  3,9^39, /ûes  a, 9438j- 
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M,  a,  D,  4(«o'  —  i)  *ît  p^  qui  repiésenlciil  respective- 
ment le  coei'lieieul  de  dilatation  de  l'air,  le  coefUicienl 
de  dilatation  du  mercure,  le  rayon  terrestre,  la  hauteur 
de  raimosphère,  la  demi-puissance  réfractive  et  la  pres- 
sion en  un  point  de  l'atmosphère  situé  à  la  surface  de 
la  terre  dans  les  conditions  atmosphériques  normales, 
étaient  rigoureusement  définies  par  les  relations 

m  =  0,008671,        M  —  0,000179,        a  =  6866738, 
D  =  75000,        {(  a'o*  —  i)  =  0,000294334,       />'p  =  7993,  i48. 

De  plus,  on  a  regardé  les  logarithmes  à  sept  décimales 
fournis  par  les  Tables  comme  jouissant  d'une  manière 
absolument  exacte  des  mêmes  propriétés  que  les  loga- 
rithmes vrais  ou  théoriques  au  point  de  vue  de  la  sim- 
plification des  calculs  numériques.  Or  tout  cela  n'est 
vrai  qu' approximativement,  et  Ton  peut  avoir  des  doutes 
sur  l'exactitude  de  la  conclusion  à  laquelle  nous  avons 
été  conduits.  Voici  une  manière  de  raisonner  qui  est 
entièrement  rigoureuse. 
On  peut  toujours  poser 

/w<  0,003671,        M  <  0,00017901,        rt  ^- D  <  6441800, 

j(/i',;  — 1X0,00029439,     />;>  7993,1, 

ainsi  que  cela  résulte  de  calculs  et  d'expériences  incon- 
testés. Cela  étant,  nous  aurons  d'abord 

i-l-/?iTo>  0,88987,         I -h  MTo>  0,994629, 
puis 

^L  '  ^^0-0^  'in'-      i)   "°  '  . î__ 

2         po  2^^    "^  ^0,76   i-h/wTo   i-^MTo 

<  0,00029439.1  ,o38a  — ^-^ y^—  > 

*"  ^  '    0,88987  0,994629 

M  ~  ==/>'o(«  -^  '^To)  >  9993, 1 .0,88987, 
Po 

et  la  relation  raa  <^  ^  ou  mieux  (a  +  D)a<^  qu  il 
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s^agit  de  vérifier  deviendra,  en  augmcntaut  le  premier 
membre  et  diminuant  le  second, 


,29439 


644 1 8 . 1  o»  -^^'  <  7993 ,1.0, 88987 .  o ,  994629 
ou 


io>.6,44i8.2,9439<  7,9931.8,8987.9,94629. 

Nous  substituerons  à  cette  inégalité  l'inégalité  loga- 
rithmique correspondante;  seulement,  au  lieu  décon- 
sidérer dans  celle-ci  les  valeurs  exactes  des  deux 
membres,  nous  prendrons  une  valeur  approchée  par 
excès  dans  le  premier  membre  et  une  valeur  approchée 
par  défaut  dans  le  second  membre,  ce  qui  suffira  évi- 
demment. Or  les  logarithmes  fournis  par  les  Tables  à 
sept  décimales  étant  approchés  par  défaut  ou  par  excès 
à  moins  d'une  unité  décimale  du  septième  ordre,  on  a, 
la  caractéristique  L  désignant  les  logarithmes  théo- 
riques ou  vrais,  1° 

L. 10' =  a 

L.6,44i8<  0,8090073 
L.2,9439<  0,4689232 
L. I ,o382  <  0,016281 I 

Ce  qui  donne 3,2942116 

pour  la  limite  supérieure  du  premier  membre  de  Finéga- 
lité  logarithmique,  et  2^ 

L.7ï993i  >  0,9027151 

•2  L. 8, 8987  >  1 ,8986530 

L.9,9463>  0,9976615 

Ce  qui  donne 3 ,  7990296 

pour  la  limite  inférieure  du  second  membre  de  la  même 
inégalité;  on  voit  donc  que  l'inégalité  logarithmique  est 
satisfaite,  et,  par  suite,  que  l'inégalité  primitive  Test 
aussi. 
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VII.   —  Détermination  de  la  valeur  approchée 

DE    LA    RÉFRACTION    TOTALE. 

Nous  allons  enfin  déterminer  une  valeur  approchée  de 
Tîntégrale  définie 


648000 

_z a 


OÙ,  pour  simplifier,  on  a  remplacé  par  e  la  Ibnction 

et  qui  exprime  la  valeur  exacte  de  la  réfraction  totale  R 
évaluée  en  secondes  d'angle. 

On  a  démontré  précédemment  que  e  est  positif  pour 
toutes  les  valeurs  de  u  et  les  valeurs  correspondantes  de 
5.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  Ton  a 

«  —  h  <  (i-h  e)"  >  <  I  — -Je  H- ;  e«. 

En  effet,  <p(£)  étant  une  fonction  quelconque  de  s,  et 
6  et  8'  deux  nombres  positifs  moindres  que  i ,  on  sait  que 

(p(E)  =  o(o)-l-cp'(ee)£ 
et 

o(£)  =  0(0) -h  çp'(o)£ -h  ^'(6'e)  ~  . 
Faisons,  dans  la  première  égalité, 

et,  par  suite, 


?(0  =  (H-0    »— i-hie 


cp(o)  sera  nul,   ©'(s)  sera  positif  pour  e  positif;  donc 
(p(c)  sera  positif,  cl  Ton  aura 
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pour  s  positif.  Faisons  ensuite,  dans  la  seconde  égalité. 


Q(e)  =  (i-f-s)~«~i-f-l£-|e«; 
d'où 

?'(0=-i(«-+-e)"*-4-i--Î£ 
et 

?'(0  =  ï(i  +  0~*-!; 

0(0)  et  cp'(o)  seront  nuls,  '^"(6'e)  sera  négatif  pour  t  po- 
sitif; donc  ©(e)  sera  négatif,  et  Ton  aura 

pour  e  positif.  Cela  étant,  si  l'on  pose 


648000     ,              /'Vn-2a(i  — *)  /        1    \   - 
~ a  tangua  / ^^ — h      (' &)du 


0       (i-4-'2aa) 
6^8000    ^  /'V 


X 


8000                     /•   v^i-H- '?-a(ï  —  5) 
-—at^jigza  ^--^ 

3  648000  /'V'-^'^2f(i- 

i/o  (I-4-2XM) 

[i  -  --±A-  (I  -  5)«l%anf?V5«  du  =  R% 


8  TT 

»^  0 

3  648000  ^,^^^^^      /•  V'  -f-'2a(i  — 5) 

(l  -4-  2XM)* 

r  i-}-2a    . 

X 

on  aura 


par  suite, 
mais, 


R'<R<R'-i-R'; 

o<R  — R'<R'; 

I  —  s 

3 

(l-h-lOLU)^ 
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étant  toujours  moindre  que  i  et 


1 (i  — *)' 

I  -r-  2  a  a 


positif  et  toujours  moindre  que  i  —  (i  —  j)-<C  25,  R"  est 
moindre  que 


3  6480OO 


a/i  -h  -ia  tang*^a  /    s*  du 


et,  par  conséquent,  d'après  ce  qui  a  été  démontré  dans 
le  paragraphe  précédent,  moindre  que 

648000     / /8\« 

on  peut  donc  écrire 

(a)       o<R-R'<3^,/7:rra(|)'tang.^,, 

et  tout  se  réduit  à  trouver  des  limites  R',  c'est-à-dire  de 


648000  r  *  / 


a  tangua   / ^ 3-^  (  i  —  -  lang'^a  )  ^w 

(i-haa)*   ,  .,   , 

-^^ '—(i  —  sydu 

(l-h9.0LU)^ 


ou  encore  de 
648000 


—  «tangza    /     ^ ^  (i  -  -  tang»;.,  j 

648000     ^        ,         f  (i-+-9.a)^(r  — 35)   , 
~ atang'^a    /  — —^  du 

Jo  (i-H2aw)2 


3    648000  ,  m         V'-F-'^--/''\«—   3/, 

a  lan£r3>Sa    / —  — -     ■     du. 
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Or  la  troisième  de  ces  dernières  intégrales  est  moindre 


que 


!5  648000 


8000     /  \î-  */**.»  j 

-—  a(i  -+-  ^OLyiang^Za  1    s^du  et,  par  conse- 

quent,  moindre  que  3 a (  1  -h  2  a )*-  (  E  j   tang'  Za»  Si 

donc  on  Tappelle  A7  après  y  avoir  supprimé  le  facteur 

648000 

atanp;;^, 

nous  aurons,  en  premier  lieu, 

(7)  o  <  A, <  3(1 -+-•>. a)'  ("ly  lang«^a. 

Quant  aux  deux  autres,  elles  se  décomposent  en  les  six 
suivantes  : 


f. 


—  du  =  A,, 


0      (l-hlOLU)'^ 


-lang*3a   /     -^ 


3  rfl/  =  A„ 


-/ 


^du==  A„ 

0    (i-f-aaw)« 

du  —  Av, 


9.  f  3 

•^0     (i-haa;/.)* 

^'-^rfa^  A5, 

(  i-f-  a  a  1/  )  » 

'—^du  =  A^, 

où  Ton  a  supprimé  également  le  facteur  ^^^^^^  a  tang  r^ 


(5tii  ) 
La  première  de  celles-ci  est  de  la  forme 


I    ^(u)du\ 


elle  peut  donc  être  évaluée  exactement,  et,  si  Ton  observe 
que  {i-^ixoLu)  ^r/n  est  la  difTérentielle  par  rapport  à  u 


1 


de  —  ^^ ,  on  trouve 


A  = '- =1 a-i ...; 

a  2  u 

ce  qui  donne,  2  a  étant  moindre  que  i, 

(i)  I a<Ai<i «H 

A 2  étant  égal  au  produit  de  A|  par  un  facteur  connu 
qui  est  ici  négatif,  les  limites  de  A,  se  déduisent  immé- 
diatement de  celles  de  A|  et  Ton  obtient 

il)    -  i  tang«^a  ('  --  î  -^  7)  <  ^«<~  ^  tang«^a(i  -  ?)• 
Dans  A3  la  fonction  de  m, "^ 5  >  qui  entre  en 

(l  -H  lOLU)^ 

facteur  sous  le  signe  f^  croit  avec  u  et  a  par  conséquent 

_         /  «î  \ 

—  ^\-\-^aL  = — l  I  -ha  —  —  H-. . .  j 

comme  valeur  minimum,  el 

=—  (  I  —  -ji  a  -H  4  a«  ~ . . .  ) 


comme  valeur  maximum;  donc,  Tautre  facteur  s  sous  le 
signe  f  étant  toujours  positif,  on  peut  écrire 

—  (i-ha)/    5rfi«  <  A8<— (i  —  aa)  /     sdu^ 
Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  I.  VI.  (Décembre  1887.)       87 
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ce  qui  donne,  eu  remplaçant  l'intégrale  par  sa  valeur 
obtenue  plus  haut, 

(3)  — (,^a)|<Aj<-(i-2a)|. 

A4  étant  le  produit  de  As  par  — ^tang^:;^,  on  a  en- 
suite immédiatement 

(4)  (i  — 2a)£  ^tang«^a<A4<(i-ha)^  itang'^a; 

A  5 ,  qui  est  comme  A  {  de  la  forme  /    'f  (a)  du,  rentre  dans 

•-  0 

le  type  des  quadratures  ordinaires^  on  peut  Tévaluer 

exactement  et,  si  l'on  observe  que  (1  -^-  aaw)   *^u  est  la 

3 

diiierentielle  par  rapport  a  u  de ^  on  trouve 

1          .       (i-f-5»a)*  —  I        I  .       /         a       a*         \ 

A.=  -tang«^„ 3^^ =  -tang»,.  (^,+  ~  --+...). 

ce  qui  donne,  2  a  étant  moindre  que  i , 

(5  )        '-  lang«x;«  (  i  -f-  ?  —  ^^  <  A,<  1  tang*^a  (''^l)' 


3 

(1-^-21)' 


Enfin,  dans  Ae,  la  fonction  de  w, .^  qui 

(i  -f-  aaw)* 
entre  en  facteur  sous  le  signe  y,  est  croissante  avec  «  et 
a  par  conséquent 

— (1 -H  îia)»  rrr— (i -H  3a -I- f  a»  . . .) 

pour  valeur  minimum,  et 

=^  —  (  1  —  •/  a  -f-  4  «2  — . .  .  ) 


I  -h  7.  a 
pour  valeur  maximum;  donc,   l'autre  facteur  .v  sous  le 


(  5G;i  ) 

signe  f  étant  toujours  positif,  on  peut  écrire 

— -langî^a  (3-+-9a-+-  faM    1     sdu 

<  A6<— -tang»5a(3  -  6a)    /   sdu, 
ce  qui  donne 


(6) 


I       <A6<— ilangî;5a(3-6a)^. 


Ajoutant  maintenant,  membre  à  membre,  les  inégalités 

(i),  (a),  (3),  (4),  (5),  (6)  et  (7),  après  avoir  rétabli 

partout  le  facteur  — a  tangz^,  et  posant,  pour  abréger, 


648000 


6i8ooo 

-a  tangua 


L    a       \3  a        9.       a/  2        "       J 


648000 

-^î atang-5a 

X  î  ?  +  -  1^  [7«  I  +  6(.  -K  -)«  (!)']  ri  tang«..  j  =  3'. 
il  vient 
(roù 
{h)  --a<R'-r<o'. 

Ajoutant  encore,  membre  à  membre,  les  inégalités  (a) 
et  (t),  on  trouve  enfin 

—  0  <  R  —  r  <  o'h a/i  -i-  -Aa  (  i-  j    lang»Za, 

et  Ton  voit  que  la  valeur  absolue  de  la  diiï'érence  R  —  r 
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est  moindre  que  le  plus  grand  des  deux  nombres  positifs 
oet 

,,  3.648000        /— ; /p\î  , 

lequel  nombre  a  dès  lors  besoin  d'être  fixe,  puisque 
c'est  le  seul  dont  nous  ayons  à  tenir  compte.  Or,  lorsque 
tang  Za  est  très  grand  ou  Za  très  près  d'un  droit,  on  a  évi- 
demment 8  <;  8'^;  et  l'on  s'assure  qu'il  en  est  toujours  de 
même,  quelque  soit  ^^^  <^ii  faisant  voir  que  Ton  a 

^a»-+-4a^  -h  5a2  2<6(i-h2a)*'('^V, 
^  a        1      a         ^  \a! 


ce  c|ui  est  presque  évident,  car  Tinégalité 

3 


1 


vériiiée  dans  le  paragraphe  précédent,  entraine  la  sui- 
vante, a  <'  ^>  (»t  celle-ci  donne 


-  a«  4-  4  X  ^  4-  -  a-  - 
3  a       "}.      a 


').  /  S  \  »         /  3  \  2      o     /  3  \  '  /  3  \  '  /  S  • 

3  ^jij  ^^aj        0.     \r/  /  ^  a /  ^  a; 

<  6(1 -f-  -22)  (^)'<  6(  ï  -f-  9.00*   ['-  )'. 


Ainsi,  en  résumé,  r,  c'est-à-dire 

648000    ,  r        «       ?      .       •      /«       ÔM 

représente  une  valeur  approchée  en  plus  ou  en  moins 
de  la  réfraction  totale  R,  avec  une  approximation  mar- 
quée par 
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En  déterminant,  comme  on  vient  de  le  faire,  une 
limite  8"  de  l'erreur  que  Ton  commet  lorsqu'on  remplaee 
la  réfraction  vraie  R  par  la  quantité  r  que  nous  avons 
choisie  pour  sa  valeur  approchée,  on  a  seulement  pré- 
paré la  solution  du  problème,  seul  utile  dans  les  appli- 
cations, qui  a  pour  but  de  fixer  les  conditions  sous  les- 
quelles il  faut  opérer  pour  que  l'approximation  obtenue 
soit  de  Tordre  des  grandeurs  négligeables.  Occupons- 
nous  maintenant  de  ce  qui  reste  à  faire  à  ce  sujet. 

Reprenons  l'expression  de  l'erreur  8"  et  écrivons-la 
ainsi 

8'  =  Atang»>ïa-4-  B'tang'^aH-  B'tang»5uH-  Gtang^at 

en  posant 

3.648000     / /8\2      , 

3.648000    7    3      „, 
71  6    a 

3.64800O    ,/    ^     P\      ^_ 


l(-|) 


Les  coefficients  A,  B,  B^  C  dépendront  des  quan- 
tités a  et  p  ou  de  Hq  et  Tq,  et  varieront  par  consé- 
quent avec  l'état  atmosphérique  à  l'instant  et  au  lieu 
de  l'observation.  Cherchons  les  plus  grandes  valeurs 
qu'ils  puissent  prendre,  et  d'abord  les  plus  grandes  va- 
leurs que  puissent  prendre  a  et  -  en  s'imposant,  bien 
entendu,  les  conditions  aux  limites 

0,63  <Ho<  0,789;         —  3o  <To<  5o 

admises  plus  haut. 
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Toutes  les  notalions  ec  toutes  les  hypothèses  dont  on 
i  fait  jusqu'ici  usage  étant  conservées,  on  sait  que 


Ho  I 


*"    2^""       '^0,76  1-+-MT0  i-f-mTo' 

|r^/,(i-4-mTo): 

d*oùy  quels  que  soient  Hq  et  To^ 


^  2,9439,    ^ofl,         'o  'o 

a  10' 


Désignant  donc  parla  caractéristique  L  les  logarithmes 
théoriques  et  par  la  caractéristique  /  les  logarithmes 
tabulaires,  de  sorte  que  Ton  ait,  pour  un  nombre  quel- 
conque N, 


et 


il  viendra 


L.N  -~<  /.N  <  L.N  -h  A 

I07  lO' 


/.N-  -L<L.N</.N-+--ir, 

lO'  lO^ 


L.a  <  L. 2, 9439  —  4  -4-  L.  I  ,o382  -+-  2  —  L. 8, 8987  —  L. 9, 9463 
<  ^2,9439  -  /.8,8987  -  /.9,9463  -  2  -t-  -^ 

10' 

et 

L .  £  <  L .  1 , 2555  —  3  -h  L  1 ,  1 836 

<  /.i,2555 -h/.  1,1836  —  3-4-  A:; 
mais  les  Tables  de  logarithmes  donnent,  comme  on  l'a 


déjà  vu, 


donc 


cl 


{  567  ) 

^.•^,9439  ~  0,4689-231, 
/.  I  ,o'382  =  0,0162810, 
/.8,8987  =  0,9493266, 
^9»9463  =0,9976616, 
/. 1,2555  =  0,0988167, 
/. I , i836  =  o,o732o5o  ; 

L.a<  5, 5382163 


a 

L  i-  <  3,1720219; 


par  conséquent, 


/.a<J, 5382164         et  /.  ^  < 3, 1720220, 

6 
a<o, 00034532       et  -<o, 0014861. 


Connaissant  une  limite  supérieure  de  a  et  une  li- 
mite supérieure  de  —  >  ou  en  déduit  sur-le-champ  une 
limite  supérieure  de  chacun  des  nombres 

i-f-2a,      p  a,  ^a  =  a-+--a,  a-H4ï-, 

060  a 

qui  entrent  en  facteurs  dans  A,  H,  B',  C,  et  Ton  trouve 

I  -I-  2a  <  1,0007, 

-  <o, 0000575 j4  =  .     ? 

6  jo» 

7*  ^     /  00   4,0288 
•V  <  0,00040288  ==  -2 — ,—  , 
o  10* 

-i-  4  -  <  0,0062898  —  -^ — ~-  : 


(  568  ) 
d'où 

L(i  -f-  !»a)<  o,ooo3o4, 
L  v/i  -T-  aa  <  o,oooi52, 
L(i  H-  aa)*  <  o,ooo456, 
L  ^  <  5,7600756, 

L^<î,6o5i758, 

L(a-^  4  |)<  3,7986369. 

Observant  encore  que -^-^  est  compris  entre  206264 
et  206260,  on  a 

li^^^  oL  <  618795.0,00034532  =  6, 18795  X  10»  ^-~^; 

mais  on  a  vu  plus  haut  que  L.  3,4532  est  inférieure 
0,53821 63;  d'ailleurs  on  trouve 

L.6, 18795 <  0,7915470, 
donc 

,  3.648000 

L a  <  2,3297633. 

Tout  ceci  étant  posé,  il  en  résulte 

L.A<L3-^av/r+-.â(&)' 

.  ,  3.648000  I  _  ,  ^         ,3 

r.  2  '  a 

<  2,3297633  -4-  0,0001 520  -f-  6,3440438 
OU 

L.A<î,673959i. 
Puis 

,    P'      T   3.648000     7     p  3.648000         ,7         ,  B 

L.B  =L a^  a^  <L. — ? a-T-Lè«-+-L- 

7î  o     a  7î  6  a 

<  2,3'X97633  -+-  î,6o5i758  4-  3, 1720219, 


(  569  ) 

OU 

L.B'<  4,1069610. 
Puis 

L.B'=  L.A(i-haa)=  L.A-+-  L^i-i-aa) 
<  5,6739591  -h  o,ooo3o4o; 
ou 

L.B'<î,672{73i. 
Et  enfia 


-   ^  3.648000 


^,  3.648000  _   a       , 

<  L ^^^ a  4-  L  ~  -r-  L 

t:  o 

<  2,3297633  -h  5,7600756  H-  3,7986369 
OU 

L.C<  5,8884758. 

Les  calculs  qui  précèdent  font  connaître,  par  leurs 
logaritlimes,  des  nombres  respectivement  supérieurs  à 
toutes  les  valeurs  que  prennent  les  quatre  coeflGcients 
A ,  B,  B',  C  lorsqu'on  donne  à  la  hauteur  barométrique  Ho 
et  à  la  température  Tq  tous  les  systèmes  de  valeurs  que 
nous  sommes  convenus  de  considérer.  Supposons  jnain- 
tenant  qu'on  ait  substitué  ces  nombres  aux  coefficients 
A,  B,  B',  C  eux-mêmes  dans  l'expression  de  Terreur  Z"  : 
celle-ci  deviendra  une  fonction  de  la  seule  distance  zéni- 
thale apparente  Za^  et  cette  fonction,  qui  se  réduira  à 
une  fonction  entière  et  impaire  de  tangz^,  à  coefficients 
positifs,  pourra  prendre  toutes  les  valeurs  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini,  en  variant  d'ailleurs  dans  le  même  sens 
que  tangua  ou  Za\  donc  quelques  essais  suffiront  pour 
déterminer  une  valeur  de  Za,  telle  que  cette  valeur  et 
les  valeurs  moindres  donnent  pour  l'erreur  0''  des  ré- 
sultats de  même  ordre  que  les  quantités  considérées 
comme  négligeables,  ce  qui  est  le  but  que  nous  voulons 
atteindre.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 


(070) 
Prenons  i)oiir  valeur  maximum  de  c«,  z„=:  80". 
Les  Tables  de  logarithmes  donnent 

/tanp8o°=  o,7j368ij>; 
d*où 

Ltanfî  80'*   :o,7>368i3, 

Llancr«8o^   :  3,768406"), 
donc 

L.  A  lan-^So*»"-^  3,768',o6>  -r-  4,6739391  rtz  o, 447.3636; 

d'où 

A  tanjî3  8o*'<  7.,7693. 
Puis 

L.ir  lanj;3  8o''<  vî, 2610439  -+-  4, 1069610  =  5, 3680049; 

d'où 

B'iang' 80' <  0,07.3333. 
Puis 

L.B'tang3  8o°<  2,7.610439  -h  J, 6747.731  =  T, 9353170; 

d*où 

B'tang3 80" <  0,086162. 
Puis 

L.G  lang  8o''<  0,7536812  -H  5,8884758  =  5,6421571; 

d'où 

C  lanj;ç8o°<  0,0004387: 
et  enfin 

0"  <  2, 7693 -h  0,023335-f- 0,086162 -HO, 0004387  <  2, 88, 

où  l'unité  est  la  seconde  d'angle. 

Cette  erreur  8"  commise  sur  la  réfraction  R  quand  on 
considère  celle-ci  comme  égale  à  r  est  sensiblement  su- 
périeure à  celle  des  observations  môme  les  plus  mé- 
diocres •,  nous  la  regarderons  comme  insuffisante,  ce  qui 
nous  obligera  à  abaisser  la  limite  de  Za  que  nous  avions 


(  ^7'  ) 
prise  égale  à  80".  Faisons  donc  en  second  lieu  ^^^  70"  : 

nous  aurons 

l.ian^Za  ^  /.tang  70**  %  0,4^893/1 1: 
d'où 

L.lang  70" <  0,4389312, 

L.tang»7o'*<  i,3i68oAr), 

L.lang»7o°<  -x,  1946710; 
donc 

L. A  lang»70°<  Ji,  19^46710  -\-  4,6739591  r.--  2,86863oi; 

d'où 

A  tang«» 70°  <  0,073898. 
Puis 

L.B'tang»7o°<  i  ,3i68o-26  4-4, 1069160  =  3,4-237636; 

d'où 

B'lang3  7o**<  o,oo26j39.. 
Puis 

L.B''lang'7o*<  i, 3 1 68026 -t- 4,674^731  =  3,9910757; 

d'où 

B''tang3  7o''<  0,0097967. 
Puis 

L.Ctang 7o''<  0,4389342  -f-  5,8844758  =  4,3274100; 

d'où 

Gtang  7o'*<  o, 00021253, 
et  enfin 

0*  <  o , 073898  -+-  o ,  0026532 

-h  0,00097967  H-  0,00021253  <  0,087. 

Celte  erreur  est  à  peu  près  celle  qui  se  rapporte  aux 
observations  les  plus  parfaites  :  nous  ne  pensons  pas 
qu'il  soit  nécessaire  d'exiger  qu'elle  soit  atteinte  à 
cause  de  la  grande  étendue  des  distances  zénithales  que 
la  condition  Za<C  70**  obligerait  d'écarter.  Il  vaut  mieux 
augmenter  la  valeur  maximum  de  z«,  poser  par  exemple 


(  570 
::a<C7^"î  ^^  V^^  laissera  encore  S^  suffisaininenl  pelil, 
coiniue  on  va  le  voir.  Nous  avons  ici 

par  suite 

/.tangua    :  /.lang75*  =  o, 5719475, 

L.tang75*>'.:  0,5719476, 
L.tang*75'<  1,7158428, 
L.tang»75*<  2,8597880; 
donc 

L.  A tang»75«<  a, 8597380  H- 5,6739591  =1,5336971; 

d'où 

Alang»75«<  0,34175. 
Puis 

L.B'tang»75»<  i  ,7158428  -h  4, 1069610  =  3, 8228088; 

d'où 

B'lang»75*<  0,0066498. 

Puis 

L.B'tang3  75*<  i  ,7i584a8  -f-  J, 6742731  =  2,3901159; 

d'où 

B'tang»75«<  o, 024554. 
Puis 

L.C  tang75»<  0,5719476  -f-  5,8884758  =  ?,46o4234; 

d'où 

G  tang75'<  0,00028869, 
et  enfin 

$'<  0,34175  -+-0,0066498  -4-  0,024554  -4-  0,00028869  <  o',3733, 

c'est-à-dîre  une  quantité  suffisamment  petite  pour  U 
plupart  des  cas. 


(  573  ) 
§  VllI.  —  Simplification  du  calcul  des  valeurs 

APPROCHÉES  r  DE  LA  RÉFRACTION  TOTALE  R,  POUR 
LES  DIFFÉRENTES  VALEURS  DE  Hq  COMPRISES  ENTRE 
0,63  ET  0,794  ET  LES  DIFFÉRENTES  VALEURS  DE  T^ 
COMPRISES  ENTRE  3o®  ET  /)0*^. 

Soient  /•'  et  r"'  deux  valeurs  de  r  correspondant  à 
une  même  valeur  de  la  distance  zénithale  Za  et  à  deux 
systèmes  diiTérents  HJ^  el  T'^,  H*  et  T^  de  valeurs  de  la 
hauteur  barométrique  et  de  la  température  au  moment 
et  au  lieu  de  l'observation,  ces  deux  systèmes  de  valeurs 
satisfaisant,  bien  entendu,  aux  conditions  limites  cou- 
venues. 

Nous  aurons  d'abord,  comme  on  sait, 

,    6^8000  ,         r     «'       •  ?' 


7: 


'  ,  r       a'         •  ?'         .  1 

■a  tang^rt    i -+-~  l  tang'^a— i)— ^(tang«-5a-H  i)  L 

648000   ,  r        a'/         •  ?'/         •  n1 


avec 


I  ,    ,.       .    H'o  I  I 


'x^    ""       ^0,76   i-t-/nT'o   iH-MTo 

I     ,,     .  h;        1  I 


|=/?;(i-r-mTi), 

Retranchons  membre  à  membre  de  Téquation  qui  déter- 
mine /'''celle  qui  détermine  z*'  préalablement  multipliée 
par 

h;  I  -h  m  t;  I  -H  mt;  _  a^ 

il  viendra 


(  ^: 

1   ) 

en  posant,  pour  abréger. 

h;    I-    mT'o. 
Ho   i-f-mT; 

1  -4- 

Cît 

r»f8ooo    ,                fi  ,  . 
.-î .a'ianir^^     -fa*— «')( 

tani 

-MTi         , 


-^(a  -a)('»"«'^--^'>]='^"' 


cela  prouve  que  r\  représente  une  valeur  approchée  en 

plus  ou  en  moins  de  /^',  avec  un  degré  d^approximatiou 

marqué  par  la  valeur  absolue  de  8''',  et  que  s'il  est  permis 

de  regarder  cette  valeur  absolue  comme  étant  de  Tordre 

des  grandeurs  négligeables,  la  valeur  numérique  de/"", 

égale  à  celle  de  r\ ,  se  déduira  de  celle  de  f^  par  un  calcul 

très  simple. 

Cherchons  donc  une  limite  supérieure  de  la  valeur 

absolue  de  l'erreur  8"'  et  d'abord  une  limite  supérieure 

fi*      3' 

des    valeurs    absolues    des    deux    diiTérences -^ 

a       a 

7."—7!, 

Appelons  8Ho  et  oT©  les  valeurs  absolues  des  diile- 
rences  H'^  —  H^,  TJ^  —  T'^,,  en  sorte  que  Ton  ait 

H';  =  Hi±=ano,      T;  =  Ti±:$T<„ 

et  écrivons  les  égalités 

3 

a       ' 

I  ,    ,,        ,    Ho  I  I 

'1  0,7b   I  -T-  m  lo   I  -{-  Ml  0 

qui  définissent  les  valeurs  générales  de  -  et  de  a,  la  pre- 
mière nous  donnera  ininiédiat(îment 

—  ' =  Pu  0 1 0  <  o,ooj2jr):> m  oTo. 

Le  signe  du  premier  membre  étant  celui  qui  le  rcMid 


(  •>75  ) 
positif,  la  seconde  ou  plutôt  la  suivante 

La  =  L  i (/l'o*  -  I)  -h  L  ^^  -  L(i  -^  mTo)  —  L(i  +  MTo), 

qui  s'en  déduit,  en  prenant  les  logarithmes  népériens  de 
ses  deux  membres,  donne 

La'— La'=LH;  — Ln;-[L(n-mT;)-^L(i-+-/HTi)] 
-[L(i-4-MT;)  -L(i-+-Mro)]; 

par  suite,  d'après  le  théorème  connu  sur  les  accroisse- 
ineuts  des  fonctions, 

ot^  étant  un  nombre  compris  entre  ad  et  a",  par  consé- 
quent moindre  que  la  limite  supérieure  de  a  que  nous 
avons  trouvée  plus  haut  égale  à  o,ooo34532,  H'^'  un 
nombre  compris  entre  H'^  et  11^  et,  a  fortiori,  entre 
o,63  et  0,795;  enfin,  T'J  et  Tj,^  des  nombres  compris 
entre  T',,  et  T^  et,  a  fortiori,  entre  —  3o  et  5o,  ce  qui 
donne  1 -H  mT'J  compris  entre  0,88987  et  1,1 836,  et 
I  +  MT'J  compris  entre  0,99463  et  1,008935  de  là  on 
conclut 

rfc  (a  —  a  )  <  o.oooJî^iî  (  — -—  H — — — \ U 

le  signe  du  premier  membre  étant  celui  qui  le  rend 
positif. 

Connaissant  une   limite  supérieure  de  chacune  des 

différences  7? — a',  --  —  —  >  prise  en  valeur  absolue,  il 

suffit  de  les  associer  avec  les  valeurs  mnxima  de  —  -  —  ^ 

a''.  ::,,  qui  sont  respectivement  5to6'>.65,  o,ooo34»>32,  ^5** 


(  ^76  ) 
et  l'on  irouve  pour  la  lîmîle  de  Terreur  o'" 

o'''  :  206265.0,00034532  î  0,00034532 

^^  cos3o*»  /  ûHo  m  8T0  M  ûT»  \ 

^^     cos«7)"'\o,63        0,88987        0,99463/ 

-h  206265.0,00034532  X  -^—^  m  STo 
'         ^  cos'  75^ 

ou,  pour  abréger, 

'   '-^V^-^^:88P7'^o,99463J'^^'"'^*'' 
en  posant 

206265. o,ooo3i532.i-  0,00034532. ^^"^^^"^^f^""'  =  P, 

^  ^^  «,-,*    tane75*       ^ 

206263.0,00034332 — 7-^  =  Q- 

'  cos>75"        ^ 

Mais  si  dans  P  on  remplaee  2o6a65  par  3. 206265  et 
^0,00034532  par  ^0,00034532,  la  plupart  des  facteurs 
qui  entreront,  soit  dans  P,  soit  dans  Q,  seront  compris 
parmi  les  nombres  qui  ont  déjà  figuré  dans  les  calculs 
numériques  du  paragraphe  précédent,  sous  la  dénomina- 
tion de  -^  )  a,  ~,  S^  et  dont  les  loearithmes  sont 
71  '  6     apo  ° 

respectivement 

5,7915470,    î, 5382163,     5,7600756,     3,0988168; 

quant  aux  facteurs 

tanfi:75<»       tane75*cos3o'  ^  -. 

-     r-.-«»      — -^—i—ri »     206260, 

ces*  73'*  005373" 

dont  il   n'a  pas  encore  été  question,  on  trouve  sur-le- 
champ, 


L.tang75« 

<  0,5719467, 

L.cos75° 

<  1,4129961, 

L.cos3o° 

<  1,9375307, 

tang75<» 
cos«75'» 

<  1,7459554, 

tang75'*cos 
cos«75'* 

3o« 

<  1,6834861, 

L. 206265 

<5,3i44i5o: 

(5-7) 
donc  on  a 

L.P  <  2,3297633  -+-  5,7600756  -f- 1 ,6834861  =T,773325o, 
L.Q<  5,3i44i5o-f- 5, 538-2163 

-f.  3,0988168  -h  1 ,7459554  =  0,6974142. 

Les  calculs  qui  précèdent  font  connaître  par  leurs 
logarithmes  des  nombres  respectivement  supérieurs 
aux  valeurs  des  coefficients  numériques  P  et  Q.  Mais 
la  connaissance  de  ces  nombres  ne  suffit  pas  pour 
donner  immédiatement  la  valeur  limite  de  c!"^  ce  qui 
est  le  seul  résultat  utile.  Cela  tient  à  ce  que  S"' dépend 
des  dîUérences  oH©  et  ST©  dont  on  n*a  pas  encore  fixé 
les  valeurs  et  que  Ton  sait  seulement  devoir  être  assez 
petites  pour  que  Z"'y  qui  en  est  une  fonction  linéaire  et 
homogène,  soit  de  Tordre  des  grandeurs  négligeables,  et 
en  même  temps  assez  grandes  pour  qu'on  n'ait  a  consi- 
dérer qu'un  petit  nombre  '  de  groupes  de  deux  états 
atmosphériques  répondant  aux  valeurs  H'^,  T'^  et  H*, 
n  de  Ho,  To. 

Or,  après  quelques  tâtonnements  qui  se  présentent 
d'ailleurs  d'eux-mêmes,  on  reconnaît  que  le  but  est 
atteint  en  posant 

8Ho5o,76  —  o,63  =  o,i3  >  0,789  —  0,76 

et,  en  même  temps, 

8To?2o'. 

En  effet,  m  et  M  étant  respectivement  moindres  que 
0,008671  et  0,000179,  nous  aurons 

^  <  ^  <  o.^o635,        m  8Tp<o,o7342  =  Zl^, 

Ho  Oj  10' 

mSTp  7,342  M8T0         o,oo358o  ^ 3,58 

0,88987  "^  8,8987.10'         o, 99463  "^  0,99463    "9,9463.10'' 
Ann,  de  Mathémat.j  5«  série,  t.  VI.  (Décembre  1887.)       ^^ 


(  '^78  ) 
d'où 

L^<L.2,o36:>-i<ï,3i46o46, 

L.m  oTo<  L.7,342  -  2  <  2,8658f45, 
0,88987 


<o,8658i45— 0,9493265  — i  =  u, 9164880, 

_.  <L.3,58-L.9,9i63-9. 
0,99463 

<o, 5538831  — 0,9976615  —9.  =  3,5562216, 


M8T0      . 


puis 

<î, 7733250  -h  1 ,3i 46046  =1,0879296, 


llo  ^'0 


croù 

Puis 


p^'<  0,12245. 


moTo   _      p      r    /^qTq 
•     0,88987  "^•'^•^     0,88987 

<T, 7733250  -f- 2,9164880  =  2,6898130, 
d'où 


p  m8To 
0,88987 
Puis 


< 0,048957. 


L.pJ^^=L.P  +  L-^^ 


o, 99463  ■  o, 99463 

<ï,773325o 4-  3,5562216  =  3,3295468, 
d'où 


Puis 


P y^  <  0,0021 358. 

o, 99463 


L.Qm8To=L.Q-f-L7woTo 

<  0,6974142-4-2,8658145  =7,5632287, 
d'où 

QmSTo<o,36579; 
et  enfin 

o"'<  o,  12245  -\-  0,048957  -H  0,0021 358-+- 0,36579. 


(  ^79  ) 
Cette  erreur  ajonlée  h  celle  quî  a  été  déjà  commise  en 
prenant  r  au  lieu  de  R  et  que  l'on  sait  être  moindre 
que  0,373^3  donne  0,91256,  c'est-à-dire  une  quantité 
inférieure  à  1''  d'angle;  nous  conviendrons  de  regarder 
cette  erreur  totale  comme  une  quantité  négligeable, 
quoiqu'elle  soit  sensiblement  supérieure  aux  erreurs  des 
observations  actuelles.  Cela  posé,  voici  la  marche  qu'il 
convient  de  suivre  pour  obtenir  la  réfraction  correspon- 
dant à  un  état  atmosphérique  quelconque  que  nous  re- 
garderons comme  celui  auquel  se  rapportent  les  valeurs 
H^,  T^  de  Ho,  To-  Considérons  les  trois  états  atmosphé^ 
riques  que  nous  appellerons  fondamentaux  et  pour  les- 
quels on  a  respectivement 


Ho  =0,76, 

To  =  -3o«; 

Il„=o,76, 

To=      10»  ; 

Ho  =  0,76, 

T'o=      5o-, 

et  évaluons  directement  la  réfraction  r  relative  à  chacun 
d'eux  au  moyen  de  la  formule  générale 

,=e^.u„,..[,-^-U(î-Ê)u.,..4 

Regardons  ensuite  successivement  chacun  de  ces  irois 
états  atmosphériques  comme  étant  celui  qui  a  été  défini 
plus  haut  par  les  valeurs  H'^,,  T'^  de  Ho  et  de  T©.  Si  Ton 
choisit  le  premier,  on  voit  que  la  réfraction  cherchée  /•" 
pourra  être  calculée  par  la  formule 

w  _     f    __      r     Ho       I  —  3o  JTl     I  —  3o  M 

'^=''i  -''  ^e  i-f-mT'i   i-i-MT'i' 

toutes  les  fois  que  T^  sera  compris  entre  —  3o  et  —  10, 
ïi\  étant  d'ailleurs  quelconque  ou  plutôt  compris  entre 
o,63  et  0,789,  car  les  différences  H^— H'^,  et  T^ — T'^, 
satisferont  bien  aux  conditions 

:t(H'i-^H'o)=8Ho<o,i3,         ±(ro-Ti)=8To<2o. 


(  58o  ) 
Si  l'on  choisit  le  second  état  atmosphérique,  on  aura 


,   Ho     i-Mom   1-4-ioM 
r  ^  r 


0,76  i-h/nT;  i-hMTJ 


pourvu  que  1^  soit  compris  entre  — 10  et  H-  3o. 

Enfin,  si  Ton  choisit  le  troisième  état  atmosphérique, 
celui  pour  lequel  ou  a  T'^  =  5o,  on  aura 

,__    ,   Hq     i-f-  5o/n   i-t-5oM 

pourvu  que  T^  soit  compris  entre  3o®  et  5o**. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  valeur  de  T^  entre  —  3o 
et  5o  et  la  valeur  de  H^  entre  o,63  et  0,789,  la  réfrac- 
lion  cherchée  /■''  pourra  être  calculée  au  moyen  de  la 
formule 

'   -''  Ho  i-+-/nT;   14- MT;' 


et  le  résultat  sera  obtenu  à  moins  d^une  seconde  près 
en  plus  ou  en  moins. 


SOLUTION  GEOMETRIODE  DE  LA  OUESTION  Ï526; 

Par  m.  a.  DROZ, 

Professeur  à  l'École  cantonale  de  Porrentruy 


Considérons  un  parallélogramme  ABCD  et  une 
droite  MM'  quelconque  de  son  plan.  Il  existe  deux  co- 
niques circonscrites  au  parallélogramme  et  tangentes 
à  la  droite  MM'.  Soit  O  le  milieu  du  segment  déter- 
miné sur  cette  droite  par  les  deux  points  de  contact. 
Il  existe,  en  outre,  une  conique  inscrite  dans  le  pa- 
rallélogramme et  tangente  à  la  droite  MM'.  Soit  0' 


(58.  ) 
son  point  de  contact  avec  cette  droite.  Les  points  O 
et  Çy  coïncident.  (  H.  Awdoyer.) 

On  sait  que  toutes  les  coniques  circonscrites  A  un  qua- 
drilatère ABCD  coupent  une  droite  quelconque  de  leur 
plan  suivant  un  système  involutif.  L'involution  est  dé- 
terminée par  les  paires  de  points  olt!  et  ^^',  où  la 
droite  MM'  coupe  les  coniques  dégénérées  AB  et  CD, 
BC  et  AD  du  faisceau. 

Les  points  doubles  de  Tinvolution  sont  les  points  de 
contact  des  deux  coniques  du  faisceau  qui  sont  tan- 
gentes à  MM'.  Ces  points  peuvent  être  imaginaires,  mais 
le  point  milieu  O  du  segment  compris  entre  ces  points 
est  toujours  réel.  C'est  le  point  central  de  Tinvolution; 
il  est  déterminé  par  la  relation 

0a.0a'=0p.0p'. 

D'autre  part,  il  est  facile  d'obtenir  le  point  de  con- 
tact çy  en  considérant  MM'  comme  deux  tangentes  coïn- 
cidentes d'un  hexagone  de  Brianchon  dont  les  quatre 
autres  côtés  seraient  les  côtés  du  parallélogramme. 
Par  p,  on  mène  une  parallèle  à  AB,  et  par  ci!  une 
parallèle  à  AD.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  I.  La 
droite  AI  rencontre  MM'  au  point  de  contact  cherché  O'. 

Or,  par  raison  de  parallélisme,  on  a 

o;p  _  02  __  ov 

O'a  -  O'A  "  O'â'' 
d'où 

0'a.O'a'=0'p.O'p'. 

Les^ points  O  et  O'  doivent  donc  coïncider. 


(  582  ) 

SOLUTION  DE  LA  OUESTION  1565; 

Par  m.  E.  LEMOINE. 


Les  points  de  Brocard  et  le  point  de  Steiner  sont 
sur  une  hyperbole  circonscrite  au  triangle  fonda' 
mental.  (E.  Cesàro.) 

L'équation  de  l'hyperbole  circonscrite  au  triangle  ABC 
et  qui  passe  par  les  points  de  Brocard  est,  eu  coordon- 
nées normales  homogènes, 

aoL  6p  CY 

ainsi  que  nous  l'avons  montré  [MathésiSy  p.  107  ;  i885). 
Elle  est  satisfaite  si   l'on  y  remplace  a,   p,  y  par 

"-77-; r*»  rr-; Tx'  -r-i — r?N»  coordonnées  du  point 

a(b^—c^)     b(c^—a^)    c{a*—b^)  '^ 

de  Steiner.  c.  q.  f.  d. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


1571.  C^,  désignant  le  nombre  des  combinaisons 
de  m  lettres  p  sl  p^  démontrer  la  formule 

(Pellerik.) 

1572.  TP  et  TQ  sont  des  tangentes  à  une  parabole  de 
foyer  S^  la  droite  TS  rencontre  le  cercle  en  un  point  L; 
prouver,  par  la  Géométrie  pure,  que  TS  =  SL. 

(R.-W.  Genèse.) 
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mX  I  Gaston  K  Mt'mbr*^  ih  llmilM.  VroU^m^ur  !k  h  l 
,8  géométriques  du  C  '     '^  Vi)lMmi..  irrati.J  m-». 


■^  1" 


.  ,...:tkl 


^  ^  ^  ^  ^  ^  ^ ,,.*..,..*      «  "i  ^  ' 

iitn     -    Œuirre»  de   Fourier,  publiée*  P»"  <f^,***?'»^  .*'^,,  *' ' 

I  i  vol-  iu-4^ 

TtWK  I  :  TA^'t^m-  îimdrttqHr  *tt  iu  Chairnr;  t8»8 *  •  -  » 

Toni;  tl  :  Mémoirei  iihen * (Jbtt#/»f 

^  lyae  de  rÉcole  Pol  1««  ^  ^olmmtî*  m-* 


^^i ' 


lie,  —  Exercice»  d^ 
vend  s^^cttémHÎ  i 


u\ï\\ 


TvVBLE  DES  3IAT1ERES. 


Sur  l(u<^1«(yf^H  pntpHctéli  m^tfiqiic^  dcâ  ttmtl 

M,  G.  itambrri  ...  w.  .*-..*.*•.  4^*,  ».. -  ■ 

Sur  W%  vrilcursapprocU^ef  «les  palviiûmei  fk*  B«riitiulU;  par  M 

Apprit  ,.^ t...*.. .* .^* fc* W4. - 

TbLdic^»  tle  Itt  réfnicilufi  ftiitrtitifiiniffii4)  «t  de  r«il>erralkiii 

par  M*  Oisiftn  Hornuti^^ , .,^,...  .*..,*-* 

Snlutii^n  |;coir)èirîr|iie  ili*  \n  quê«lloii  I7Q5;  par  M    ^    ^^  ' 
Sol  m  ion  lie  1a  qMe«;tînn  IÎWÎ5;  (iat  \I.  A\  i^emi^if 

Qii'  ■        .    .**.•,•..,,.♦»..,...* .,,.., 

T. 11  I  ordre  m<^ïhwlii|ue  ilu  taniiT  Yî  4eU  - 

Ttfliki  ïiet  rmitis  j»i»r  unlri*  AlpIiahiHîipic»  itu  lonic  Vi  «le  U  I^Àr 


Ta 'es. 


^ 


LIBnAnUE  HK  GAlîTHIUR-VILLAnS, 

d'Algèbre,  à  Tu^jt^e  (ït*?  ' 

ium,  reuifî  ot  mis**  ou  hnjimHii'  jimt  irs  ot  : 
M.  y,-//.  Mtmimttd^  àmkiv  fllù\ô  Ut»  TÊcolt?  poi 
iu-8;  18H7, 

TM  vend  ftfpnrétmtit  r 
V*  Paeitik  ;  Algèbre  élémentaire,  à  l'u&age  des  ClH^ttM  de  .u  / 

miVIqHrti  tirmrfttftifr\ , , , i  ' 

II'  (VifïTiR  :  Analyse  al^ébriqQe*  à  ru»«|!ed««  r 

m^tiiijHt'i  ^pri'Htltw  >    ,,..,,    ....♦*.•,..»,..*. 
ni'  PiRriE  Théorie  des  éq^atleas,  h  l'usigt^  il^i  LUtxtry  lU  -i/i. 

LAURENT  '  H  ),  Kx  i.mnakur  d  ;  -hiikiiMi,— *rmité 

d'Analyse   '•^'►tMini»^in-B,Q\r 

Tout:  1  -  Calcul  diJféretitiel-  Jpp(îmimm  ium^'ttqneti  làâS, . 

TtJMicll  :  Calcul  différentiel     '     '    .-----  .^^- 

TiKMi;  m  :  Calcul  iutégraL  ///.' 

<>  Traf!'>  <*s(l  Jf,  plus  **<tTTiî>lfî  'î"t  ».fnl  ]Mihlîr>  *A\r  \   \\\\Ay 
prr  ii'njiiiiit  i^K' 

tJH"  Mf(ilL*l'il'    'ï 

din.  .»■■••■' 

Ici   > 
k"*  > 

£4r  iitmnt  :  {#4|^tmt 
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